Sciences Indusrielles

Mécanique - Dynamique
Dynamique d’un solide en rotation - Equilibrage

MECANIQUE

DYNAMIQUE D’UN SOLIDE EN ROTATION
EQUILIBRAGE

1  Etudedynamiqued’un solide en rotation autour d’un axefixe

Paramétrage du probléme :

On congidere un solide S; quelconque de centre d' inertie G, de base liée a son mouvement

()?1, Vi, 71) , de masse m tournant autour d un axe fixe, ¢ est adire en liaison pivot avec |e béti auque
on liele repére d éude R, (O, %,, Yy, 2, ) -

Pour les besoins du calcul, considérons que cet axe de rotation oit I’ axe (O, ?0) , ON peut prendre
=2,

Le solide S, éant de géométrie quel conque, son centre d' inertie n'aaucune raison d' ére sur | axe

de rotation. Par contre, on peut trés bien, ¢’ est un choix de paramétrage, choisir d' aligner ladroite
orthogonale et sécante a1’ axe de rotation passant par G avec X, (voir figure).

/ S On peut donc paramétrer

R laposition de G centre de
o gravité du solide S, par :
o OG = a%, +¢Z,

Posons J =(X,, % ), on adorslafigure de travail suivante :
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Yo
A
S, ne possede aucune symétrie particuliere, donc sa Vo J ‘
matrice d'inertie en O danslabase (X, Y,,2,) et dela
forme générele : %
é6A -F -Eu /ﬁv
8.(Sg=gF B -Dy - A

gE -D CH, O

%) .

Bilan des actions mécaniques extérieures s exercant sur lesolide S; :
On digtingue les actions mécaniques extérieures transmises par des liaisons que I’ on connait, des
actions mécaniques extérieures (autres que par desliaisons) :
®» Lesolide S, est enliason uniquement avec le béti par une liaison pivot. Onadonc | action
mécanique transmissible par une liaison pivat, soit :
1X Lu
[T(hati® )= tY My
i J
ol Z 0 b(;ﬁyylvzo)
» |’ ensemble des actions mécaniques extérieures (autres que cdlle provenant de liaison) sont
regroupées dans un seul torseur ramené en O, qui adonc laforme la plus générde (pas
d hypothéses particuliére sur ces actions mécaniques :
X Lo
| L
{T(eXt® S)} -1 Y Ml_}_/
I
o1ld N b(il,vl,z‘o)

Déterminons, avant d’ appliquer le principe fondamental de la dynamique, le torseur
dynamique en O du solide S; dans son mouvement par rapport au bati O.

Calcul dela résultante dynamique :

— ~ €d’0GU _ édOGU _ ¢dxu  eédze _ - .
R, (S/0)=mG(GIl S/0)=meg 7 Or & 7 =a - +C - =aly,,dou:
(870) =mG( ) Ed? g gd g 8l gdh, :

R(S/0)=aly, - aJ?x,

Calcul du moment dynamiqueen O:
Le moment cinétique en O (point fixe dans le mouement de rotation autour del’axe (O, Z,)) et

égd au produit de lamatrice d'inertie en O par le vecteur vitesse de rotation de S)/0 :
W(S /0) =W(1/0) =J Z,. Soit laquantité suivante:

éA -F -Ey0 |-BJ
S5(S/0)= &F B -D0= |-DJ =-EJX - DJy, +CJz,

,8E -D CH{ |4
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Puisgue O est un poaint fixe dans le mouvement considéré, le moment cinétique en O et la dérivée
par rapport au temps (dans labase d éude, ici 0) du moment cinétique. Soit la quantité suivante :

. éds ) _ N N N : .
ddsl/o):wg} Soit : dy,(S,/0)=-EJ% - DIy, +CJZ - EJ?%,+DJ %,

On peut donc désormais écrire le principe fondamental de la dynamique en projection dans
la base 1, de la fagon suivante:

i-aJ? - E.J"+DJ'u IXLo X Lo 1X+X o Lelog
bai -pj- EJy-,YMy+ YMly—:Y+Yl M +M,y
: X )
.1 0 cJ b 1z o|O tz Nh 1Z+z, N |y
Soit les 6 équetions suivantes :

Ces éqguations correspondent aux équations du mouvement de ce solide en rotation autour del’ axe
fixe (0,2) :

Les 3 qui correspondent au théoreme de la Les 3 qui correspondent au théoreme du
résultante dynamique en projection dansla moment dynamique résultant en O en
base1: projection danslabasel:
T-al?=X+X, i —EJ+DJ =L+
b oai=v+y, L.Di-Ej2=M+M,
% 0=2+7Z { CJ =N,

2  Equilibrage

But del’équilibrage : Eviter les vibrations pour le bruits qu' dles engendrent maisauss parce
gu dlesfatiguent cons dérablement les @éments mecaniques extérieursa S,
pouwvant aing entrainer des ruptures de piéces par un mode de sollicitations
qudifié par lesingénieurs de «faigue »

Pour reéaliser cet objectif, il suffit de rendrel’ action mécanique entrele solide S; et e bati
la plus constante possible, ¢’ est a dire indépendante du mouvement de S;/0 : C’est

|”équilibrage.

3  Conditionsd’ équilibrage

L es actions mécaniques venant de I’ extérieures n’ é&ant pas maitrisable (perturbations, différentes
origines possibles, ...), il reste arendre indépendant du mouvement de S, les quantités X, Y, Z, L et
M. Ceadgnifie que |’ on doit Ies rendre indépendantes du mouvement , ¢'est adire des quantités
Jetd,
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Pour cdlail faut :

Pour rendre X et Y indépendantsde J et J° quel que soit X; et Y1 , il faut avoir a=0 (voir les
équations de larésultante dynamique : - aJ” = X + X, et aJ =Y +Y,)

Z ne dépend pas du mouvement : 0=2+2,

Pour rendre L et M indépendantsde J et J° quel que soit L; et M , il faut avoir D=E=0 (voir les
éouations du moment dynamique résultanten O: - EJ +DJ* =L+, et -DJ - EJ? =M + M,)

=» Lapremiere condition d équilibrage trouvée, a=0 , dgnifieque le centre d’inertie G du
solide S; doit étresitué sur |I’axe derotation. Si cette condition est satisfaite, on
parle d’ équilibrage gatique

=» Laseconde condition d équilibrage trouvée, D=E=0 , Sgnifie que lamatrice d inertieen O
du solide Sy, danslabase 1 liée au solide et delaforme :
éA -F Oy
8.(S=&F B Oy , Cest adirequel’axederotation (O,2,) est un axe
e 0 0 CU(F&:%;?O)
principal d’inertie pour lesolide S; :
En se reportant au cours de dynamique (partie 1.6.3), cette condition est satisfaite s le plan
(0%¥,) =(0X,Y,) , soit le plan de normaleIaxe derotation (O, Z,) est un plan de

symétrie pour lesolide S,.

L’ensemble de ces deux conditions constitue!’ équilibrage dynamique du solide S;.

4  Caspratique
Objectif :  Rendre un solide quel conque équilibré dynamiquement.
Moyen:  Changer larépartition des masses de ce solide en lui rgjoutant judicieusement des

meassel ottes, considérées comme des masses ponctudles, afin que I’ ensemble
{Solide + Massdlottes} soit éqilibré dynamiquement.

Montrons que dans la pratique, deux masselottes (masses ponctueles) suffisent pour rendre
I’ensemble équilibré dynamiquement :

Reprenons |e paramétrage précédent : //
» Soit S; le solide aéquilibrer de centre K
—_ >
S o 5

dinertieG avec OG = ax, +CZ, et de o

masse M G
=»  Soit lapremiére masselotte repérée 2, ]

de centre d'inertie en son point noté G, %

2=
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avec OG, = %% +Y,Y, +2,2,, de
masse m,
=» Soit laseconde massel otte repérée 3, de centre d'inertie en son point noté G; avec

OG; =x.% +Ys¥ + 2%, de masse g

Equilibrage statique :
Onveut que le centre d’inertie que I’ on notera G’ de I’ ensemble { S;+massal otte2+massel otte3} soit
sur I'axe derotation (O, Z, ) .Soit les deux projections stivantes nulles: OG % =0G.y, =0
MOG + mz@ +m O—G3
M+m+m
On adonc les deux relations :
OG'% =0 P 0=MOGX% +mO0G,.% ++m,0G, X, , soit I'équation scalaire suivante :
0=Ma+mx, +mx
OG'.y,=0 b 0=MOG.y,+mO0G,.y, ++m,0G..y, , soit I'équation scalaire suivante :
0=my, +my,
L’ équilibre statique se traduit donc par le systeme d’ équations suivant :
10=Ma+myx, +mx
i
i 0=my,+my,

Or OG'=

Equilibrage dynamigue :
On doit satisfaire en plus des conditions d équilibrage statique ci-dessus, les conditions suivantes :
D'=E'=0 , soit les produits d' inertie de I’ ensemble { S, +massdl otte2+massal otte3} nuls.

Rappe! : Lesproduitsd’inertie D et E du solide a équilibrer sont : D = cyyz dm et E = ()xz dm.

On en déduit les produits d' inertie correspondant de I’ ensemble { S;+massdl otte2+massdl otte3} :
D'=D+my,z,+my,z =0et E'=E+m,X,Z, +m;X,7, =0.

L’ équilibrage dynamique est donc rédise lorsque I’ on a stisfait le systeme d' équations :
iD+my,z, +my,z,=0 On adonc 4 équations d’ équilibrage avec 8 inconnues
J[ E+mx,z,+ mxz =0 (m2 m, %, %, %,%,Y% 23) I suffit d’ en fixer 4 arbitrairement

: 0=Ma+m,x, +mXx, (ou par facilités d' implantation technique) pour déterminer les 4
foo=my,+my, restantes afin d’ équilibrer lapiéce.
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