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Chapitre 1 : _QBJET ET PRINCIPE DE | A THEORIE DES

POUTRES
1.1. THEORIE DES POUTRES : GENERALITES
1.1.1. Résistance des matériaux
La résistance des matériaux (RdM) cherche a déterminer par le calcul analytique les

dimensions des organes d’'une machine ou des éléments d’une construction afin qu’ils supportent
les efforts auxquels ils sont soumis.

Elle permet de résoudre les problemes du type :

a) déterminer les dimensions d’un organe, connaissant la nature du matériau et
les efforts qui lui sont appliqués, de telle fagon gu’aucune région ne subisse de
déformations et de tensions internes exagérées et dangereuses (cest le
dimensionnement),

b) les dimensions étant connues, calculer les déformations et la répartition des
contraintes internes pour vérifier qu'il n'y pas dépassement des contraintes
admissibles (c’est la vérification).

La RdM est divisée en deux grands domaines en fonction de la nature géomeétrique des
corps a étudier, pour chacune elle fait appel a de nombreuses hypothéses pour obtenir
rapidement des résultats exploitables : théorie des poutres (abordée dans cette 3 ™ partie du
cours de MdM), théorie des plaques et coques.

1.1.2. Corps prismatique ou « poutre »

Les corps étudiés dans cette partie seront supposé étre des poutres. Nous appellerons
« POUTRE », le solide engendré par une surface plane (S) dont le centre de gravité G décrit une

courbe GyGq, le plan de (S) restant normal a cette courbe(figure I11-1.1).

Figure 11l -1-1 : définition d’'une poutre

e (S) est appelée section droite ou section normale
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e GG, estla fibre moyenne. Selon la nature de cette fibre, la poutre sera dite gauche,
plane ou droite.

e La poutre peut étre a section constante ou a section variable selon que I'aire de (S) varie
ou non le long de GyG; .

1.1.3. Hypothéses de la théorie des poutres

a) Les matériaux sont homogénes et isotropes.

b) Les matériaux sont utilisés dans leur domaine élastique. La loi de Hooke traduit leur
comportement.

Ceci entraine le principe de superposition : le déplacement et les contraintes issus de la
somme de plusieurs efforts extérieurs sont égaux a la somme des déplacements ou contraintes
provoqués par chaque effort séparément. Ainsi s'il est possible de décomposer les efforts
extérieurs en une somme de sollicitations simples, les contraintes et déplacements résultants
pourront étre obtenus en faisant la somme des contraintes et déplacements calculés par les
formules correspondants a ces sollicitations simples.

c) Géométrie des poutres :

- le rayon de courbure de la fibre moyenne est « grand » par rapport aux dimensions des
sections droites (rayon de courbure > 5 x la plus grande dimension de la section droite) ;

- lalongueur de la fibre moyenne GG, est « grande » devant les dimensions des
sections droites (> 20 x la plus grande dimension de la section droite) ;

- les variations de l'aire de la section sont faibles et progressives.
d) Hypothése de Barré de Saint-Venant :

On admet qu’en tout point d’'une poutre suffisamment éloigné de la zone d’application des
efforts extérieurs, I'état de contrainte et de déformation est indépendant du mode d’application de
ces efforts. Une conséquence importante de cette hypothése est que la théorie des poutres ne
pourra jamais servir a calculer des zones de concentration de contraintes qui existent souvent au
droit des points d’application de la charge (si on cherche a les connaitre il faudra faire appel soit
aux résolutions en élasticité (cf partie 2 de ce cours) soit aux résolutions éléments finis (cours
IFI3)).

e) Hypothese de Bernouilli :

Les sections planes, normales aux fibres avant déformation demeurent planes et normales
aux fibres aprés déformation. Cette hypothése n’est en général qu'approchée, car les
phénomeénes de cisaillement créent des distorsions et des gauchissements de section droite.

1.2. TORSEUR DES EFFORTS INTERIEURS ET LIAISONS

1.2.1. Torseur des efforts intérieurs

Considérons une poutre de fibre moyenne orientée de G o vers G 1, sens des abscisses
curvilignes (s) croissantes. Coupons cette poutre en G (abscisse s ¢) en deux parties : partie | &
gauche de G et une partie Il a droite de G (figure Il1-1.2).

Isolons la partie | : alors on nomme « torseur des efforts intérieurs en x ¢ » I'action de la
région Il (s > s¢) sur larégion | (s <sg); il est égal au torseur des efforts extérieurs appliqués sur
la partie Il de la poutre.
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Le torseur des efforts intérieurs en G est noté. G {5} =

Partie |

Figure I11-1.2 : définition du torseur des efforts intérieurs

Il a pour éléments de réduction dans le repeére (xg,Ys,zc) orthonormé direct lié & la section droite
en G (Nota : si la poutre est droite Xg=s=X) :

& & ™ M,
i§4 ) R:Nx&+Ty-)§é+Tz-§G‘ d © °‘

- = g S, &—= %, M,—  (éqll-1.1)
<1} s WMy WM =Mx- c+M, ys+Mz 52 1Ty Myz
G z z

Avec : N : effort normal (si N>0 traction si N<O compression)

Ty, T : efforts tranchants
My : moment de torsion
My , M. : moments de flexion

Convention de signe : par convention le torseur des efforts intérieurs calculé de la maniere
précédente sera compté positivement. Alors pour satisfaire la relation d’équilibre, le torseur des
efforts intérieurs en x¢ qu’exerce la partie gauche sur la partie droite devra étre affecté d’'un signe
négatif. Le résultat du calcul sera le méme car le torseur des efforts interieurs en G est unigue.

La démarche générale de calcul des composantes du torseur des efforts intérieurs sera donc la

suivante :

on se place en une section Sg,

deux méthodes alternatives peuvent alors étre utilisées :

méthode 1: on procede au bilan des efforts extérieurs a la poutre appliqués sur la
région Il, et on écrit les composantes du torseur des ces efforts extérieurs au point G
affecté d’un signe « + », (calcul a droite)

méthode 2 : on procede au bilan des efforts extérieurs a la poutre appliqués sur la
région |, et on écrit les composantes du torseur des ces efforts extérieurs au point G
affecté d’un signe « - », (calcul a gauche)

Le choix de la méthode dépend de la complexité du systeme d’effort appliqué ; on a toujours
intérét a faire le choix d'écrire ce bilan sur le coté ou le calcul est le plus simple.

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM - page 6
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Ce calcul doit étre fait pour tout s 6 quand s ¢ décrit la poutre : il permet de tracer le
diagramme des efforts intérieurs. Ce calcul est un préalable au calcul des contraintes,
déformations et déplacements dans la poutre.

Exemple * calcul du torseur des efforts intérieurs en G a droite et a gauche (figure I11-1.3)

Calcul a droite : (ici s=x)
y & & & N 4
N Ra| R 3 S s s s
A cIMes 166, AR, +GG AR, 2
& c Go X
Mg =t G Gs Calcul a gauche :
Ca 1§ P & & J
& % hsTs s s &
F & —— —
2 GiMG?J Gi«g‘ZAF1+C3C72a/\Ra+Ma b
Figure IlI-1.3 : exemple de calcul

1.2.2. Symbolique des conditions d’appui

En fonction de la condition d’appuis, les réactions exercées sont différentes.
La symbolique usuelle est résumée ci dessous :

e appuis simples ‘y &‘y &‘y
R R
| | | SX
s
Figure 1lI-1.4 : symboles des appuis simples
e rotule
Ay & by & Y &
R AR AR
7 X 7 SX
J N

—
77 L

Figure 111-1.5 : symbole d’une rotule

A

L

Figure IlI-1.6 :
symbole d’'un encastrement
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1.2.3. Formules générales des efforts intérieurs dans le cas particulier des poutres droites
(s=x) a chargement plan

| I, !pothe‘ ses -

e Lapoutre et les charges admettent un
méme plan de symétrie 1 le moment de
torsion disparait et I'effort tranchant est
dans le plan de symétrie.

e la poutre
perpendiculairement & la fibre moyenne
| effort normal nul

droite  est chargée

Plan

Figure 111-1.7 : poutre droite a chargement plan

Relation générales entre chargement, T y et M, dans le cas des efforts extérieurs appliqués a
gauche de G (de coordonnée x) suivant :

efforts concentrés F; avec comme point d’application x;
efforts répartis de densité p(n)eptre a et X,

couples isolés Ci (mesurés sur zg)

couples répartis de densité c(§) (mesurés sur 263 entre b et x.

& f\(é) )

Jre

Dans la section d’abscisse x, hous avons donc (attention calcul a gauche donc précédé d’'un

signe -) :

& * X °
effort tranchant sur y : Ty(X)=—¢f F+3 pn)dn=
vi #

(éq. 111-1.2)

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux
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) &
moment de flexion sur Z :

M, ()= _':L FR&=x )+ f C -2 pl) (x-n)dn +3 c(g)dg;% (6q. 11-1.3)

Les formules 111-1.2 et 11l-1.3 montrent que :

a) le diagramme d’effort tranchant présente des discontinuités dans les sections ou sont
appliqués les forces concentrées,

b) dans le cas ou la poutre ne supporte pas de couples isolés, le moment de flexion est
une fonction continue de X,

c) sinous considérons la fonction F(@,b,x)= %b((;))p(n) (X—m)dn avec a et b fonction de x,
L L e dF ) .
alors le théoreme de la borne supérieure permet d’écrire ax - %(X)p(n)dn , et si nous
appliquons ce théoréme a I'équations 111-1.3, alors
dT
-y p
=—P(X eq. lll-1.4
o = PX) (éq )
dm
et |, =fF +32p()dn—c(x) (éq. 111-1.5)
i

d) lorsqu’il n’y a pas de couples répartis sur la poutre la relation précédente devient :

dMm,
fR+ ?:p(n)dn =-Ty
|

dx
2
M
et donc %Z =-Ty| et dd—le =p(x) (éq. 11-1.6)

1.3. ETAT DE CONTRAINTE DANS UNE SECTION DROITE

En tout point (g(u e section droite, I'état de contrainte peut se représenter dans le repere
orthonormé direct x,y,zgﬁlié a la section droite par le tenseur des contraintes :

N o iﬁxx Oxy ze;
G::GXy Oyy Gyz+
> ¥xz Oyz Gzz;;:
XG
& . &
TNIx, G) et le vecteur contrainte en M selon Xg par
V4 °
& & :Uxx+ &
TI\(’X1 G): ©xy+ Car Xg :(1,0,0)
4 -
¥ xz #
Figure 111-1.9 o —
>TM,x6)dS=Rs
Il en résulte que : — & — — éq lll-1.7
>GM AT(M,x6)dS=Ma
S

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM - page 9
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)&
En posant Gkﬂ (O,yG,ZG ) la projection sur les axes conduit aux 6 équations suivantes :

N=>pxdS
Ty=>p0dS (éq. 111-1.8)

Tz :@zds
M xzzﬁe.(j x=26.0 XY)jS

M sza.(j xx)js

Mz=—>B%0 XX)jS

Appliquons le principe de Saint-Venant & une section droite (figue 111-1.10): nous sommes
loin des points d’application des efforts extérieurs et donc le contour de la section droite
n'est pas chargé.

Za & Le vecteur unitaire de normale extérieure a la
n ction droite s'exprime sous la forme

n(0,a2,03) et la condition de non chargement
du contour s’écrit :

/' > & &
Q/ Yo T@/I,r%:O VM du contour

OLzGXy +O(,3-GXZ :O

Soit : (12-ny+0(,3-GyZ=0

02 -Cyz +03-Gzz =0

(éq.Figdre)lI-1.10

Les deux derniéres équations de IlI-1.9 sont les seules faisant intervenir Gyy,Oyz , 07z €t nous

poserons, vu les petites dimensions des sections droites que ces quantités sont uniformément
nulles en tout point de la section.

En conclusion, I’état de contrainte dans une section droite de la poutre s’écrira donc :
B ‘lcxx Oxy Oxz?
G=40, O 0 +avecles conditions Ill-1.8 et Ill-1.9 & vérifier.
¢ +
wyx, O 0 =

Une grande partie de la suite de ce chapitre consistera a déterminer la répartition de ces
contraintes ainsi que des déplacements et déformations dans chaque cas de sollicitation simple.
Dans le cas de chargement complexe il conviendra d’appliquer le principe de superposition.

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM —page 10
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Les différentes sollicitations simples sont présentées dans le tableau Ill-1.1 ci-dessous :

Tableau IlI-1.1 : sollicitations simples

N -‘F‘ Mx I\% Dénomination Contraintes

o 0 0 0 Traction ou compression simple Oy 20 €t T & ({)&
0 Mo 0 0 Cisaillement pur Gy =0 et t&;t ({)&
0 0 Mo 0 Torsion pure Gy =0 et %S‘i g‘
0 0 0 | oo Flexion pure Gy #0 et &
o 0 0 o Flexion composée Oy %0 et 1§‘: 6&
0 Mo 0 0110 Flexion simple oy # 0 et 1§‘¢ (&)(

& &
Ou désigne T=(Ty,T,) M=M,.M,) et 1§‘:(csxy,cxz):(ry,rz)

1.4. DEMARCHE GENERALE DE RESOLUTION D'UN PROBLEME DE POUTRE

Il conviendra de suivre systématiquement la démarche suivante pour résoudre un
probléme de résistance des matériaux en poutre :

a) identifier les efforts extérieurs ainsi que les conditions aux appuis et faire une
schématisation du probléme physique,

b) déterminer les réactions aux appuis en exprimant les relations d’équilibre en statique
* nombre d’inconnues i
* nombre d’équations n

Si i>n le systéme est hyperstatique et il faudra des équations complémentaires
pour résoudre le systeme. Une méthode pour trouver des équations supplémentaires sera
exposée dans le chapitre 3 consacré aux théoremes de I'énergie (théoreme de Ménabréa).

c) tracer des diagrammes des efforts intérieurs,

d) détermination des contraintes, déformations et déplacements par les formules
exposées dans le chapitre 2.

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM —page 11
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Chapitre 2 : _ETUDE DES SOLLICITATIONS
ELEMENTAIRES

2.1, TRACTION ET COMPRESSION SIMPLE

2.1.1. Définition

Seul N est différent de zéro. Si N>O0 traction , si N<O compression.

Epaisseur e
- (\
ou , N L
. . i

N = 2pRLo
‘.

Figure Il -2 -1 : traction et compression simple

2.1.2. Contrainte

La contrainte est uniforme dans la section droite et vaut Ox = S : aire de la section

wn |Z

2.1.3. Déformation

N
A partir de la loi de Hooke :  |ex = Se_ =
E E.S
2.1.4. Déplacement
Par définition e, = 2—U donc U(x) = % €y X
X

2.1.5. Energie de déformation élastique par unité de longueur

L'énergie de déformation élastique totale de la poutre vaut :

W, = %§$= av soit comme dv = dxdydz
%
L'énergie de déformation élastique par unité de longueur est :
dW, _N° ,
= (éqg. 111-2.1)
dx 2ES

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM - page
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2.1.6 Poutre a section variable d’apres [1]

Dans ce cas les contraintes ne sont plus uniformes dans la section, et il apparait des
concentrations de contraintes.

30
k t h /n=b
2,8 kY \ H/r13 19
P \ \ h VP:AZ N N N

2[6 Y ‘\‘ s \ H /r‘jﬂi Q

v N ]

\ 7 L
214 . \\{;: \ ' UM

te PN \\. | -k N S-—ai . Sy o .
22 N ﬁ\\\\ Q’M =kg —aire de la section rétrécie

’ NANDS, .

N7

\ N <
2[0 ] Y, \\
1,8 \ ) \\ N

L SERENG Y
KL \*q/

1,6 é\ - B/
114 N\ h [, NN \\\\ \\'\4
12 NnsSSSESNNENRBAs=s=====
1:0 r‘/b

0 01 0,2 0,3 04 05 06 0,7 08 0,9 1

a._Valeurs de k pour des poutres entaillées.

KN r
X N g
2,641\ N 3 | N
N S
N
2;4 \\\ ~ N £ \ B i
\ - T
5 5L AN bt ROy, VM‘k§ Szaire de la section rétrécie
“LDNNNCT Dz | [T T IOV INDRIGTE |
201N b N EEAEE
| T REERS h/d=1.]
1,8 ; :\ \1\2\\\\( h r*“‘,
\\\ NANSXON h/r=0,73
1,64 N IS <\\Q Q hyr=0,5 |
! 3 T \\QN\EQ\Q\Q§\\ Bk !
14 NN R AT eSS G ORE, |
d =l ] mES== =LINTS
~HEg s Biine s S A Rn e ===
12 i = ]
1 1 r/b

0 01 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8 0,9! 1
b _Valeurs de k pour trous et raccordements

- CONCENTRATIONS DE CONTRAINTES

EN TRACTION (sections rectanqulaires ou circulaires).

Ecole des Mines d’Albi-Carmaux RDM — page 13



UE MSF IFI2012 RDM

2.2. ELEXIONPURE

2.2.1. Définition

Seul M. est différent de zéro.

Zone d’étude ) o )
Figure I11-2.2 : définition de la flexion pure

2.2.2. Déformation

Considérons deux sections adjacentes aa et bb
(Figure 111-2.3) paralleles entre elles avant
charge. Aprés charge, elles sont encore planes,
mais ont tourné l'une par rapport a lI'autre autour
de O avec un rayon de courbure p.

Si cd leur intersection avec la fibre neutre. La
fibre a une distance y s'est rétrécie de ef, sa
déformation est donc :

fe_ df _y__ de
cd dO  p =~ dx

Les déformations longitudinales sont donc proportionnelles a leur distance y de I'axe neutre.

b Figure 111-2.3

Ex =

2.2.3. Contrainte

E d
En appliquant la loi de Hooke : ox =Eey = =Y = —EyFel
D X
. E .
Or d’'aprés 111-1.8, M, =— >y .c,dS =— >y5/5 =— |, avecl,moment quadratique
N p P
de la section droite par rapport a z
n-d* b.h3
(rappel : section circulaire |, = , section rectangulaire hauteur h, largeur b : |, = ?)
M, -
Donc |oyx = ——IZ—X (éq 111-2.2)
Z

La contrainte est donc maximale sur la face supérieure et inférieure de la poutre en y=+h/2 (figure
1-2.4).
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Y/ h/2
M >0 X Si M; >0 traction sur la partie inférieure
h/2 Si M,<0 traction sur la partie supérieure
Traction |
b La quantité H/LZeSt appelé le module de flexion
M. <O >x (c’est une grandeur caractéristique d’'une section
‘ droite)
.h/2
Figure 11I-2-4 : répartition des
contraintes sur la hauteur de la
poutre
, , . M
La déformation s’exprime donc également simplement par €x = —E_IL-y et la
‘1z

guantité 1/(E.l,) est appelée flexibilité de la poutre.

2.2.4. Déflexion de la poutre

La déflexion de la poutre correspond au déplacement

y de la ligne neutre dans le sens des y (figure I11-2.4),
c’est a dire normalement a la direction de la ligne
V(x) « neutre. Ce déplacement dépend de x et nous

supposerons qu’il est le méme pour chaque fibre de la
W section droite.

Par définition la courbure s’exprime en fonction de V(x)

: o’V
Figure I1I-2.5 5
: - 1 ox
s’exprime par = "
P * e
U+eo =
v voxXzg
° 2 2
or comme ?;Vi << 1 Donc a—ZzlzﬂL, et donc E-Iza—\g:MZ (éq 111-2.3)
X % oxX p EI, d X

Cette équation s’appelle équation différentielle de la ligne élastique d’'une poutre. L'intégration de
cette équation différentielle en tenant compte des conditions aux appuis est une des méthodes
pour déterminer la déflexion de la poutre le long de x.

Dans le cas particulier de la flexion pure cette déflexion est un arc de cercle.

2.2.5. Energie de déformation élastique

L'énergie de déformation par unité de longueur dx de la poutre en flexion pure vaut :

2

dWey M,
dx 2.El,

(éq. 111-2.4)
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2.2.6 Arbre a géomeétrie variable d’aprés [1]

k 2 —
(épaisseur: b)
19 r/h70,05
7 e
18 /O
el FFa
v e T
mgM’" ™3
16
// FES2 g m3
A T T | | kK2
1517 p= = M~ T
nliyan r/hE0}29
A A .
114 I[# de la section
13 strécie -bh?
rihi=0, : retrecie =%
1,21 S
1;‘_ — r/hi=1
1F£
0 1 2 3 4 5 d/r -

a_ Poutres a section droite rectangulaire.

k 3

2,8 \ S Um §7/ U’M

el |1\ (‘JP_Z 1o &7

my M ol ™3
2,4 1/v de la section 3
22 \ /v rétrécie:%éd——

(o 7470
fer
(n

54

|

r
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 095 14

b_ Arbres de revolution;

EXEMPLES DE CONCENTRATIONS DE CONTRAINTES EN FLEXION,
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2.3 IOQRSION PURE DES POUTRES CYLINDRIQUES DE REVOLUTION

2.3.1 Définition

Seul My est différent de zéro (figure 111-2.5).

A
U

Figure 111-2.5 : torsion pure

2.3.2 Déformation

Considérons deux sections proches I'une de
lautre et écrivons la relation entre le
déplacement angulaire de torsion 6 et la

déformation de glissement générée par la
torsion. Nous avons (figure 111-2.6) :
M X
de .
=r— eq. ll1-2.5
\ \ \j Y=g, | (€a.1-25)

avec r la distance du point considéré par
rapport a la fibre neutre.

dx

Figure 111-2.6

2.3.3 Contrainte

La torsion génére des contraintes de cisaillement, qui s’obtiennent par la loi de I'élasticité :

1=G.y= G-r% puis en utilisant I'équation 111-1.8, M, = Z .1 -dS la contrainte en un

S
point M s’exprime par : T= : r (éq. 111-2.6)
0
. . : . R 2
ou lo est le moment quadratique polaire de la section S par rapport a I'axe X, lo =>°dS
S
n-d*
(rappel : section circulaire pleine de diamétre d Iy = ?
0% d4)
et section tubulaire diamétre extérieur D et intérieurd g = 32
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2.3.4 Deéplacement angulaire le long de la poutre

. . L. . d M
D’apres les relations précédentes nous pouvons écrire : d_ = G—’I‘—
X g

M
D’ol le déplacement angulaire & une distance | devient: 9 (l): %_X_GI ax
" 0

2.3.5 Energie de déformation élastique

L'énergie de déformation par unité de longueur dx de la poutre en torsion vaut :

2
dWPI Mx P
= (éq. 111-2.7)
dx 2.Gl,
2.3.6 Arbre a section variable d’aprés [1]
"3
1A\ S
28 [
| \\\ U(\)T’ Zm® 'E‘LC
AN | el
LR N N 7 =ktyd)
( \\(/l* l _2-
29 N _ v Igde la section rétrécie
’ \ | _.D/d=}5 1 ] L1
2 v H ' 1
\ N

1,8 nl\‘ > D di=1 3
16 \\ : RS

~ N ~ ’dﬁ?%&
14 ANEREERER - Ras===SUSEE
1,2 T /d=10 —

1 ‘ 1 il

0 0,04 0,08 0,12 0,18 0,2 0,24 d

* a_Valeurs de k pour un arbre épaulé.

r/h 10,410,2]033[0.5]
k 15,413,412.712 4

—kx UpxD/2
- T Dbt
32

b _Valeurs de k pour arbre rainuré.

¢ - Trou longitudinal.
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3’0 A4

281

Valeurs de k pour un arbre entailié,

|
27 “ Fic. 94
|

-

n
N
_—""——‘
—
-

\
20 \

o
~
Qa.
1

1,2

—]
——

P
- ————mte -

—

|
Po——y

e

——

e S

Wi/

1,11

10

0 002 004 006 008 G0 G12 0% 06 OB 020 022 0% 096 056 0%
r~/d

Ceefficients de concentration de contraintes k en torsion
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2.4 CISAILEMENT PUR

2.4.1 Définition

Les résultats présentés dans ce paragraphe seront tous relatifs a I'effort tranchant T y- (Les

résultats seront identiques pour I'effort tranchant T>).
—A Seul Ty est différent de zéro.

Exemple : cisaillement d'une clavette

Ty

Figure 111-2.7 : cisaillement pur

2.4.2 Contrainte

Les contraintes de cisaillement sont uniformes dans la section droite S, et

Ty = (éq 111-2.8)

S

2.4.3 Déformation de cisaillement et déplacement de cisaillement

. . Oxy Ty E
La déformée de cisaillement s’écrit : Y=2¢&y = C); =G avec G = 2(14+v)
+Vv

En premiere approximation 3—U =0 (un point dans le plan reste dans le plan)
y

dVv . Tx
donc 2 = soit |V(x
YT dx 0=356%

2.4.4 Energie de déformation élastique

L'énergie de déformation par unité de longueur dx de la poutre soumise a un effort tranchant
vaut :

dx”~ Z%dydz‘-265rdydz(éq. 111-2.10)

S s’appelle la section réduite et est défini par :

2 2
)gyzdydz = —q Ty et o le coefficient de section réduite S =S,
. S, S

10

. . . . . 6
(Nota : section circulaire ¢ = section rectangulaire o = g)

9
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2.5 ELEXIONSIVIPLE

2.5.1 : Définition

En flexion simple seuls M et Ty sont
différentes de zéro. (Les forces sont
y F> supposeées agir perpendiculairement a I'axe
longitudinal, le plan contenant ces forces est
‘ le plan de symétrie de la poutre).

Les forces et couples agissant sur la poutre

NN

créent :
T - des déflexions perpendiculaires a
F1 I'axe longitudinal de la poutre,

- des contraintes normales et de
cisaillement dans toute section
droite de la poutre

Figure 111-2.8 : flexion simple

2.5.2 : Contraintes normales

Elles sont identiques a celle de la flexion pure (cf § 2.2) :

Ox = M,y (éq. 111-2.2)

Iz

2.5.3 : Contraintes de cisaillement

y A
Nous supposerons que

Ty =1y()
c’est a dire que, les contraintes tangentielles

< sont uniformes le long d'une ligne // a Gz
2 (figure 111-2.9).
Dans ce cas on démontre que :
T,
t(y)=- ———xm éq 11-2.9
AY) by )<, (eq )

ou I; moment d’inertie par rapport a Gz, et m
moment statique de la surface hachurée (D)
par rapporta Gz.: m=>yds

D

Figure 111-2.9 : cisaillement en flexion
simple

Dans le cas de sections circulaires et rectangulaires, le profil de contrainte est parabolique
(tableau 111-2.2 et figure 111-2.10). Les contraintes sont nulles sur les bords supérieurs et inférieurs
et maximales sur I'axe neutre.
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Valeurs et profils du cisaillement
Ty(y) Ty max Profil
Section circulaire de 2
rayonr ﬂILil_ 2 : ﬂIy_ arabolique
Section rectangulaire T, %2 . 3T
Yy 2 - Dy
hauteur h largeur b —_ : .
’ 21,84 7 3 2S parabolique

Tableau 111-2.2 : valeur du cisaillement pou les sections circulaires et rectangulaires

h/2

- h/2

/T

Figure 111-2.10 : profil de cisaillement

2.5.4 : Déflexion en flexion simple

La déformée d'une poutre droite en flexion simple est caractérisée essentiellement par la
déformée de la ligne moyenne de la poutre. Cette déflexion est due a l'influence simultanée du
moment fléchissant et de I'effort tranchant. La plupart du temps l'influence de T est négligeable et

nous ferons cette hypothése dans le cas des sollicitations en flexion simple. Donc de maniére
similaire au cas de flexion pure :

2
E.Izg_VZMz (éq. 111-2.3)

2.5.5 : Energie de déformation élastique

L'enerdie de déformation élastique par unité de longueur de la poutre, est la somme des énergies
de déformations élastiques dues a la flexion pure (§ 2.2.5) et a I'effort tranchant (8§ 2.4.4), soit :

dWi_1 T2 aq 11l
dx_2%+65¥ (9. 111-2.10)
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2.6 ELAMBEMENT D'UNE POUTRE

2.6.1. Définition

Lorsqu'une poutre est soumise a une sollicitation de compression suffisamment grande et
paralléle & son axe, elle s’incurve et peur prendre une fleche dangereuse: c’'est le phénomeéne de
flambement.

Si la poutre présente une rectitude presque parfaite, ce phénoméne est brutal (la fleche
s'accroit qe maniére rapide) et peut conduire conduisant a la ruine de la structure .

2.6.2. Théorie d’Euler

Hypothéses: la poutre est parfaitement
rectiligne avant déformation, elle est rotulée aux
deux extrémités et la charge est appliquées
dans son axe.

L'équation différentielle de la déformée
s’exprime par (cf éq 111-2.3)

°V._ M,  F-V(x)
ax2 E-l,  E-l

avec comme conditions aux limites  V(0) = V(L) =0
La solution générale d’'une équation de ce type est :

VX )=a sin(mx)+f cos(wx) ol o= \/EjT

2
. i i n E.l, i
avec en utilisant les conditions aux limites  [F; = n? charge critique de flambage.

Les différents mode de flambage seront obtenus en faisant varier n.

n’E-|
n=1 1er mode Foo=", °
L
_»/\4_
n’E-|
n=2 2éme mode Feo=4"",°~
L

n=3 3eéme mode Fes =
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2.6.2 Autres cas

En fonction des conditions aux limites de la poutre la valeur de la charge limite varie

a) une extrémité encastrée, I'autre extrémité libre

b2
— -
-

b) une extrémité encastrée, I'autre rotulée

14—

c) deux extrémités encastrées

1

a1
Fe :20.187E—'2'1
L
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Chapitre 3 : _THEOREMES DE | 'TENERGIE

3.1 : ENERGIE DE DEFORMATION

3.1.1 : Généralités

La notion d’énergie, et en particulier d'énergie de déformation conduit & des solutions élégantes et
rapides en résistance des matériaux :

-soit pour déterminer des déplacements des points de la poutre,
-soit pour donner des relations complémentaires dans le cas d’'un systeme hyperstatique.

Quelques théorémes principaux sont cités dans ce chapitre.

3.1.2 : Energie de déformation élastique d’'une poutre

Dans la partie 1l du cours il a été démontré que le travail des forces extérieures W ¢ était égal a
I'énergie de déformation élastique. En vertu du théoréme de Clapeyron, le travail des forces
extérieures ne dépend que de l'intensité finales des forces et non de leur ordre d’application ou de
leur loi de croissance, c’est a dire qu'il sS’exprime sous la forme :

*n m °
We=Eof Fi §i+f Miwi + (éq11-3.1
f 2%1:1 ) _It‘l 0 5 (eq )

ou &i correspond au déplacement de la force Fi et wi correspond a la rotation du moment M;

L'énergie de déformation par unité de longueur d’'une poutre est égale a la somme des énergies
de déformations produites par les différentes sollicitations élémentaires (N  cx, Ty, T ez, Mex, May,
Mcz), Soit en reprenant les résultats du chapitre 2 sur les sollicitations élémentaires :

& 2 T 2 2 2 M 2 2 @
_MéLd :l ::_NGX Gy T Moy v Mg, A (éq 111-3.2)

-+ -+ + + + :
ds 2¢ES GS, GS, GI, El, El,3

W, ® . - .
avec W,= > fa—ﬂ+ds ds abscisse curviligne le long de la ligne neutre de la poutre

poutre' Js #

3.2: THEOREME DE CASTIGLIANO

Le théoreme de Castigliano dit que: la dérivée partielle de I'énergie potentielle de
déformation par rapport a une force (respectivement a un moment) est égale au déplacement du
point d’application de cette force dans sa direction (respectivement est égale a la rotation du point
d’application de ce moment projeté sur I'axe du moment).

oW, oW, ,
i = et i = 11-3.3
0= p CtO=0 (€q l11-3.3)

Application du théoreme de Castigliano :
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a) Dans le cas ou un effort est appliquée au point considéré, alors :

W adWe o gkt o
0 ~ oF; _%Utr@Fi : ds ;ﬁd&%Ufde:aF, ;dS (€q 111-3.4)

Cette équation permet de calculer simplement les déplacements sans devoir calculer
explicitement I'énergie de déformation élastique.

b) Dans le cas ou aucun effort n’est appliqué au point ou I'on cherche a calculer le déplacement :
La méthode consiste alors :

- a appliquer une force virtuelle (fictive) orientée dans le sens dans le lequel on cherche a
déterminer le déplacement

- puis a exprimer I'énergie de déformation incluant cette force,

- enfin & appliquer le théoréme de Castigliano pour déterminer le déplacement du point et &
annuler les composantes de la force en ce point.

3.3 THEOREME DE MENABREA

Ce théoréme permet d’obtenir des relations complémentaires dans le cas de résolutions de
systemes hyperstatiques, c’est une application du théoréme de Castigliano.

Soit un systéme hyperstatique de degre j tel que R 1, R 2, ... R j soitent les réactions
statiquement indéterminées. Les équations de la statique permettent d’exprimer les autres
réactions d’appui en fonction de R 1, R, ... Rjet des forces extérieures appliquées au systeme.
Pour des appuis fixes dont le déplacement est nul (& = 0), le théoreme de Castigliano donne :

W, Wy, OWa_ol aq 111
3R =0; 3R, =0; ... 9R =0 (éq IlI-3.5)

De cette maniere, on obtient autant d’équations complémentaires que d’'inconnues hyperstatiques.

Ces conditions (éq 111-3.5) expriment le fait que pour les grandeurs des réactions hyperstatiques ,
la fonction W prend une valeur extremeum (dérivée nulle). SiI'équilibre est stable on peut
démontrer qu'’il s’agit d’'un minimum. Donc pour une systeme hyperstatique, les inconnues
hyperstatiques minimisent I'énergie de déformation élastique du systeme : c’est le théoréme de
Ménabréa (ou principe du travail minimum).
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