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Chapitre 1

La programmation linéaire.

1.1 Introduction

L’objectif de ce cours est double. Il s’agit, d’une part, de donner une introduction
a la formulation en modeles d’optimisation. 1 s’agit, d’autre part, de présenter
les techniques de résolution de ces problemes.

On parle de probleme d’optimisation lorsqu’il faut maximiser une fonction
sous contraintes. Par exemple, maximiser le bénéfice d’une entreprise sous les
contraintes de satisfaire la demande et de respecter la capacité de production.

Le cours est divisé en quatre parties correspondant a des types différents de
modeles d’optimisation.

Dans la premiere partie du cours, nous nous concentrerons sur les problemes
linéaires, c’est-a-dire les problemes ou la fonction objectif et les contraintes sont
purement linéaires. Lorsqu’il n’y a que deux variables de décision, un probleme
linéaire peut étre résolu de maniere purement graphique. C’est ce que nous verrons
dans ce chapitre. Lorsqu’il y a un plus grand nombre de variables, un algorithme
mis en ceuvre sous la forme d’un programme informatique s’avere nécessaire. 1l
s’agit de 1’algorithme du Simplexe que nous verrons au chapitre 2 sous forme
algébrique et au chapitre 3 sous forme de tableaux. Au chapitre 4, nous exami-
nerons une question tres importante : a savoir la sensibilité de la solution a des
modifications de données. On parle d’analyse post-optimale.

Lorsque les variables doivent prendre des valeurs entieres, on parle de proble-
mes en nombres entiers. C’est 1’objet de la deuxieme partie du cours. On devrait
a proprement parler de problemes linéaires en nombres entiers car on impose, en
plus, aux contraintes et a la fonction objectif d’étre linéaires. Nous examinerons la
question de la formulation de tels problemes au chapitre 5 tandis que nous verrons
au chapitre 6 une technique de résolution de ces problemes : il s’agit de la méthode
de branch and bound.
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La troisieme partie du cours est consacrée a I’étude des problemes dyna-
miques. Le chapitre 7 est consacré a la formulation et a la résolution des problemes
dynamiques, c’est-a-dire ceux ol une décision stratégique doit etre prise a chaque
étape. Une application typique est la planification de production ou a chaque
période de I’horizon de planification, on doit décider du niveau de production.

Lorsque les contraintes et/ou la fonction objectif sont non linéaires, on parle de
problemes non linéaires. C’est1’objet de 1a quatrieme partie du cours. Nous ver-
rons au chapitre 8 la formulation et les conditions d’optimalité d’un probleéme non
linéaire tandis quelques méthodes de résolution de ces problemes seront présentées
au chapitre 9.

Il est a remarquer que toutes ces méthodes de résolution étant mises en ceuvre
dans des logiciels commerciaux, il ne viendrait plus a I’idée de les programmer
soi-méme. Par exemple, le solveur d’Excel dispose d’une implémentation de ces
algorithmes.

1.2 Plan du cours

Le cours est divisé en 4 parties et 9 chapitres :

Partie I : Les problemes linéaires.

e La programmation linéaire.
e [’algorithme du Simplexe.

e [’analyse post-optimale.
Partie I : Les problemes en nombres entiers.

o Les modeles en nombres entiers.

e Résolution des modeles en nombres entiers.
Partie III : Les modeles dynamiques.

e La programmation dynamique.
Partie IV : Les modeles non linéaires.

o Les modeles non linéaires.

e Résolution des modeéles non linéaires.
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1.3 Un simple exemple

Nous prenons un exemple tiré de Hillier et Lieberman [10]. Il s’agit d’une ent-
reprise de fabrication de chassis qui envisage la production de deux nouveaux
modeles au moyen des capacités résiduelles de ses trois ateliers. Il s’agit respec-
tivement d’un chassis en aluminium et d’un chassis en bois. Le premier produit
nécessite le passage dans le premier atelier pour fabriquer le cadre en aluminium et
dans le troisieme atelier ou le verre est monté sur le chassis. Tandis que le second
produit nécessite le passage dans le deuxieme atelier pour fabriquer le cadre en
bois et dans le troisieme atelier ou le verre est monté sur le chassis. Les marges
unitaires, les temps de fabrication de chacun des produits dans chacun des ateliers
ainsi que les capacités hebdomadaires résiduelles de ces ateliers sont donnés au
tableau 1.1.

Produit 1 Produit 2 Capacité disponible
(heures/produit) (heures/produit) | (heures/semaine)
Atelier 1 1 0 4
Atelier 2 0 2 12
Atelier 3 3 2 18
Marge 3% 5%

Tableau 1.1: Marges, temps d’usinage et capacités.

La question qui se pose est la suivante : “Combien faut-il produire de chassis
de chaque type par semaine pour maximiser le profit net ?”

La formulation d’un probleme d’optimisation comporte toujours les trois étapes
suivantes :

1. choix des variables du modele;
2. formulation de 1’objectif;

3. formulation des contraintes.

1.3.1 Choix des variables

La premiere étape consiste a choisir les variables du probleme.
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Définition 1.1 On appelle variable toute quantité utile a la résolution du probleme
dont le modeéle doit déterminer la valeur.

Cette définition permet de différencier les variables des parametres, qui sont des
données qui peuvent varier, par exemple d’une période a 1’autre ou d’un scénario
a I’autre. Ici les quantités que le modele doit déterminer sont les productions de
chassis par semaine. Notons donc :

x1 = nombre de chassis de type 1 produits par semaine,

x9 = nombre de chassis de type 2 produits par semaine.

1.3.2 Expression de I’objectif

La deuxieme étape consiste a formuler mathématiquement 1’ objectif.

Définition 1.2 On appelle fonction objectif d’un probleme d’optimisation le cri-
tere de choix entre les diverses solutions possibles.

Ici I’entreprise désire maximiser son profit net. La marge étant de 3 pour le premier
type de chassis et de 5 pour le second, I’objectif s’exprime comme suit :

max z = 3x1 + Do

1.3.3 Expression des contraintes

La troisieme étape est la formulation les contraintes du probleme.

Définition 1.3 On appelle contraintes du probleme toutes les relations limitant
le choix des valeurs possibles des variables.

Ces relations peuvent étre de simples bornes sur les variables. Par exemple, les
quantité produites ne peuvent tre négatives. Mathématiquement :
x1, 9 = 0.
Elles peuvent étre plus complexes comme les contrainte de capacité de produc-

tion. Le temps pour assembler 1 chassis de type 1 dans I’atelier 1 est de 1 heure
ou il reste 4 heures disponibles. D’ou la contrainte de capacité de I’atelier 1 :

ZE1§4

Semblablement, on peut construire les contraintes de capacités des deux autres
ateliers :

12
18

21’2

<
3ZC1 -+ 21’2 S
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14 Résolution graphique

Reprenons la formulation sous la forme condensée suivante :

maxrz = 31+ 5T
Ty < 4
20y < 12 (1.1)
s.cq. 3r;1 + 2z < 18
Ty > 0
re > 0

Comme annoncé dans I’introduction, dans le cas de deux variables de décision,
un probleme linéaire peut €tre résolu de manieére purement graphique en suivant le
processus en trois étapes :

1. représentation graphique de la région réalisable,
2. représentation graphique des contraintes,

3. détermination de la solution optimale.

14.1 Représentation de la région réalisable

La premiere étape de la résolution consiste donc a représenter graphiquement la
région réalisable.

Définition 1.4 On appelle région réalisable, I’ensemble des valeurs de variables
de décision qui satisfont toutes les contraintes.

Dans le cas de I’exemple, c’est I’ensemble des points (xy,z5) satisfaisant les
inégalités de (1.1).

Graphiquement une inégalité telle que 3x; + 222 < 18 correspond a un demi-
plan limité par la droite obtenue en prenant I’inéquation a1’égalité (3x1+2z5 = 18).
Lorsque I’on fait I’intersection des cinq demi-plans correspondant aux cinq inéga-
lités :

T < 4 (1)
2y < 12 (2)
3z, + 225 < 18 (3)
T > 0 (4)
ro > 0 (5)

on obtient le polygone hachuré a la figure 1.1.
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X2

10

(2)

2 ©
70

0 2 4 6 8 T

Figure 1.1: Ensemble de production.

14.2 Représentation de I’objectif

On voit ici clairement que le systeme est sous-déterminé. On va devoir choisir
entre ces différents plans de production. Pour ce faire, et c’est la deuxieme étape
de la résolution, on va représenter graphiquement des lignes d’isovaleur de la
fonction objectif :

z = 311 + dxs.

En effet, on remarquera que 1’expression de la fonction objectif fait intervenir trois
variables et ne peut donc étre représentée que dans I’espace. Pour se ramener dans
le plan, on va considérer des valeurs successives de 1’objectif :

z=k.
Ce qui correspond graphiquement a des droites paralleles
3x1 + bxy = k.

Les points d’une de ces droites sont donc le lieu de tous les points donnant la méme
valeur du profit (d’ou le nom de droite d’isovaleur de la fonction objectif). Ceci
est fait a la figure 1.2 ot ’on a représenté z = 15 et 2z = 30.

La droite d’isovaleur z = 15, c¢’est-a-dire :
z =311+ bry =15

passe par les points (5,0) et (0,3) tandis que la droite d’isovaleur z = 30, c’est-a-
dire :
Z:3$1+5ZL‘2:30
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T2
9
2 =30 (2,6)
z=15

\

2 2 =36

| AN >
0 2 5 6 10 24

Figure 1.2: Droites d’isoprofit.

passe par les points (10,0) et (0,6) . On obtient donc des droites paralleles qui
montent vers le haut si z s’accroit.

14.3 Détermination du point optimum

Enfin, et c’est la troisieme étape de la résolution, I’optimum sera déterminé
graphiquement comme le plan de production situé sur la droite d’isoprofit la plus
élevée, c’est-a-dire celle qui donne le profit le plus élevé. On voit a la figure 1.2
qu’il s’agit du point

x* = (2,6).

Justifions ce choix. Comme on maximise le profit on a intérét a prendre la droite
d’isovaleur la plus élevée possible. Bien siir, il faut que le plan de production soit
encore réalisable : autrement dit, il faut se restreindre a la région réalisable. On a
alors la trés important remarque suivante :

Observation 1.1 Pour maximiser I’objectif, il faut prendre la droite d’isovaleur
de ’objectif qui touche encore la région réalisable et qui donne la plus grande
valeur a I’objectif. Le point de contact est un point optimum.

Sur base de cet exemple, on déduit une deuxieme observation.

Observation 1.2 On constate que la solution optimale est a un sommet de la
région réalisable.
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On peut alors se poser la question suivante : La solution optimale d’un probleme
d’optimisation linéaire sera-t-elle toujours trouvée en un sommet de la région
réalisable ?

En fait, le seul cas ou se présentent des solutions qui ne sont pas en des sommets
de la région réalisable est la situation ou tout un coté est optimal. 1llustrons ce cas
en changeant ’objectif. Supposons que 1’on aie un objectif de la forme :

max 2 = 31 + 229

Il est facile, dans ce cas, de voir que les droites d’isovaleur de 1’objectif seraient
toutes paralleles au coté :
31’1 + 21‘2 =18

On en déduit (voir figure 1.3) que tout le coté joignant le sommet (2,6) au sommet
(4,3) est optimal. Mais, méme dans ce cas, on peut trouver une solution (méme
deux) en un sommet de la région réalisable. Il suffit de choisir le point (2,6) ou le
point (4,3).

T2

(2,6)

0 2 5 é\ 10 2,

2 = 3x + 225 =18

Figure 1.3: Tout un coté est optimal.

Sur base de cet exemple, on tire une troisieme observation :

Observation 1.3 Méme si tout un coté du polygone est optimal, on peut toujours
choisir une solution optimale correspondant a un sommet.
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En conclusions, on voit qu’il suffit de limiter la recherche de 1’optimum d’un
probleme linéaire aux seuls sommets de la région réalisable. On peut faire mieux
que d’évaluer I’objectif en chaque sommet.

Ainsi, le principe de I’algorithme du Simplexe est, partant d’'un sommet de la
région réalisable, d’aller de sommet en sommet adjacent jusqu’a détermination de
I’optimum.

On peut donc suggérer I’algorithme suivant :
i) Choisir comme point de départ un sommet x* de la région réalisable.

ii) Déterminer les cotés passant par ce sommet x*. Trouver un coté le long
duquel z croit. S’il n’y en n’a pas, STOP : le x* courant est optimal.

iii) Déterminer le sommet y* a I’autre bout du coté et poser x* = y*. Retour
enii).

Le fonctionnement de 1’algorithme dans le cas de I’exemple est illustré a la
figure 1.4. A la premiere itération, partant du sommet initial 7, = (0,0), on

Xy

P =(0,6)

Itération 1

?7

/|

\S]

Py =(0,0) 4 6 )

Figure 1.4: Chemin de I’algorithme du Simplexe.

détermine la direction de 1’axe vertical qui permet d’accroitre I’objectif. On va
jusqu’au bout du cdté et on obtient le point P; = (0,6) en fin d’itération 1. A
la deuxieme itération, on se dirige vers le point P, = (2,6). A la troisieme
itération, on constate qu’il n’y a plus de direction d’accroissement de 1’objectif.
On est donc a I’optimum.
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1.5 Formulation générale

Considérons qu’il y a n produits nécessitant I’utilisation de m ressources. Notons
¢;,1a marge unitaire du produit j et b;, la quantité de ressource ¢ disponible. Notons
par a;; la quantité de ressource ¢ consommée pour produire une unité de produit j.
Les données numériques du probleme sont résumées au tableau 1.2.

Ressource Produit Capacité
1 2 ... n | disponible
1 aiq a9 N QA1np bl
2 a91 Q9o ... Qop bo
m Al Gm2 - Gmn b
marge c1 Co ... Cp

Tableau 1.2: Données numériques du probleme.

Un programme linéaire peut donc se formuler en général de la maniere sui-
vante :

max z = Ty + Coxo -+ + CpTy,
anri + apTy -+ AT, < b,
anwy + axpry -+ apT, < b,
Am1T1 + Am2Ty - + AmnTn S bm7
s.cq.
T 2 )
X2 Z 07
x, > 0
Matriciellement, le probleme peut s’écrire comme
max z=c'zx,
Az < b, (1.2)

s.cq.

avec A matrice (m xn) b vecteur (m
c vecteur (n x 1) x vecteur (n
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1.6

1.1.

1.2.

1.3.

Exercices

Formulation d’un probleme de production. La production d’une compa-
gnie se réduit a 2 produits frais, P et Q qu’un grossiste lui achete. La marge
unitaire de la compagnie est de 42 francs pour P et 48 francs pour Q. Chaque
soir, les produits frais sont acheminés chez le grossiste par un transporteur
qui facture a la compagnie 2 francs par kg transporté. Ce cofit de transport
vient en déduction de la marge. La capacité de transport est de 2.000 kg par
jour. Les produits P et Q s’élaborent a partir de 2 matériaux M et N selon
les recettes présentées au tableau suivant.

Produit Poids (en kg) Poids (en kg) | Poids total
du composant M | du composant N | (en kg)
p 4 3 7

Q 2 1 3

Considérons une journée ou la compagnie dispose de 3.200 kg de M et de
2.400 kg de N. Formuler le probleme de la maximisation de son profit.

Résolution d’un probleme de production. Une société produit deux ar-
ticles A et B. La production est limitée par les disponibilités en maticres
premieres : la matiere premiere P1 est limitée & 21 unités par semaine et P2
a 30 unités par semaine. La production est également limitée par la main
d’ceuvre disponible : on dispose d’au maximum 5 ouvriers par semaine. Par
ailleurs, on doit employer au moins 3 ouvriers par semaine. La production
d’une unité de A nécessite un ouvrier pendant une semaine, 9 unités de P1
et 10 unités de P2. La production d’une unité de B nécessite un ouvrier
pendant une semaine, 3 unités de P1 et 4 unités de P2. La marge unitaire de
A est de 6, elle est de 3 pour B.

(a) Ecrire le programme linéaire correspondant.

(b) Résoudre graphiquement.

Recyclage du papier. Une société de tri de déchets et recyclage de pa-
pier peut se fournir en déchets aupres de deux villes. Son role consiste a
séparer les listes d’ordinateur et les journaux. La répartition entre ménages
et sociétés est différente d’une ville a I’autre expliquant un pourcentage
différent de listes d’ordinateur et de journaux dans les déchets. Ces pour-
centages ainsi que la quantité maximum de déchets que peuvent fournir par
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Chapitre 1. La programmation linéaire.

an ces deux villes sont reprises au tableau suivant :

Ville | Listes (%) | Journaux (%) | Offre (tonnes par an)
Ville 1 5 20 10.000
Ville 2 15 30 20.000

La société offre aux villes un prix de 35 euro par tonne de déchet. Elle
doit décider du montant optimal de déchets a acheter a chaque ville pour
minimiser son colit d’achat. Pour couvrir ses frais fixes, la société doit au
moins collecter 1.500 tonnes de listing d’ordinateur par an. La société ne
désire pas collecter plus de 6.000 tonnes de journaux par an. Combien la
société doit-elle acheter de déchets par an a chacune des villes ?

(a) Formuler mathématiquement le probleme (choix des variables, expres-
sion des contraintes et de 1’objectif);

(b) Déterminer graphiquement le plan d’achat optimal et en déduire le cofit
d’achat minimum.

Planification de production sur coiit variable. Une entreprise fabrique
deux produits P, et P,. Chaque produit doit passer les deux ateliers d’usinage
et de finition. Le mois dernier, 500 unités de P; ont été produites grace a 750
heures d’usinage et 250 heures de finition. De méme, 700 unités de P, ont été
produites, nécessitant 700 heures d’usinage et 350 heures de finition. Une
partie du colit de production est indépendante du nombre d’heures passées a
la production (les frais fixes), une partie est directement proportionnelle au
nombre d’heures passées a la production (les frais variables). Le mois passé,
on a observé la répartition suivantes entre frais fixes et frais variables :

Section | frais fixes | frais variables
Usinage 60.000 11.600
Finition 40.000 6.000

Il y a un cotit de conditionnement de 8 euro 1’unité pour P; et de 6 euro pour
P,. Les prix de vente sont de 55 euro et 43 euro respectivement.

(a) Calculer les marges sur colts variables (différence entre prix de vente
et colit variable de production) par unité de chacun des deux produits.
Indication : calculer d’abord le prix de I’heure dans chacun des ateliers
et le temps nécessaire dans chacun des ateliers par produit.

(b) Les capacités de production sont de 1.200 heures par mois pour I’usi-
nage et de 500 heures pour la finition. Formuler le programme linéaire
correspondant a la maximisation de la marge sur cofits variables.

(c) Déterminer graphiquement la solution optimale.
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Algorithme du Simplexe.

2.1 Principe de I’algorithme

Rappelons la formulation de I’exemple introductif :

maxrz= 3x1+ 5T
T < 4
20y < 12 (2.1)
s.C.q.
31’1 + 2[E2 S 18
Zy, o) Z 0

dont la représentation graphique est donnée a la figure 2.1.

,’L'l:O

'y

10
0.9) 1
(’)8_ F1:4

= \(2.6) | (4.6
(0,6) (2,6) [(4,6) 20y = 12

4 (4,3)

2 % 321 + 20 = 18

] ] -~

0.0 e Ll ‘::0
OOl 6.0 8 ™

Figure 2.1: Un exemple de programme linéaire

19
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Le principe de I’algorithme du Simplexe est de déterminer une solution
optimale en allant de sommet en sommet adjacent.

Définition 2.1 On appelle sommet du polygone un point intersection de 2 cont-
raintes a l’égalité vérifiant toutes les contraintes.

Par exemple, les points (0,0), (0,6), (2,6), (4,3), (4,0) sont des sommets. Les points
(0,9), (4,6) et (6,0), bien qu’a I’intersection de deux contraintes, ne sont pas des
sommets car ne satisfont pas toutes les contraintes.

Définition 2.2 On appelle aréte du polygone les points de la région réalisable
vérifiant une contrainte a l’égalité.

Géométriquement, il s’agit d’un segment de droite situé a la frontiere de la région
réalisable. Par exemple, le segment de (4,3) a (2,6) est une aréte du polygone.

Définition 2.3 On appelle sommets adjacents deux sommets que I’on peut joindre
par une aréte.

Par exemple, (4,3) est adjacent a (2,6) mais (4,3) n’est pas adjacent a (0,0).

Nous allons maintenant voir comment effectuer ces mémes opérations en uti-
lisant uniquement I’algebre. C’est 1’objet de 1’algorithme du Simplexe.

2.2 Ajout des variables d’écart.

Pour pouvoir démarrer 1’algorithme du Simplexe, il faut ramener les contraintes
d’inégalité en des contraintes d’égalité. Observons qu’il est toujours possible de
transformer une contrainte d’inégalité en une contrainte d’égalité par ajout d’une
variable a laquelle on impose d’étre non négative. Considérons, par exemple, la
contrainte

Wist S 4.

Imposer que le membre de gauche soit inférieur ou égal au membre de droite,
revient a dire qu’il faudrait ajouter une quantité non négative au membre de gauche
pour qu’il y ait égalité :

T+ 23 = 4,

avec la condition que la variable x5 soit non négative
T3 Z 0.

Cette quantité représente un déficit ou un écart. Comme cet écart peut varier, on
I’appelle variable d’écart.
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Définition 2.4 La variable d’écart est la quantité qui, ajoutée au membre de
gauche d’une contrainte, permet de transformer la contrainte en égalité.

Appliquons ceci au probleme (2.1). On obtient le probleme sous forme standard
avec égalités suivant :

max z = 3x1 + Sxo

X1 +x3 = 4
S.C.qQ.
d 3r1 +2x9 +z5 = 18

x1, T2, X3, 4,25 = 0
Remarquons qu’il y a équivalence totale entre les deux formes. En effet,
d’une part, toute solution réalisable du probleme (2.1) peut étre augmentée en une
solution réalisable pour le probleme (2.2). Toute solution réalisable du probleme
(2.2) peut étre tronquée en une solution réalisable pour le probleme (2.1). Comme,
d’autre part, les fonctions objectifs sont identiques, on a bien équivalence entre les
deux problemes.

Ilustrons cette correspondance entre solutions : ala solution (3,2) du probleme
(2.1) correspond la solution augmentée (3,2,1,8,5) du probleme (2.2). Dans I’autre
sens, il suffit de tronquer la solution dans R® en ne retenant que ses deux premieres
composantes.

2.3 Notion de solution de base

On remarquera que les égalités du probleme (2.2) forment un systeme de m =3
égalités en n + m =2 + 3 = 5 inconnues. Donc la valeur de n = 2 variables peut
étre fixée arbitrairement. Par exemple, dans le systeme d’égalités :

Ty +x3 = 4
3r1 +2x9 +r5; = 18

les deux variables x| et x5 peuvent étre fixées a zéro. On dit qu’elles sont mises
hors base.

Définition 2.5 On appelle variables hors base (v.h.b.) les n variables de R™ ™™
fixées a zéro. Les m variables restantes sont appelées variables de base (v.d.b.).
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Dans I’exemple, les variables de base sont donc x3, x4 et x5 dont on peut lire
la valeur dans (2.3) :

r3 = 4
Ty = 12
Ty = 18

Définition 2.6 On appelle solution de base une solution ou en ayant choisi n
variables hors base, on obtient une solution unique en résolvant les m contraintes
d’égalités obtenues en ajoutant les variables d’écart.

Définition 2.7 On appelle solution de base réalisable une solution de base qui,
en plus, vérifie les contraintes de positivité.

Dans I’exemple, la solution de base suivante :
r1=0, 22=0 variables hors base
r3 =4, x4=12, x5 =18 variables de base
est réalisable car toutes les variables de base sont positives.
Le lien entre 1’algebre et la géométrie est alors donné par la propriété suivante.
Propriété 2.1 La notion géométrique de sommet du polygone correspond a la
notion algébrique de solution de base réalisable.

Voir a ce propos 1’exercice 1 en fin de chapitre.

Nous avons déja annoncé que 1’algorithme du Simplexe consiste a aller de
sommet en sommet adjacent. Interprété algébriquement, cela revient a considérer
un passage d’une solution de base réalisable a une autre solution de base réalisable.
La notion d’adjacence doit étre étendue aux solutions de base.

Définition 2.8 On appelle solutions de base adjacentes deux solutions de base
dont les variables de base sont les mémes sauf une qui est de base dans la premiere
base et hors base dans la seconde.

Dans I’exemple, les deux solutions de base suivantes sont adjacentes :

£I§'1:0, 113'1:0,
{L‘QZO, ZL‘2:6,
1’3:4, .7}3:4,

zi=12, a4=0,

175:18, ZL‘5:6
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car elles ne different que par une seule variable hors base. Par contre les solutions
suivantes :

Ty = 07 Ty = 27
To = O, To = 6
ne sont pas adjacentes puisqu’elle different par plus d’une variable hors base. On

peut le vérifier a la figure 2.1.

Propriété 2.2 La notion géométrique de sommets adjacents correspond a la no-
tion algébrique de solutions de base réalisables adjacentes.

Voir aussi a ce propos 1’exercice 1 en fin de chapitre.

2.4 Initialisation de I’algorithme

La question qui se pose est : “Comment choisir le point de départ ?”

Si le probleme est mis sous forme d’inégalités avec b; > 0,7 = 1,...n, il suffit
de prendre I’origine comme point de départ. Dans I’exemple, cela donne :

(xh xQ) = (07 0)

En termes algébriques, toutes les variables originales sont mises hors base. Auto-
matiquement , dans le systeme d’égalités :

Z1 +x3 = 4
21’2 +2x4 = 12 ,
3131 +2.’L‘2 +xT5 = 18

on lit la valeur des variables de base :

r3 = 4
Ty = 12
5 = 18

D’ou la solution de base réalisable de départ :
(0,0,4,12,18).
Que vaut la fonction objectif pour cette premiere solution de base ?
z2=3x; +512=3-04+5-0=0,

c’est-a-dire une marge bénéficiaire nulle, ce qui n’est pas étonnant vu que cela
correspond a une production nulle des deux produits.
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2.5 Une itération Simplexe

Pour rappel, le principe de I’algorithme du Simplexe consiste a se déplacer de
sommet en sommet adjacent de facon a améliorer la fonction objectif. On va donc
se déplacer a partir de notre solution de base de départ vers une solution de base
réalisable en suivant une aréte le long de laquelle I’objectif s’accroit.

2.5.1 Choix de la direction

La question qui se pose est alors : comment choisir la direction ? Remarquez
qu’algébriquement, cette question se formule de maniere équivalente par : quelle
variable hors base va entrer en base ?

Le critere de sélection de la variable entrante est de prendre la variable hors
base qui fournit le plus fort taux d’augmentation de la fonction objectif

z = 311 + dxs.

Pour une augmentation unitaire de =, z augmente de 3. Pour une augmentation
unitaire de x5, z augmente de 5.

Le critere de sélection de la variable entrante est donc le suivant : on choisit
la variable avec le coefficient objectif le plus élevé.

Remarquez que pour pouvoir appliquer ce critere simple (choisir la variable
de coefficient objectif le plus élevé), la fonction objectif z doit etre exprimée en
fonction des seules variables hors base.

2.5.2 Choix de la variable sortante

La question qui se pose est : quand s’arréter le long de la direction ?

Géométriquement, on se dirige sur I’axe x5 et on s’aréte en (6,0), a la premiere
contrainte rencontrée. Algébriquement, on constate qu’en ce point la variable
d’écart 24 s’annule et aller au dela conduirait a la rendre négative. On va donc pous-
ser o le plus loin possible, tant que les variables de base restent non négatives.

Le critere de sélection de la variable sortante est donc le suivant : prendre
comme variable sortante la premiere variable de base a s’annuler.

En maintenant x; hors base dans (2.3), on obtient la variation des variables de
base en fonction de x5 :

T3 = 420



Section 2.5. Une itération Simplexe 25

Ty = 12—2.’13220
Ty = 18—21’220
ou encore
12
) S 7:6
18
) S 529

On en conclut que la variable sortante est x4, c’est-a-dire la premiere qui
s’annule (pour x9 = 6).

De maniere générale, on calcul le minimum du rapport du coefficient du membre
de droite sur le coefficient de la variable entrante dans la méme ligne lorsque
celui-ci est positif. La variable sortante est celle dont on lit la valeur dans la
ligne ot ce minimum se produit.

2.5.3 Calcul du nouveau sommet

La question qui se pose est : comment calculer la nouvelle solution de base ?

On va y répondre en utilisant la résolution de systemes. Plus précisément, on
va calculer la nouvelle solution de base en explicitant le systeme (2.3) en fonction
des nouvelles variables de base.

Ceci peut étre fait au moyen de deux types d’opérations qui ne modifient pas
I’ensemble des solutions d’un systeme d’équations :

1. Multiplier une égalité par une constante non nulle;

2. Additionner un multiple d’une équation a une autre équation.

Appliquons ceci a I’exemple. Ajoutons au systeme de départ (2.3), en premiere
ligne, la définition de la fonction objectif :

z —3x] —Hxy = 0 (0)
T +x3 = 4 (1)

24 g = 12 (2)

3r; +29 +z; = 18 (3)

Donc x5 remplace x4, comme variable de base. On veut donc expliciter x, dans
la contrainte (2) en lieu et place de z,. Pour ce faire, il faut :
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1. Amener un 1 comme coefficient de x5 dans (2). Autrement dit, la nouvelle
contrainte notée (2’) est I’ancienne (2) multipliée par 1/2 :

2. Eliminer x5 des autres équations. Ceci en retranchant a la contrainte (3) la
contrainte (2) et en ajoutant a I’objectif (0) cinq fois la nouvelle contrainte

(27):

(3) = (3)-©)
) = (0)+5x(2)

Le nouveau systeme est donc le suivant :

2z =31 +324 = 30 (0)
T +x3 = 4 (1)

Tg +124 = 6 (2)

31, —xy +x5 = 6 (3)

ou I’on peut lire directement (en se souvenant que x; et x4 sont hors base
donc nulles) :

z = 30
r3 =
T9 = 6
r5 =

On en déduit la valeur de la nouvelle solution de base :
(xla X2, X3, T4, 135) - (07 67 47 07 6)
qui donne la nouvelle valeur de I’objectif :

z = 30.

Remarquez que les opérations d’élimination de z, des lignes autres que la
deuxieme se font obligatoirement en retranchant a chacune de ces lignes un mul-
tiple de la deuxieme ligne. Toute autre opération détruirait les colonnes de la
matrice identité dans le systeme résultant comme on peut le constater en essayant,
par exemple, de faire :

(3)=—-1x(3)+(2).
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254 Test d’optimalité

La question qui se pose maintenant est la suivante : comment déterminer le fait
d’étre optimum.

Un sommet est optimal si tous les sommets adjacents donnent des valeurs
inférieures ou égales a la fonction objectif. Comment peut-on voir s’il existe
encore un sommet adjacent profitable ?

Pour répondre a cette question, nous allons utiliser la ligne de définition de
I’objectif. L’équation (0’) se récrit :

5
z =304 3z, — 514.

Comme z; a un coefficient positif, il est intéressant de faire entrer x; en base.

Le critere d’arrét sera donc le suivant : la solution de base courante est opti-
male si tous les coefficients objectif sont négatifs ou nuls lorsque z est exprimée
en fonction des seules variables hors base.

Effectuons donc la deuxieme itération de 1’algorithme du Simplexe. Au vu
de

5
z =30+ 3z — 53:4.
on sélectionne donc pour la variable entrante x,. En effet, c’est la variable avec
le plus grand coefficient objectif, et d’ailleurs la seule possible.

Pour déterminer la variable sortante, étudions la variation des variables de
base en fonction d’une augmentation de x; :

r3 = 4 — T
Ty = 6
Ty = 6 — 3271

La variable sortante est x5, c’est elle qui est la premiere a s’annuler (pour z; = 2).

Pour calculer le nouveau sommet, on exprime le systeme en fonction des nou-
velles variables de base (z; prend la place de x5) :

z +%l‘4 +r5 = 36
T3 —|—%$4 —%$5 = 2
i) +%Qf4 = 6

Iy = 2

W=

1
T —51’4 +
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Donnant la nouvelle solution de base réalisable :

(2,6,2,0,0)
Appliquons a nouveau le test d’optimalité. La ligne objectif s’écrit :
2236—§$4—I’5.

Comme tous les coefficients objectifs sont négatifs, la solution courante

* —
.Z'l —

Ty =
est optimale. Elle donne sa valeur maximale a I’objectif qui est de :

z* = 36.

On peut suivre ala figure 2.2. le chemin emprunté par I’algorithme du Simplexe.

il

Py = (0: 0) 2 4 6 Ty
Figure 2.2: Chemin suivi par I’algorithme du Simplexe.

Partant du sommet (0,0), la premiere itération consiste a aller au sommet (0,6).
La deuxieme itération consiste a rejoindre le sommet (2,6). La troisieme itération
consiste a constater que 1’on est a I’optimum.

Nous verrons au chapitre suivant voir une autre facon de présenter les mémes
calculs. Il s’agit de la présentation du Simplexe en tableaux.
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2.6 Exercice

2.1. Notion de solutions de bases adjacentes. Pour le probleme introductif
rappelé ci-dessous :

maxrz= 31+ 5T
T < 4
20y < 12 (2.4)
s.c.q- 3x1 + 2z < 18
Ty > 0
rga > 0

(a) Ecrire le probleme sous forme d’égalités en ajoutant les variables d’é-
cart.

(b) Considérer toutes les bases possibles . Pour rappel, une base est obte-
nue en cherchant ’intersection de deux contraintes prises a l’égalité.
Vérifier la propriété suivante : ‘“Toute solution de base réalisable
correspond a un sommet de la région réalisable”. On complétera le

tableau 2.1.
vhb. | (z1,22) | (23,24, 25) | sommet ?
T1, Xo oui/non
1,73 oui/non
T1,Ty oui/non
T1, X5 oui/non
Ta, T3 oui/non
T2, Ta oui/non
o, Ts oui/non
T3, T4 oui/non
T3, Ts oui/non
Ty, Ts oui/non

Tableau 2.1: Correspondance entre solution de base réalisable et sommet.

(c) Considérer toutes les solutions de base réalisables. Donner les couples
de bases adjacentes en vous basant uniquement sur I’algebre. Pour ce
faire, on complétera le tableau 2.2.
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Adjacentes 7 | (0,0) (0,6) 40) 43) (2,6)
0,0 - oui/non | oui/non | oui/non | oui/non
0,6) oui/non - oui/non | oui/non | oui/non
“40) oui/non | oui/non - oui/non | oui/non
“43) oui/non | oui/non | oui/non - oui/non
(2,6) oui/non | oui/non | oui/non | oui/non -

Tableau 2.2: Bases adjacentes.

Pour rappel, deux solutions de bases réalisables sont adjacentes si
elles ont les mémes variables de base sauf une qui est de base dans la
premiere base et hors base dans la seconde.

On vérifiera graphiquement le résultat du tableau 2.2.

2.2. Planification de production. Une compagnie fabrique deux produits dans
ses deux ateliers. Les marges unitaires sont respectivement de 2 pour le
premier produit et de 1 pour le second. Le temps passé dans chacun des
ateliers pour fabriquer un produit de chaque type est donné au tableau ci-
dessous.

Temps dans | pour le produit 1 | pour le produit 2

I’atelier 1 1 heure 0 heure

I’atelier 2 1 heure 1 heure

Les capacités résiduelles sont de 4,5 heures par jour et de 6 heures par jour
respectivement dans le premier et le second atelier. Les productions non
entieres sont permises.

(a) Formuler mathématiquement le probleme.

(b) Déterminer la solution optimale au moyen de I’algorithme du Simplexe.
Préciser, pour chaque itération, la solution de base courante et justifier
le choix des variables entrante et sortante.

(c) Illustrer sur un graphique le chemin suivi par 1’algorithme du Simplexe.



Chapitre 3

L’algorithme du Simplexe en Tableaux

3.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre précédent une présentation algébrique de 1’algorithme
du Simplexe. Pour rappel, il s’agit, partant d’une solution de base réalisable
(correspondant a un sommet de la région réalisable), a chaque itération de

1. choisir comme variable entrante, celle de coefficient le plus élevé dans la
ligne objectif (ce qui correspond a choisir la direction assurant plus grand
taux d’accroissement a la fonction objectif);

2. choisir comme variable sortante, la premiere variable de base a s’annuler
(ce qui correspond a la rencontre de la premiere contrainte dans la direction
choisie);

3. faire le pivotage : la variable entrante prend la colonne de la variable sortante
dans le systeme d’équation, en ce compris dans I’expression de la fonction
objectif.

Nous allons maintenant voir une autre fagcon de présenter les mémes calculs. Il
s’agit de la présentation du Simplexe en tableaux.

On effectue généralement les calculs sur le tableau des coefficients qui porte
le nom de tableau Simplexe. Mais il faut bien garder a 1’esprit que ce tableau et
les opérations que I’on va y effectuer ne sont qu’une traduction des opérations sur
le systeme d’équations algébriques correspondantes.

3.2 Notion de tableau Simplexe

Définition 3.1 Un tableau Simplexe est constitué des coefficients des équations
algébriques sans le nom des variables. On aura donc :

31
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1. les coefficients de la fonction objectif;
2. les coefficients des variables dans le membre de gauche des contraintes;

3. les coefficients du membre de droite.
ou I’on sépare les coefficients de objectif des contraintes d’une barre horizontale

et les coefficients du membre de gauche des contraintes des coefficients du membre
de droite par une barre verticale.

Reprenons I’exemple du chapitre 1. Sa formulation est reprise ci-dessous :

marz = 3x1+95Ts

I S 4

20y < 12

s.cq. 3r1 + 2x9 < 18

1 > 0

T Z 0

Le systeme de départ :

z —3x1 —dxy = 0
T +x3 = 4
229 +x4 = 12
3[E1 +2[E2 +ZL‘5 = 18

se met sous la forme du tableau suivant :

z T Ty T3 X4 Iy

1 -3 -5 0 0 0] O0
o 1 0 1 0 0| 4
o 0 2 0 1 012
o 3 2 0 0 1|18

ouI’on a ajouté au dessus du tableau le nom des variables pour voir a quelle variable
correspond chaque colonne du tableau.

Plusieurs caractéristiques d’un tableau sont a remarquer.
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e Tout d’abord les valeurs du membre de droite donnent les valeurs courantes
des variables de base.

e Ensuite la premiere ligne donne [’opposé des coefficients objectif.

e Enfin, le dernier coefficient premiere ligne donne la valeur courante de
I’objectif.

e On identifie des variables de base a une colonne de coefficient de la matrice
identité et a un coefficient objectif nul.

On en déduit la solution courante :

(wla To,T3,T4, .1'5) = (07 07 47 127 18)

3.3 Tableaux Simplexe et pivotage

A la premiere itération, on sélection comme variable entrante la variable x5 de
coefficient le plus négatif dans la ligne objectif. On indique ceci dans le tableau
en encadrant la colonne de la variable entrant que I’on appelle la colonne pivot :

z T To XT3 T4 Iy

1 -3|-5] 0 0 0] O

0O 1| 0,1 O 0} 4
0O o0 20 1 012
0O 3| 2,0 0 1|18

On sélectionne la variable sortante comme étant la variable de base qui s’annule la
premiere. Comme nous 1’avons vu au chapitre précédent, cela revient a calculer le
minimum du rapport du coefficient du membre de droite de chaque contrainte sur
le coefficient correspondant de la colonne pivot lorsque ce dernier est strictement

positif :
, { 12 18}
ming—,—,— ¢ = 6.
272

Dans le cas ou le coefficient dans la colonne entrante est négatif ou nul, la ligne
n’entre pas en compte dans le calcul du minimum.

Illustrons ceci sur un exemple. Supposons que le coefficient de = dans la
premiere contrainte soit -1 a la place de 0. L’équation correspondante se récrit de
maniere équivalente comme suit :

IL‘1:4+1’2
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Quelle que soit la valeur de z5 > 0, la variable de base x; reste positive.

Remarquez aussi que, dans le cas ou les coefficients de la variable entrante
sont tous négatifs ou nuls, il n’y aura aucune variable sortante. Ainsi, la variable
entrante et 1’objectif filent a I’infini. On parle, dans ce cas, de probleme non
borné. Nous illustrerons ce cas a la section suivante.

La variable sortante est alors la variable de base dont la valeur se lit dans /a
ligne out le minimum se produit : ici, il s’agit de la deuxieme ligne et donc de la
variable z4. Il suffit, dans le cas présent, de chercher la colonne identité dont le
coefficient 1 est dans la deuxieme ligne. Elle correspond bien a la variable z,4.

On encadre alors la ligne ot le minimum se produit. Cette ligne recoit le nom
de ligne pivot :

z I To T3 T4 Iy

1 -3|-5] 0 0 0] O

0O 1 0,1 0 0] 4
0O o 2,0 1 012
0O 3| 2,0 0 1|18

Définition 3.2 On appelle élément pivot le coefficient situé a l’intersection de la
colonne pivot et de la ligne pivot.

C’est donc le centre de la croix ainsi formée par la ligne et la colonne pivot.

Le pas suivant de I’itération Simplexe consiste a déterminer le nouveau som-
met : ceci en exprimant x5 dans la deuxieme équation en lieu et place de z4.
Remarquez que cela revient a amener la colonne de x4 en lieu et place de celle de
x4. Ceci peut étre fait par deux types d’opérations :

1. Amener un coefficient 1 a la place du pivot en divisant la ligne pivot par le
pivot :
Z xy Te X3 T4 Tp
1 =3|-5] 0 0 0| 0
11 0 1 0 0] 4
/2 0] 6

o | O O
S
—
(@)
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2. Eliminer x4 des autres équations en retranchant chaque fois un multiple de
la nouvelle ligne pivot :

z 1 T I3 T4 Xy

1 -3 0 0 5/2 0|30
0O 1 0 1 0 0] 4
0O 0 1 0 1/2 0] 6
0O 3 0 0 -1 1] 6

Rappelons que I’on doit utiliser, dans cette seconde opération, un multiple de la
ligne pivot a I’exclusion de toute autre ligne sinon on détruirait la matrice identité.

La nouvelle solution de base et la nouvelle valeur de 1’ objectif sont respective-
ment :

($1,$27$3,$4,$5) - (076a47076)
z = 30.

Effectuons maintenant la deuxieme itération de 1’algorithme du Simplexe. Le
premier pas de la deuxieme itération consiste a déterminer la variable entrante. 11
s’agit de x1, la variable de coefficient le plus négatif dans la ligne objectif. D’ou
la sélection de la colonne pivot suivante :

z Tr1 T2 I3 Ty Iy

1{-3] 0 0 5/2 0]30

0 1|0 1 0 0 4
0o o[ 1 0 1/2 0] 6
0 3/ 0 0 -1 1] 6

Le second pas de I'itération consiste a déterminer la variable sortante. On
calcul le minimum du rapport des coefficients du membre de droite sur le coefficient
correspondant de la colonne entrante lorsque celui-ci est strictement positif :

46
R
min{3.-3}

Le minimum se produit dans la derniere ligne ou 1’on lit la valeur de x5 qui sort
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donc de base. On encadre la ligne pivot :

z Tr1 T2 I3 Ty Iy

/-3 0 0 5/2 0]30

of 110 1 0 o 4
o o/ 1 0 1/2 0] 6
o 3/ 0 0o -1 1|6

Le dernier pas de I’itération Simplexe consiste a déterminer la nouvelle so-
lution de base au moyen des deux types d’opérations élémentaires sur le tableau
Simplexe :

1. Amener un 1 en position pivot;

Z Ty T2 X3 Ty Ts
1/-3] 0 0 5/2 0130
100 1 0 0] 4
o 1 0 1/2 0] 6
110 —-1/3 1/3| 2

o | O O

o

2. Eliminer 1 des autres contraintes.
Le résultat de ces deux types d’opérations est le suivant :
Z T Tg T3 Ty x5
1 0 0 0 3/2 1136
o 0 o 1 1/3 —-1/3] 2
o 0 1 0 1/2 0] 6
0 1 0

e}

—~1/3  1/3| 2

La nouvelle solution de base et la nouvelle valeur de 1’objectif valent :

($1,$2,I3,$4,$5) = (276a27070>
z = 306.
Si maintenant, on effectue par la troisieme itération, on constate lors de la

sélection de la variable entrante, qu’il n’y a aucun candidat. On arréte 1’algo-
rithme : la solution courante est optimale.
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3.4 Problemes non bornés

Nous allons maintenant illustrer le cas de problemes non bornés sur I’exemple
suivant :

marz = 2x1 + Zo
1 —2x9 <2,
s.C.q. 211 H4ax < 2,
T, 9 > 0
Ajoutons les variables d’écart :
marz = 2x1 + Zo
r1 —2x9 T3 = 2,
5.Cq. —2x1 +xo +x4 = 2,
T1,%2,T3, 4 > 0

Le tableau de départ est :

z I To T3 T4

1/-2|-1 0 010

o | O

Effectuons la premiere itération. Au départ, z; = x5 = 0 sont hors base et
r3 = 2, x4, = 2 sont en base. On fait entrer x; dans la base. On détermine la
variable sortante par le minimum suivant :

2
min{i;—} = 2.

Le minimum se produit en premiere ligne ou 1’on lit la valeur de la variable de
base x3. La variable de base x3 sort donc de la base lorsque x; vaut 2.

Z Ty Ty T3 Ty
1 0|-5]2 0|4
11-21 0|2
0[-3|12 1|6

o O
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Effectuons maintenant la deuxieme itération. La variable x5 est seule can-
didate a I’entrée en base. Comme tous les coefficients de la colonne x, sont
non positifs, aucune des variables de base n’est bloquante. La variable x5 peut
croitre au dela de toute limite. On en conclut que le probleme est non borné. On
peut le vérifier graphiquement. Le systeéme de départ est le suivant ;

maxrz = 2x7 + o
r1 —2xy <2,
s.c.q. —2x;  Hxy <2,
T,y > 0.

On peut voir a la figure 3.1 qu’a partir du sommet (2,0), la région connait une
direction ou x5 n’est plus bornée.

ZTo

A

Figure 3.1: Solution non bornée.

On peut arriver a la méme conclusion en général: s’il n’y a pas de candidat
pour quitter la base, on peut faire croitre la variable entrante et donc aussi la
fonction objectif autant qu’on le veut. Dans ce cas, le probleme est non borné.

Remarquons pour terminer que si le probleéme est non borné, c’est stirement
d@ a une erreur de formulation. Dans la pratique, il y a toujours des contraintes
limitant I’usage de ressources.
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3.1. Probleme a deux variables résolu par I’algorithme du Simplexe.

Max 3z + 29
scq  xp + 2wy <
200 + x9 <
—r1 + 13 <
1, Ty 2>

(a) Ajouter les variables d’écart.

(b) Résoudre par la méthode du Simplexe.

S N o

(c) Donner la solution obtenue par 1’algorithme du Simplexe.

(d) Tracer la région réalisable et indiquer graphiquement le chemin suivi

par I’algorithme du Simplexe.

(e) Vérifier en tracant les droites d’isovaleur de la fonction objectif que le
point obtenu par 1’algorithme du Simplexe est bien optimum.

3.2. Probleme a trois variables résolu par I’algorithme du Simplexe. Résou-

dre en appliquant la méthode du Simplexe :

max z= 3x1 + 2x9 + 4x3
s.cq. r1 + xy + 23 < A4
2x1 + 3rg < 5
200 + w9 + 3z3 < 7
xy,x9,x3 = 0

3.3. Lecture du tableau Simplexe. Soit le probleme linéaire suivant :

marz = 10x7 +9x9 + Tx3
2271 +3SE2 +5$3
2ZE1 +4, 51’2 +5I3
s.c.q.
3I1 +2£L’2 +6ZL‘3

L1,T2,T3

450
600
600

IV IA IA A
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Apres quelques itérations, le tableau Simplexe courant s’écrit :

zZ I To T3 T4 Ty Tg

1 0 —7/3 13 0 0 10/3 2000
0 0 53 1 1 0 —2/3] 50
0 0 19/6 1 0 1 —2/3| 200
0 1 2/3 2 0 0 1/3| 200

(a) Donnez les variables de base et leurs valeurs a cette itération.
(b) Quelles sont les valeurs des variables d’écart ?

(c) Poursuivez les calculs pour déterminer la solution optimale.



Chapitre 4

Analyse postoptimale.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous voir comment va varier la valeur optimale de I’objectif
d’un programme linéaire lorsque 1’on modifie certains coefficients du probleme
(coefficients objectif ou du membre de droite). C’est 1I’objet de ce que I’on appelle
I’analyse postoptimale.

Pour voir I’effet de tels changements de données, une solution naive consiste a
appliquer le Simplexe au nouveau probleme et bien siir on peut en déduire I’effet
sur I’objectif. Mais nous allons voir dans ce chapitre que, si la base optimale
ne change pas, on peut prédire sans aucun nouveau calcul I’effet de variation
des données sur la fonction objectif en exploitant simplement le tableau Simplexe
optimal du probleme original.

Nous allons d’abord envisager le cas de la variation des coefficients du
membre de droite des contraintes. Nous allons voir que la variation de la va-
leur optimale de I’objectif d’un programme linéaire en fonction des coefficients du
membre de droite est donnée par la valeur des “prix cachés” que 1’on peut lire dans
la ligne objectif du tableau Simplexe final. Nous verrons comment déterminer le
domaine de validité de ces prix cachés.

Nous verrons ensuite, le cas de la variation des coefficients de la fonction
objectif. Ici, nous verrons que le taux de variation de 1’objectif est donné par la
valeur des variables a I’optimum. Ici aussi, il y a un un domaine de validité pour
ces valeurs optimales des variables : elles restent valables tant que la base optimale
ne change pas.

Enfin, nous terminerons en donnant I’interprétation d’une autre information
que I’on peut tirer du tableau Simplexe, a savoir la valeur des colits réduits des
variables hors base.

41
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4.2 Variation par rapport au second membre

La question qui se pose est ici la suivante : “Si on augmente la capacité disponible
d’une ressource, quel est I’impact sur la valeur optimale de la fonction objectif ?”

Pour des variations de membre de droite suffisamment faibles pour que la méme
base reste optimale, on peut répondre a cette question en exploitant le tableau
Simplexe optimal de la maniere suivante :

Le “prix caché” (noté y;) mesure I’augmentation de la fonction objectif si
I’on accroit d’une unité la capacité disponible (b;). Dans le tableau Simplexe
optimal, le prix caché y; est le coefficient de la variable d’écart de la contrainte
dans la ligne objectif.

Nous allons illustrer ceci sur sur I’exemple introductif du chapitre 2 dont
I’énoncé est rappelé ci-dessous.

maxrz= 3x1+ 5T
T < 4
20y < 12
s.C.q.
31’1 + 2[E2 S 18
T ) ) Z 0

Considérons le tableau final qui a été déterminé au chapitre 3 :

Z T1 Tg X3 Ty L5

1 0 0 0 372 1|36
o 0 o 1 1/3 —-1/3] 2
o 0 1 0 1/2 0] 6
o 1 0 0 —-1/3 1/3| 2

Comme z3, 4 et x5 sont les variables d’écart des contraintes de capacité des trois
ateliers, on en déduit les valeurs des prix cachés suivants :

yi=0 y;=3/2 y3=1

Ce résultat peut etre démontré mathématiquement. Mais, plutdt que d’en don-
ner une démonstration formelle, nous allons I’illustrer graphiquement. Considé-

rons tout d’abord une augmentation de capacité du premier atelier de b; = 4 a
b, = 5.
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Figure 4.1: Augmentation de capacité du premier atelier

On peut voir a la figure 4.1 que le nouveau point optimal reste le méme
" =1" = (2,6).
En conséquence de quoi, la valeur optimale de 1’objectif ne change pas :
2 =2"=36

D’ou une variation nulle de 1’objectif, ce qui était bien prédit par la valeur nulle
du prix caché yj :
Az=z2"—2"=0=1yi.
Le résultat peut aussi etre interprété dans [’autre sens : yi est la perte de profit
si on diminue d’une unité la capacité du premier atelier.

Remarquons, et ceci est I’objet de I’analyse de sensibilité qu’il y a une limite
de validité de chaque prix caché.

En effet, dans le cas de la premiere ressource, si I’effet d’une augmentation de
b, sera nul sur la valeur optimum de 1’objectif quel que soit b; > 4, il n’en va pas
de méme d’une diminution. En effet, en dessous de b; = 2, la solution optimale
va changer. On a donc déterminé le domaine de validité de y; = 0. Il s’agit de
I’intervalle :
b, € [2, +OO]

Considérons maintenant une variation de la capacité du deuxieme atelier.
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3)

z=3r1+5,_ X T T T —— +— (5”—)21'2 =18

3
/é ] ] ] -~
) 56 8 o
4_
(1)

Figure 4.2: Augmentation de la capacité du deuxieme atelier

Une augmentation de capacité du deuxieme atelier de by = 12 a b, = 13 donne
un déplacement du point optimal (voir figure 4.2) vers le nouveau point :

™ =(5/3,13/2).
En conséquence de quoi, la nouvelle valeur de 1’objectif est donnée par :
2 =375

D’ou un accroissement de 1’objectif égal a la valeur du deuxieme prix caché :
ES * 3 *
Az=2"—z :37,5—36:§:y2.

Pour le deuxieme atelier, au dela de b, = 18, la solution optimale reste en (0,9).
Le prix caché y; change :
Yy = 0.
De méme, une diminution en deca de b, = 6 va changer le prix caché. On en
déduit le domaine de validité de y5 = 3/2. 1l s’agit de I’intervalle :

by € [6, 18].

Enfin, considérons une augmentation de capacité du troisieme atelierde b3 = 18
a by, = 19. Comme on peut le voir a la figure 4.3, cela donne un déplacement du
point optimal vers :
™ = (7/3,6).
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En conséquence de quoi, la nouvelle valeur de 1’objectif vaut :
/%
z* =37
D’ol une augmentation d’objectif égale a la valeur du troisieme prix caché :

Az=2"—2"=37T-36=1=1y;.

3x1+ 202 =24
o
(37)

\
AN

N| »
5 6\\\\ N2
N
\
27

(37) 3x1+ 2r2 =19

Figure 4.3: Variation de capacité de I’atelier 3

Le résultat peut aussi etre interprété dans 1’autre sens : y; est la perte de profit
si on diminue d’une unité la capacité du troisieme atelier.

Pour le troisieme atelier, au dela de b3 = 24, 1a solution optimale reste en (4.,6).
Le prix caché y3 change :
ys = 0.
De méme, une diminution en deca de b3 = 12 va changer le prix caché. On en
déduit le domaine de validité de y; = 1. Il s’agit de I’intervalle :

by € [12,24].



46 Chapitre 4. Analyse postoptimale.

Ces informations sont données dans le rapport de sensibilité du solveur d’Excel.

Remarquons finalement que 1’on a toujours une valeur nulle du prix caché
pour une contrainte non liante. Une contrainte non liante est une contrainte ol
la variable d’écart est non nulle. Par exemple, la premi¢re contrainte

.T1§4

a un “prix caché” nul. Ceci a une interprétation économique. La ressource n’est
pas enticrement utilisée : il ne sert donc a rien d’augmenter son stock disponible.

4.3 Variation des coefficients objectifs

La question qui se pose ici est la suivante :“Si on augmente le prix de vente unitaire
ou si I’on diminue le co(it unitaire de production, quel est I’impact sur la valeur de
I’objectif 7

On peut prédire cette variation de 1’objectif pour autant que la solution optimale
optimale ne change pas. En effet, pour de faibles variations de coefficients objectif
la solution optimale ne change pas. Seul le profit optimal change. On peut montrer
le résultat suivant.

La “valeur de la jéme variable a I’optimum” (notée x;) mesure I’augmenta-
tion de la fonction objectif si I’on accroit d’une unité la marge unitaire c;.

Dans le cas de I’exemple illustré a la figure 4.4, les augmentations de profit
pour une augmentation unitaire de la marge des produits valent respectivement :

x] =2etzs =6.

En effet, si le profit passe de :
max z = 3x1 + Do
a la forme suivante (augmentation de la marge de 1) :
max 7 = 41 + g,

on peut voir graphiquement que le changement de pente n’est pas suffisant pour
changer de point optimum. Autrement dit,

(x1,23) = (2,06)
Donc la solution optimale reste identique. Seul le profit augmente :

2 =4x2+5x%x6=38
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T2

2" = 7,511 + 519 =45

Figure 4.4: Analyse de sensibilité de c;

On a donc une augmentation de profit :
Az=2 —2=38-36=2
précisément égale a la valeur de

*_
x] = 2.

De maniere semblable, si le profit passe de :
max z = 3T + 5o
a la forme suivante (augmentation de la marge de x1) :
max 2’ = 4z, + 629,

on peut voir que le changement de pente n’est pas suffisant pour changer de point
optimum. Autrement dit,

(21, 73) = (2,6)
Donc la solution optimale reste identique. Seul le profit augmente :

2 =3x246x6=42
On a donc une augmentation de profit :
Az=2 —2=42-36=2
précisément égale a la valeur de

*_
x5 = 6.
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4.3.1 Analyse de sensibilité aux coefficients objectif

Considérons maintenant la question I’analyse de sensibilité. Nous allons a nou-
veau ’illustrer sur le méme exemple. Initialement :
z = 3x1 + dxo
On veut déterminer I’intervalle de variation maximum de c; autour de 3 tel que la
base optimale ne change pas.
A la figure 4.4, on constate que le coefficient ¢; peut descendre jusqu’a ce que
I’objectif z = c¢yx1 + Hx, soit parallele au segment
209 = 12,
c’est-a-dire lorsque ¢; = 0. Le coefficient ¢; peut augmenter jusqu’a ce que 1’ob-
jectif z = cyz1 + Hxq soit parallele au segment
3[[’1 + 2[L‘2 = 18.
Ceci se produit lorsqu’il y a égalité des pentes :

—a_ =3

5 2
c¢’est-a-dire lorsque ¢; = 15/2.
Laréponse a la question de I’analyse de sensibilité est donc la suivante. Tant
que
€ [07 15/2]7
on a la méme base optimale et la méme solution optimale.

Effectuons I’analyse de sensibilité pour le second coefficient objectif. Celui-ci
peut décroitre jusqu’a ce que 1’objectif z = 3x; + cyo soit parallele au segment
3.%'1 + 21’2 = 18.

Ceci se produit lorsqu’il y a égalité des pentes :

-3 -3

Co N 2 ’
c’est-a-dire lorsque ¢, = 2. Dans ’autre sens, ¢ peut augmenter jusqu’a ce que
I’objectif 2 = 321 + coxy soit parallele au segment

209 = 12.
Ceci ne se produit jamais. On en conclut que tant que :

co € 2,400,

on a la méme base optimale et donc la méme solution optimale.

Ces intervalles de sensibilité sont également donnés dans le rapport de sensi-
bilité du solveur d’Excel.
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Pour terminer ce chapitre consacré a 1’analyse postoptimale, nous allons définir une
notion importante qui peut également tre déduite du tableau Simplexe optimal, il
s’agit du colit réduit d’une variable hors base.

Le “cotit réduit” de la variable hors base x;, noté d;, mesure I’augmentation
de la fonction objectif si I’on accroit d’une unité la valeur de la variable hors
base x;. Dans le tableau Simplexe optimal, le colit réduit d; est I’opposé du
coefficient de la variable dans la ligne objectif.

Nous illustrerons cette notion sur I’ exemple de planification de la production
de chassis auquel on adjoint un troisieme chassis mixte aluminium bois, pour lequel
la marge unitaire est de 4 et les temps unitaires de fabrication dans les trois ateliers
sont respectivement de 1, 2 et 3 heures. La formulation de ce probleme est reprise

ci-dessous :

z —3x

X1

3331

—5.1'2

+2$2

QIQ

—4.1'3

+ZL’3

+2.I’3

+I4

+T5

+.Z'6

0
4
12
18

La solution optimale de ce probleme linéaire peut étre déterminée par 1’algorithme

du Simplexe. Le tableau Simplexe optimal final est le suivant :

Z T1 Ty T3 T4 s Te

1 0 0 2 0 3/2 1|36
o 0 02/3 1 1/3 —1/3| 2
0 0 1 1 0 1/2 0| 6
o 1 013 0 —1/3 1/3| 2

On en déduit la solution optimale suivante :

(:L‘ly X2,T3,T4,Ts, xG) = (27 6a 07 27 07 O)

Tandis que la valeur optimale de 1’objectif est donnée par :

¥ =36
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Les valeurs des cofits réduits des variables hors base sont donnés par :

d3 — —2
ds = —3/2
ds = —1

On constate que seuls sont rentables les productions des chassis 1 et 2. En effet,
le chassis 3, bien qu’ayant une marge unitaire supérieure au chassis 1, consomme
plus de ressources et permet, pour la méme capacité disponible des trois ateliers
de faire moins de chassis 3 que de chassis 1. On peut montrer que produire une
unité du chassis 3 diminuerait le profit de 2. En effet, supposons que I’on force la
production d’une unité du chassis 3. Les contraintes de capacités qui s’écrivent :

Ty +ry < 4
20y 223 < 12
3r1 +2r9 +3r3 < 18
peuvent se récrire (avec x3 = 1) comme suit :
T < 4—x23=3

12 — 223 = 10

IN

21’2
3.1'1 +21’2 S 18 — 3[173 =15

De la deuxieme contrainte, on en déduit que x5 sera au maximum égal a 5. On
perd une unité de x,. Sion fixe 25 = 5, on constate, par la troisiéme contrainte,
que z7 sera au maximum égal a 5/3. On perd un tiers d’unité de x;. Autrement
dit , le profit va augmenter de la marge de x3 mais diminuer d’une fois la marge
de x5 et d’un tiers fois la marge de x; :

Azf=—-1/3Xc1—1Xeca+1xe3=—-1/3x3—-1x5+1x4=-2

On peut alors se poser la question suivante : de combien faut-il augmenter la
marge du chassis 3 pour le rendre attractif ?

Nous venons de voir que le cofit réduit de la variable hors base 3 s’interprete
comme la perte de profit lorsque 1’on augmente d’une unité la variable. Pour qu’il
devienne intéressant de le produire, il faut donc augmenter sa marge d’au moins
I’opposé de cette quantité. Ici, le colit réduit s’ interprete comme I’opposé de I’aug-
mentation minimale de prix pour que la production devienne intéressante.

Remarquez que tous les optimiseurs fournissent en plus de la solution optimale
d’un probleme linéaire, cette information : les cofits réduits des variables hors base
sont, en effet, au signe pres, les coefficients des variables hors base dans la ligne
objectif du tableau Simplexe optimal.
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4.5 Exercices

4.1. Sensibilité aux coefficients objectif. Soit le probleme linéaire suivant :

Minimiser 0Ox; —+ 29
s.c.q. 3ry + 4dxe > 9, (1)
by 4+ 2z < 8, (2)
3r; — xe < 0, (3)
T1,x9 > 0.

(a) Déterminer graphiquement la solution optimale.

(b) Déterminer I’intervalle maximum de variation de c¢; autour de zéro qui
préserve la solution optimale.

4.2. Sensibilité du membre de droite. Pour le probleme linéaire formulé a
I’exercice 4 du chapitre 1,

(a) Résoudre par I’algorithme du Simplexe.
(b) Déterminer la valeur des prix cachés a I’optimum.

(c) Sil’unité de capacité supplémentaire colit le méme prix pour les deux
ateliers, a-t-on intérét a augmenter la capacité du premier ou du second ?

(d) Jusqu’a quel niveau est-il intéressant d’augmenter cette capacité ?

4 3. Fabrication de tourbe. Une firme de production de tourbe met sur le marché
3 qualités de tourbe : la qualité 3 utilisée comme litiere; la qualité 2 qui sert
d’engrais aux entreprises maréchaires et la qualité 1 destinée a I’empotage
des plantes d’intérieur. La tourbe de qualité 3 se commercialise en ballots
de 25 kg, celle de qualité 2 en sacs plastiques de 20 kg et celle de qualité 1 en
sachets de 5 kg. La tourbe s’extrait au printemps sous forme humide et est
séchée au soleil durant 1’été pour étre livrée a I’automne. Un kg de tourbe
humide extraite donne 100 grammes de produit sec commercialisable. La
machinerie qui extrait la tourbe humide permet d’extraire 4 500 000 kg de
tourbe humide chaque printemps.

La tourbe séchée est défibrée a I’automne, au moyen de défibreuses qui
mettent 5 minutes pour préparer un ballot de Qualité 3, 8 minutes pour un
sac de qualité 2 et 3 minutes pour un sachet de qualité 1. On dispose de 2
000 heures de défibrage pendant la période considérée. L’entrepdt permet
de stocker 20 000 metres cubes de tourbe seche emballée, un emballage de
qualité 3 requiert 1 metre cube, un sac de qualité 2 requiert 0,75 metre cube
et un sachet de qualité 1 requiert 0,20 metre cube.
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Le service marketing impose la fabrication maximale de 15 000 ballots de
qualité 3 dont un grossiste retient chaque année 10 000 ballots. Le méme
grossiste requiert 3 000 sacs de qualité 2. Les profits que retire la société
de la vente de ces produits s’élevent a 9 dollars le ballot de qualité 3, a 12
dollars le sac de qualité 2 et a 2 dollars le sachet de qualité 1.

(a) Formuler le probleme linéaire correspondant.

(b) Voici le tableau Simplexe final :

zZ X3 X2 T Ty Iy Tg T7 Tg X9

1 0 O 2,2 0,12 0 1,20 0 0 0198000
0 0 1 0,5 —-0,05 O 0,25 0 0 O 7500
0 0 0 0,025 —-0,0425 1 0,0125 0 O O 2375
0 0 0 0,5 —-0,05 0 0,25 0 0 1 4 500
0 0 0 0,2 -0,08 O 0,20 1 0 O 3 000
0O 0 0 -0,2 0,08 0 —-0,20 0 1 O 2000
0 1 0 -0,2 0,08 0 —-0,20 0 0 0 12000

Donnez la solution optimale, les variables en base et hors base.

(c) Dites ce qui se passerait pour 1’objectif si on produisait un sachet de
qualité 1. En déduire quel devrait étre le profit minimal que la société
devrait tirer de la mise sur le marché d’un sachet de qualité 1 pour que
cette production devienne rentable.

(d) Le solveur d’Excel vous fournit les intervalles de sensibilité suivant
pour les coefficients c¢; de I’objectif et b; du membre de droite :

coefficient valeur présente valeur minimum valeur maximum

C3 9 7,50 15
Co 12 7,60 14,4
c1 2 —00 4,20
by 450 000 425 000 487 500
by 20 000 17 625 +o00
b3 120 000 105 000 130 000
by 15 000 12 000 00
bs 10 000 —0 12 000
bg 3000 —00 7500

Combien la société serait préte a dépenser au maximum pour porter de
4 500 000 a 4 750 000 kg la capacité printaniere d’extraction ?

(e) Si le profit unitaire associé a un emballage de qualité 3 passait de 9 a
11 dollars, le plan de production optimal resterait-il le méme ? Si oui,
le profit optimal serait-il augmenté ou diminué ? de combien ?
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La programmation en nombres entiers.

5.1 Introduction

On parle de programmes en nombres entiers lorsque I’on minimise une fonction
linéaire sous des contraintes linéaires et qu’en plus chacune des variables doit
prendre des valeurs entieres.

On appelle problemes mixtes (MIP en anglais pour Mixed Integer Program-
ming) les problemes comportant un certain nombre de variables linéaires (donc
continues) et un certain nombre de variables en nombres entiers (donc discretes).

Nous verrons dans ce chapitre que la programmation en nombres entiers a un
domaine d’application beaucoup plus large que la modélisation de problemes de
production ou les quantités produites doivent étre entieres. En effet, de nombreux
problemes nécessitent 1’utilisation de la programmation en nombres entiers. Nous
verrons au chapitre 6 une méthode de résolution de ces problemes. Il s’agit de la
méthode de branch and bound.

5.2 Problemes avec quantités indivisibles

C’est la premiere classe d’application qui vient a 1’esprit. Comme signalé plus
haut, il s’agit des problemes o1, soit les quantités produites, soit les quantités de
facteurs a mettre en ceuvre doivent étre entieres. C’est le cas, par exemple, de la
construction d’avions.

Nous allons illustrer le fait qu’il est nécessaire de résoudre le probleme
en nombres entiers et que la méthode simpliste qui consisterait a résoudre le
probleme linéaire en d’ensuite arrondir sa solution optimale peut conduire a des
sous-optimalités. Ceci est illustré sur I’exemple suivant :

Max Z= 2 + x5
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—2[E1 +2[L‘2 Z 1
Scq —8x1 +10zy < 13
ry, r9 € N

En résolvant le modele linéaire obtenu en relachant le caractére entier des
variables, c’est-a-dire en résolvant la relaxation linéaire suivante :

Max Z= 21 + x5
—2I1 +2$2 > 1
SCq —8ZE1 +10l‘2 S 13
X1, x9 = 0,

on obtient (voir figure 5.1) la solution optimale suivante du probléme linéaire :

(1, 22) = (4:4,5).

A la figure 5.1, on a illustré en grisé la région réalisable correspondant au
probleme linéaire. On voit que la solution optimale du probleme linéaire est
obtenue pour le point extréme (x1; x2) = (4;4, 5) alors que le probleme en nombres
entiers n’admet que les valeurs entieres situées dans cette région réalisable. Ces
valeurs entieres sont indiquées par des croix a la figure 5.1.

2 4
45— —— — T+ @
4 I
—8r1 + 102 = 13 I
3 - I
I
2r |
1'|' 271 4+ 212 =1 :
| | | I >
1 2 3 4 rl

Figure 5.1: Exemple de programme en nombres entiers

La solution du probleme en nombres entiers est, comme on peut le voir a la
figure 5.1, le point :

(21, 23) = (1,2).
On en conclut que arrondir la solution de la relaxation linéaire ne fournit

pas la solution optimale ! Qui plus est, dans ce cas, cela donne la solution
(1, 22) = (4,4) ou la solution (z1, z2) = (4, 5), toutes deux non réalisables !
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5.3 Problemes avec coits fixes

55

Exemple 5.1 Problemes avec coiit fixe de mise en route de la production. On
veut représenter un coiit de production qui est nul en ’absence de production et
qui, dans le cas contraire, vaut la somme d’un colit fixe de production, noté K, et

d’un coiit proportionnel, le taux marginal étant m.

On veut donc pouvoir exprimer la fonction suivante :

Siz =0, c(x)=0;
Siz >0, c(x)=K+mz.

ou x dénote le niveau de production.

Cette fonction est représentée a la figure 5.2.

X

Figure 5.2: Représentation d’un colt fixe

La représentation mathématique de ce cofit fixe nécessite :

1. I’ajout d’une variable indicatrice d’une production positive :

1 st >0
Y730 si 2=0

2. la modification de la fonction objectif en :
c(x,y) = Ky + mx
qui devient donc purement linéaire;

3. I’ajout des contraintes suivantes :

x < My, ety € {0,1}

avec M une borne supérieure sur la quantité produite x.

(5.1)

(5.2)
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Remarquons que si z > 0, par les relations (5.2), on a que y = 1 et on tient
compte du cofit fixe de mise en route de production. Par contre, lorsque x = 0,
(5.2) permet les choix y = 0 ou y = 1. Cependant, comme on minimise ¢(z,y),
I’optimiseur va automatiquement choisir y = 0, la solution qui évite le colt fixe !

Il y a de nombreuses applications de cette modélisation des cofits fixes par la
programmation mixte entiere. Un exemple de mise en application de ces colts
fixes est fournit par ’exemple de localisation d’entrepdts ou il y a un cofit fixe
d’ouverture de ces entrepOts.

5.4 Problemes avec contrainte logique

Parfois des problemes d’optimisation comportent une condition logique. Un
exemple typique est celui des problemes de gestion de projets avec contrainte
disjonctive. Dans ces problemes, on doit déterminer 1’enchainement des taches
d’un projet de maniere a le réaliser dans le meilleur délai, il se peut que deux
taches doivent etre effectuées par la méme équipe d’ouvriers, soit mettent en
ceuvre la méme machine. Les deux taches ne peuvent donc avoir lieu simul-
tanément, sans que [’on puisse dire laquelle doit étre effectuée en premier lieu.
Mathématiquement, on peut écrire ceci par la condition suivante :

. i <t sid <alisé .
so1t{ t; +d < t; siuestrealisée avant ) (5'3)

tj +d; <t; sijestréalisée avant ¢
ou t; est la variable indiquant le temps de début au plus tot de la tache 7 et d; est la
durée de la tache.

Cette disjonction peut étre résolue par la programmation mixte binaire. En
effet, définissons la variable binaire y;;, dont la valeur est 1 si la tache 7 est réalisée
avant la tache j et O si la tache j est réalisée avant la tache 1.

Onremplace alors la condition de disjonction (5.3) par les contraintes suivantes :
tj + dj S ti + Myij (54)
Yi; € {0, 1}
ou M note une borne supérieure sur la date de fin des travaux.

Démontrons I’équivalence. Deux cas sont possibles pour la variable binaire :

1. Cas ou y;; = 1. Dans ce cas, le systeme (5.4) devient :

ti+d < t;
ti+d; < ti+M
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La premiere contrainte exprime donc que la tache ¢ doit étre finie avant que ne
commence la tache j. La seconde contrainte est automatiquement satisfaite.

2. Cas y;; = 0. Dans ce cas, le systeme (5.4) devient :

{ ti+d; < tj+M
ti+d; <t

Lapremiere contrainte est automatiquement satisfaite. La seconde contrainte
exprime que la tache j doit €tre finie avant que ne commence la tache .

5.5 Mélange avec nombre limité d’ingrédients

Il s’agit également d’un probleme générique conduisant a une formulation mixte
entiere, les variables binaires indiquant la présence ot non d’un ingrédient dans le
mélange.

C’est le cas, par exemple, d’un probleme de mélange d’huiles ot cing huiles
sont disponibles mais ol des contraintes techniques impliquent que seulement trois
huiles différentes peuvent étre présentes dans le mélange. Un autre exemple, est
celui du chargement de hauts fourneaux ol le nombre de charbons disponibles
est souvent nettement supérieur au nombre de charbons qui peuvent étre chargés
simultanément dans le haut fourneau. Ce nombre étant limité par le nombre de
portes de chargement du haut fourneau.

Ce probleme peut étre résolu par la programmation mixte zéro/un. Si z;
note la quantité d’ingrédient ¢ dans le mélange, définissons la variable binaire y;
indiquant la présence de 1’ingrédient 7 dans le mélange. Autrement dit :

yi=1 si x; > 0;
On introduit alors les contraintes suivantes :

ou M; est une borne supérieure sur ;.

La condition du nombre maximum d’ingrédients dans le mélange s’exprime
alors simplement par :

Yoy <k, (5.6)
=1

avec k, le nombre maximum d’ingrédients dans le mélange.

Démontrons 1’équivalence. Deux cas sont possibles pour la variable z; :
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1. Soit z; > 0. Alors, par les contraintes (5.5), la variable y; doit valoir 1 et
exprime bien que I’ingrédient ¢ est dans le mélange.

2. Soit z; = 0. Alors, par les contraintes (5.5), la variable y; peut valoir 0 ou
1. La contrainte (5.6), exprimera donc bien que au plus £ ingrédients seront
pris dans le mélange.

Remarquez que si on veut que y; soit une parfaite indicatrice de z; > 0, il faut
ajouter la contrainte suivante :
my; <

avec m;, la teneur minimum d’un ingrédient dans le mélange. Cette nouvelle
contrainte forcera y; a z€éro lorsque x; est nul.

5.6 Choix parmi un nombre discret de valeurs

Dans beaucoup de problemes industriels, lors du dimensionnement d’un appareil-
lage, on doit choisir sa capacité parmi les valeurs commerciales existant sur le
marché. Par exemple, lors du dimensionnement d’une canalisation de transport
d’eau, on doit choisir parmi les valeurs suivantes pour le diametre :

12 cm, 17 cm, 24 cm ou 47 cm.

On peut a nouveau modéliser ce choix par 1’utilisation de variables binaires. En
effet, définissons la variable x comme étant le diametre choisi et définissons y; une
indicatrice du fait que le diametre numéro ¢ a été choisi. On peut alors écrire la
relation suivante pour le choix du diametre :

x = 12yy + 1Tys + 24y3 + 47y,
avec la contrainte qu’un seul diametre doit tre choisi :
Y1t+yatystys=1 (5.7)
et bien slir en imposant le caractere binaire de chaque indicatrice :
y; € {0,1}, Vi=1,2.. 4

La contrainte (5.7) fera en effet qu’une seule indicatrice vaudra un tandis que toutes
les autres seront a z€ro.

Nous verrons au chapitre suivante une méthode de résolution de ces problemes
mixtes-entiers.
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5.7 Exercices

5.1. Mélange de maximum 4 charbons. Pour produire du coke, on mélange des
charbons dans un haut fourneau ou ensuite, une réaction a haute température
produit le coke. On suppose qu’il y a 8 charbons disponibles. Ces charbons
sont entrés par des bandes porteuses qui sont au nombre de 4, permettant
d’avoir au maximum 4 charbons différents dans le mélange. De plus, si un
charbon est présent dans le mélange, il doit I’étre a hauteur de minimum
5%. De plus, on exige que la teneur du mélange en Silicium soit d’au plus
1,8 % Le tableau 5.1 reprend les prix et teneur en Si des charbons. On

Charbon | Prix | Teneur Si | Charbon | Prix | Teneur Si
Charbon 1 | 12 2.0 % Charbon 5 | 13 1.0 %
Charbon2 | 14 2.5 % Charbon 6 9 5.0 %
Charbon 3 | 17 10 % Charbon 7 | 15 2,0 %
Charbon 4 | 10 50 % Charbon 8 | 11 1,5 %

Tableau 5.1: Teneurs en Si et prix des différents charbons.

veut déterminer le mélange répondant aux spécifications qui soit de colit
minimum. Formuler le probleme comme un probleme en nombres entiers.

5.2. Localisation optimale d’émetteurs de télévision. Etant donné une région
comportant quatre villes (Lille, Dunkerque, Valencienne et Basieux), on
veut savoir ou implanter, parmi divers emplacements disponibles (au nombre
de 5), un ensemble d’émetteurs de télévision susceptibles de desservir ces
différentes villes au moindre cofit. La derniere colonne représente le cofit
de construction de chaque émetteur.

Ville Lille Dunkerque Valencienne Basieux | Coflit
Emetteur 1 1 1 25
Emetteur 2 | 1 1 30
Emetteur 3 1 1 15
Emetteur 4 1 1 35
Emetteur 5 1 1 1 90

Tableau 5.2: Accessibilité des villes a partir des émetteurs.

On demande d’écrire le programme correspondant a la détermination du
nombre d’émetteurs a construire afin que chaque ville soit desservie par au
moins un émetteur et ceci a colit d’investissement total minimum.
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Appel d’offres. Une municipalité lance un appel d’offres concernant 4 pro-
jets de construction. Elle recoit des devis de la part de 3 entreprises. Chaque
entreprise propose des devis concernant un sous-ensemble des projets. La
table 5.3 reprend le montrant du devis proposé pour chacun des projets par
I’entreprise uniquement dans le cas ou elles ont soumissionné pour le projet.
La municipalité désire minimiser le colit total de ses opérations de const-

Projet A B C D
Entreprise 1 | 4 1 - 6
Entreprise2 | - 2 5 -
Entreprise3 |3 - 6 5

Tableau 5.3: Montants des offres.

ruction. Ecrire le programme correspondant sachant que chaque projet doit
étre attribué a une seule entreprise. La municipalité désire aussi que chaque
entreprise réalise au moins un projet. A quelle condition ceci est possible
? En admettant que cette condition soit remplie, écrire la contrainte corres-
pondante. Formuler le probleme comme un probleme en nombres entiers.

Affectation d’une flotte d’avions. Une compagnie aérienne régionale
désire affecter sa flotte d’avions aux 4 lignes qu’elle exploite (lignes A,
B, C et D). Le nombre de passagers désirant effectuer chaque jour un par-
cours sur la ligne A est 100, sur la B de 200, sur la C de 150 et sur la D de
300. La compagnie dispose de deux types d’avions : 8 petits avions de 40
places et 3 avions moyens de 180 places. Le colit d’exploitation d’un avion
dépend de sa taille et de la ligne a laquelle il est affecté. Ces cofits sont repris
a la table 5.4. On désire minimiser le colit d’exploitation en satisfaisant la

Ligne A B C D
Petits avions 4 1 10 6
Grands avions | 15 4 30 20

Tableau 5.4: Cofits d’exploitation.

demande. On doit également utiliser au moins trois avions de type 1 (pe-
tits) sur ’ensemble des lignes A,B et D. Formuler le probleme comme un
probleme en nombres entiers.



Chapitre 6

Résolution des problemes entiers.

6.1 Introduction

L’algorithme du Simplexe fournit une méthode de résolution générale pour tous
les problemes linéaires quelle que soit leur forme. Au contraire, en programma-
tion en nombres entiers, on ne dispose pas d’un algorithme général qui permette
de résoudre efficacement tous les problemes en nombres entiers. Cependant, il
existe une classe générale de méthodes connue sous le nom de branch and bound
(séparation et borne) qui permet de résoudre bon nombre de problemes en nombres
entiers. Nous allons ici décrire cette méthode qui commence par la résolution du
probleme linéaire obtenu en relaxant les conditions d’intégralité des variables.
C’est pourquoi on appelle ce programme la relaxation linéaire du probleme.

Les problemes de flots (programmation sur les graphes) sont eux a mi-chemin
entre les problemes linéaires et les problemes mixtes. En effet, si les données du
probleme de flot a colit minimum (la formulation la plus générale d’un probleme
de flot) sont toutes entieres (demandes aux sommets entieres, capacités des arcs
enticres et coefficients de colit entiers), la solution du probleme linéaire fournit au-
tomatiquement une solution entiere. Autrement dit, icila solution de la relaxation
linéaire fournit la solution optimale du probleme mixte. Pour ces problemes, ou
pour ceux qui peuvent s’y ramener, on en conclut que 1’on dispose d’un algorithme
performant de calcul : 1’algorithme du Simplexe.

Malheureusement, un grand nombre de probleémes en nombres entiers ne peu-
vent se mettre sous la forme de problemes de flot. Il convient donc pour ces
problemes d’avoir une méthode tenant compte explicitement du caractere discret
des variables.

61
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6.2 Principe de la méthode de branch and bound

La méthode de “branch and bound” ou encore appelée méthode de séparation et
évaluation que nous allons maintenant décrire est destinée a résoudre les problemes
en nombres entiers du type suivant :

*

Z = max CTI‘

Ar < b,
s.c.q. > 0

T et entiers.

Cette méthode peut également étre appliquée aux problemes avec variables binaires
(zéro-un). Elle peut également €tre appliquée aux problemes mixtes (MIP), c’est-
a-dire aux problemes comportant un certain nombre de variables entieres et un
certain nombre de variables continues.

Nous illustrons la méthode sur I’exemple suivant tiré de Norbert et al [16] dont
on a légerement modifié la fonction objectif :

z¥ =maxz = 15x1 + 50x9
—x + 2372 S 57
r1 + 2xy < 14, (6.1)
s.c.q.
T S 87
T, Ty > 0 etentiers

La région réalisable est représentée a la figure 6.1.

Remarquons qu’une fagon de résoudre le probleme serait de construire une
borne supérieure sur z* et une borne inférieure sur z* et ensuite de raffiner ces
bornes jusqu’a les égaliser.

Question 1 : comment construire une borne inférieure sur z* ?

Laréponse a cette question est a la fois simple et difficile. En effet, pour trouver
une borne inférieure, il suffit de donner une solution réalisable pour (6.1). Comme
I’objectif est de maximiser, I’optimum du probléme ne pourra qu’étre supérieur a
la valeur de z en ce point. Cependant trouver en général une solution réalisable
pour un probleme en nombres entiers n’est pas une mince affaire.

Question 2 : comment construire une borne supérieure sur z* ?

Une facon de répondre a cette question est de résoudre le probleme linéaire
que I’on obtient a partir de (6.1) en laissant tomber les contraintes d’intégralité des
variables. Comme on maximise sur un ensemble réalisable plus large, I’optimum
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Figure 6.1: Représentation de la région réalisable.

ainsi obtenu ne pourra qu’étre supérieur a I’optimum du probleme en nombres
entiers. C’est aussi le premier pas de la méthode de branch and bound que nous
allons maintenant décrire sur I’exemple.

6.3 Application a I’exemple

Pas 0. Résoudre la relaxation linéaire.

Pour cet exemple, on obtient comme solution de la relaxation linéaire le point noté
Py alafigure 6.1 :

ry = 4, 5}
Ty = 4, 75
20 — 305.

Cette solution est inacceptable car les variables ne sont pas entieres. Cependant,
elle fournit une premiere borne supérieure sur z* :

2" < 305.

Pas 1. Brancher sur une variable non entiere.

La seconde idée de la méthode de branch and bound est (comme le nom I’indique)
d’opérer une séparation : la région réalisable va étre séparée en deux sous-régions
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dont aucune ne peut contenir la solution optimale non entiere F. Cette séparation
nécessite le choix d’une variable de séparation. Le choix de cette variable est
heuristique. Différents choix sont possibles et de ce choix peut dépendre I’efficacité
de la méthode de résolution. Une facon simple de choisir cette variable est de
prendre la variable la plus distante d’un entier. Une alternative, parfois utilisée,
est de prendre la variable la plus proche d’un entier.

Le “critere de choix de la variable de branchement’ adopté ici est de prendre
la variable la plus distante d’un entier.

Dans notre exemple, il s’ agit de la variable x;. On va effectuer un branchement
sur cette variable. Comme z; ne peut prendre que des valeurs entieres, il n’y a
aucune perte de généralité d’imposer que

soit 1 < 4 soitz; > 5

Cependant imposer cette condition va éliminer la solution courante F de la relaxa-
tion linéaire. En général si la variable choisie z, a la valeur fractionnaire N + ¢,
on imposera :

soit x, < Nsoitx, > N +1

En imposant séparément 1’'une et 1’autre conditions, on obtient deux sous-
modeles, un modele fils et un modele fille. Ce que I’on représente par une dia-
gramme du type de celui de la figure 6.2. Chaque nceud de cette figure correspond

zo = 305
r1 = 4,50
Ty = 4775
7 <4 T >0
21 = 285 Zo = 300
€r1 = 4 T = 15}
T9 = 47 5) To = 4, 5
T < 4 T2 > D
z3 = 290 Z4 = —00
r1=06 Probléeme
To=4 non réalisable

Figure 6.2: Arbre de branch and bound.

a un probleme linéaire. Le noeud O au modele original. Le nceud 1 est le modele
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original avec en plus la restriction x; < 4, tandis que le nceud 2 correspond au
modele original avec en plus la restriction z; > 5. On a ici numéroté les nceuds
dans I’ordre ot ils ont été générés.

On peut maintenant résoudre les relaxations linéaires correspondant aux pro-
blemes fils et fille. Dans notre exemple, on obtient les deux solutions suivantes :

Noeud 1: z1 =4,2,=4,5, 2z = 285.
Noeud2: x1=5,20=4,5 2z = 300.

Remarquez que les valeurs atteintes par la fonction objectif sont moins élevées
que dans la relaxation lin€aire précédente. Ceci n’est pas €tonnant : on a, en
effet, ajouté des contraintes et donc restreint I’espace des solutions réalisables.
Comme les deux sous-régions forment une représentation contenant I’ensemble
des solution entieres, on peut en conclure que la borne supérieure sur z* est :

2* < max(z, z2) = 300.

Pas 2. Diviser a nouveau un nceud fils ou fille en deux.

Ici, aucune des deux solutions n’est acceptable car toutes les deux comportent des
parties fractionnaires. On va donc continuer en choisissant un des deux nceuds
pour le diviser a nouveau. Le choix du neeud a diviser est a nouveau heuristique
et peut a nouveau avoir une grande influence sur le temps total mis pour résoudre
le probleme. Pour I’illustration de la méthode, nous adoptons la regle de choix
heuristique suivante :

Le “critere de choix du nceud a diviser” adopté ici est de prendre la la re-
laxation linéaire fournit la meilleure (c’est-a-dire la plus grande en cas de
maximisation) valeur de la fonction objectif.

Pour cet exemple, on choisit donc le nceud 2 et on répete le Pas 1.
Pas 1. Choisir une variable pour brancher.

Ici seule la variable x5 est non entiere. On la choisit donc pour opérer le branche-
ment suivant :
soit x9 < 4 soit z9 > 5

On ajoute séparément chacune de ces contraintes aux contraintes du probleme 2
et on génere ainsi les nceuds 3 et 4. Ceci est illustré a la figure 6.2. On résout
graphiquement les relaxations linéaires (voir figure 6.1) et on obtient les solutions
suivantes :

Noeud3: x, =6,20 =4, z3=290.
Noeud 4 : non réalisable
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Noter que, au nceud 3, on a obtenu une solution entiere dont la valeur correspon-
dante de la fonction objectif est 290. On a une premiere borne inférieure sur la
valeur optimale de la fonction objectif et on a donc que :

290 < 2*

I1 est clair également qu’il n’y a aucune raison de continuer a diviser le noeud 3
pour lequel la solution optimale du probléme en nombres entiers a été obtenue.
On dit que le neeud 3 est coupé.

Remarquons aussi que le nceud 4 a conduit a un probleme non réalisable. Ce
n’est pas étonnant vu que I’on rajoute de plus en plus de contraintes. A nouveau,
dans ce cas, il ne sert a rien de continuer a diviser ce nceud. On peut donc couper
le nceud 4.

Remarquons, pour terminer, que 1’on peut également couper la branche du
neeud 1. En effet, la valeur de z; = 285 est inférieure a la borne inférieure de 290
qui vient d’€tre trouvée. On n’a donc aucun espoir de trouver en poursuivant les
calculs a la branche 1 de trouver une solution entiere meilleure que 290. Dans le
cas contraire, on aurait du diviser la branche 1.

La méthode est terminée puisqu’il n’existe plus de nceud a diviser. On déter-
mine la solution optimale comme étant la meilleure solution entiere trouvée. Il
s’agit du point Ps suivant :

] = 6
x5y = 4
auquel correspond une valeur optimale de I’objectif de z* = 290. On a ainsi, pour

notre exemple, trouvé et aussi prouvé que la solution du nceud 3 était la solution
optimale du probleme en nombres entiers.

En conclusions, il y a trois raisons de couper une branche dans ’arbre :

1. lorsque la relaxation linéaire obtenue est non réalisable (cas du nceud 4 ci-
dessus),

2. lorsque la relaxation linéaire obtenue fournit une solution entiere (cas du
neeud 3 ci-dessus),

3. lorsque la valeur de la borne supérieure est inférieure a la valeur de la meil-
leure solution entiere obtenue (cas du nceud 1 ci-dessus).

Enfin terminons par la remarque générale suivante. Si la région réalisable de
la relaxation linéaire n’est pas bornée, il n’y a pas de garantie de convergence de la
méthode de branch and bound. Pour éviter ce probleme, certaines implémentations
demandent une borne inférieure et supérieure sur chaque variable. On est ainsi
garanti d’un nombre fini de branches dans 1’arbre.
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6.4

6.1.

Exercices

Probleme d’affectation de lignes aériennes. Une petite compagnie aérien-
ne dispose de six avions de 150 places. Elle désire affecter sa flotte d’avions
aux deux lignes intérieures ouvertes a la concurrence (les lignes OM et OT).
Le nombre de passagers désirant effectuer chaque jour un parcours sur la
ligne OM par cette nouvelle compagnie est 500, et de 200 sur la ligne OT. Le
colit marginal (frais variables tels que le carburant, les taxes d’atterrissage,
etc...) d’un voyage sur la ligne OM est de 4 et de 3 sur la ligne OT. On
désire minimiser le colit d’exploitation en satisfaisant la demande.

(a) Formuler mathématiquement le probleme de la meilleure affectation de
la flotte de cette compagnie aux deux lignes ouvertes a la concurrence.

(b) Résoudre par la méthode de Branch and bound en résolvant chaque fois
la relaxation linéaire de maniere purement graphique ! Choisir comme
variable de branchement la variable la plus éloignée d’un entier. En
cas d’égalité, choisir celle d’indice le plus faible.

6.2. Méthode de branch and bound. Soit le probleme en nombres entiers

6.3.

suivant :

ZY=max T + X9

s¢cq. x + T2 = 1,
3r1 — Xy > —3,
vy — 4dxy > —14,
oy + x < 20,
200 — w1y < 7,
T, Ty > 0 etentiers

Résoudre par la méthode de branch and bound en résolvant les relaxations
linéaires de maniere purement graphique.

Prendre comme critere de choix de la variable de branchement, celle qui est
la plus éloignée d’un entier.

Critere de la variable la plus proche d’un entier. Résoudre le probleme
suivant par la méthode de branch and bound en résolvant chaque fois les
relaxations linéaires graphiquement :
Max T+ o
Scq 21422, >1
—8x1 4+ 10z < 13

T1,T9 € N.
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On appliquera les criteres suivants dans la méthode de branch and bound :

e Lenceud a diviser sera celui qui fournit la meilleure borne sur la valeur
de I’objectif.

e La variable de division sera celle qui est la plus proche d’un entier.
En cas d’égalité, on prendra celle d’indice le plus faible.

6.4. Méthode de branch and bound. Considérons le probleme en nombres
entiers suivant :

Zpyp =marz = dx1 + 49
r1  +xy <5, (1)
$.C.q. 107 +6x9 < 45, (2)
1, Ty > 0 etentiers

On demande de résoudre le probleme par la méthode de branch and bound
en résolvant les relaxations linéaires de maniere purement graphique.

(a) Résoudre graphiquement la relaxation linéaire initiale. Quelle est la
solution optimale du probleme linéaire ?

(b) Représenter ici par un arbre la suite de vos calculs de la méthode de
branch and bound. Comme critere de choix de la variable de bran-
chement, prendre la premiere non entiere. Justifier ici bricvement les
différents pas de la méthode de branch and bound.

(c) Quelle est la solution optimale du probleme en nombres entiers ?



Chapitre 7

La programmation dynamique.

7.1 Introduction

La programmation dynamique a pour but de traiter les modeles ou une séquence
optimale de décisions doit étre prise. Elle est largement utilisée en planification de
la production pour déterminer les lancements de production en cas de colts fixes
de lancement de production.

Les modeles dynamiques répondent aux caractéristiques suivantes :
e IIs comportent une certain nombre de période de temps qui seront notées :

t=1,2,..n

e A chaque étape, une décision doit étre prise. On note par x; la décision prise
a la période t.

e Chaque étape est caractérisée par un certain nombre d’états initiaux pos-
sibles. On note par s; 1’état initial de la période .

Par exemple, en planification de la production :

e les étapes sont les différentes périodes de planification,
e la décision x, prise a la période ¢ est le niveau de production de la période,

e la variable d’état s, indique le niveau initial du stock de la période ¢.

L’idée générale des procédures de résolution en programmation dynamique
est la suivante. On part d’un sous probleme, celui de derniere étape, dont la
résolution est triviale. Ensuite, et en procédant a rebours, on étend progressivement
le probleme en incluant les étapes précédentes et en calculant la politique optimale
a chaque étape en se basant sur la politique optimale de 1’étape suivante.
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7.2 Le probleme du voyageur

Un exemple purement fictif, tiré de Hillier et Lieberman [10], va nous permettre
d’introduire la terminologie employée en programmation dynamique. Il s’agit du
probleme du voyageur devant traverser 1’ouest américain il y a plus d’un siecle.
Son point de départ et sa destination sont connus. Il effectue son voyage en quatre
étapes. A chaque étape, il a le choix de se diriger vers plusieurs états. A la
figure 7.1, on a représenté chaque état par un cercle. Son état de départ est 1’état
1 et son état d’arrivée est 1’état 10.

Figure 7.1: Probleme du voyageur.

Le voyageur souscrit a chaque étape une police d’assurance dont le colit reflete
le degré d’insécurité du voyage. Ceux-ci sont indiqués au dessus des arcs a la
figure 7.1. Il va donc déterminer son itinéraire de maniere a choisir la route la plus
siire en minimisant la somme des polices d’assurance pour le passage d’état en
état.

Remarquez d’abord que I’approche tres simple qui consiste a choisir a chaque
étape la police la moins chere ne conduit pas a une solution globalement la moins
chere. En effet, en suivant cette stratégie, on choisirait le chemin 1 — 2 — 6 —
9 — 10 avec un colit total d’assurance de 13. Cependant en sacrifiant un peu a
la premiere €tape, on peut gagner aux €tapes ultérieures. En effet, par exemple la
route 1 — 4 — 6 — 9 — 10 permet un colt total de 11.

Une autre méthode serait d’évaluer toutes les routes possibles. Cependant sur
ce petit exemple, elles sont déja au nombre de 3 x 3 x 2 = 18 et lorsque le nombre
d’étapes et/ou le nombre d’états croit, cela devient vite un travail prohibitif.

C’est ici qu’intervient la programmation dynamique qui permet de calculer
la solution optimale sans faire de I’énumération explicite.
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7.2.1 Formulation en un probleme dynamique

La formulation d’un probleme dynamique comporte cinq étapes :

I.

La définition des étapes. Ici les étapes sont les quatre étapes du voyage.
Elles sont notées :
t=1,2,..4

. Le choix des variables d’état. Dans notre exemple, s; note 1’état de départ

de I’étape ¢. On peut ici donner les valeurs possibles de s; a chaque étape :

st = 1

sy € {2,3,4}

s3 € {5,6,7}
€ {809}

5S4

. Le choix des variables de décision. Dans notre exemple, x, note la desti-

nation de 1’étape ¢. On peut donner les valeurs possibles de z; a chaque
étape :

ry € {2,3,4}
ry € {5,6,7}
rs € {8,9}
ry = 10.

L’expression des relations entre les variables. Ici, les contraintes expriment
que la destination d’une étape (z;) est le point de départ de la suivante (s, 1) :

S§1 = 1

S2 = X1
S3 = T2
S4 = T3
Ty = 10

5. L’expression de [’objectif. L’objectif est ici de minimiser le cofit total du

voyage. Il peut s’écrire :

4

minz = Z ci(Se, )
=1

ol ¢(s¢, z¢) est le colit a I’étape d’aller de s, vers z;.



72 Chapitre 7. La programmation dynamique.

7.3 Procédure de résolution

La programmation dynamique commence avec une petite portion du probleme
original, trouve la solution optimale pour cette portion du probleme. Ensuite on
élargit progressivement le probleme, en déterminant la nouvelle solution optimale a
partir de la précédente. Pour le probleme du voyageur, on considere le probleme de
fin de voyage, lorsqu’il n’y a plus qu’une étape a faire. Pour ce probleme la solution
optimale est évidente : le voyageur doit aller directement a sa destination, I’état
10. A T'itération suivante, on élargit d’une unité le nombre d’étapes a effectuer.
On peut ensuite déduire la stratégie optimale pour la troisieme étape en fonction
de la stratégie optimale pour la derniere étape.

Fixons-nous deux notations utiles pour la procédure de résolution.

Définition 7.1 On note par x;(s;) la meilleure stratégie a I’étape t, si on est dans
I’état s; a l’étape t.

Définition 7.2 On note par f;(s;) le colt de la meilleure stratégie a 1’étape t, si
on est dans l’état s; a l’étape t.

La programmation dynamique va déterminer successivement f;(s4), f5(ss3),
f5(s2) etenfin f(s;) pour chaque état possible s, a I’étape ¢ et utiliser par exemple
f5(s9) pour calculer f;(s1).

Pourt = 4, c’est-a-dire lorsque le voyageur n’a plus qu’une étape a effectuer, sa
destination finale est connue : x4 = 10. Le tableau 7.1 reprend les coflits minimaux
de la derniere étape ainsi que la décision optimale en fonction de s4,1’état de départ.

*

54 | oy | fi(s4)
8 110 3
10 4

Tableau 7.1: Colits minimaux de la derniere étape

Considérons le cas ¢ = 3, c’est-a-dire lorsque le voyageur a encore deux étapes
a effectuer. Si le voyageur est dans 1’état 5 (s3 = 5), il peut aller vers 8 ou 9 a des
colits respectifs de c5 s = 1 ou ¢5 9 = 4 auxquels il faut ajouter le coiit additionnel
de 1’étape 4 donné dans la table 7.1. Il s’agit de f;(8) = 3 s’il va vers 8 et de
f5(9) = 4 8%l va vers 9. Le cofit total minimum de 1 + 3 = 4 est obtenu s’il va
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s3| x3=28 x3=9 |3 | f3(s3)
14+3=44+4=38
64+3=9|3+4=7
343=6|3+4=7 6]

Tableau 7.2: Colits minimaux de la troisieme étape.

vers 8, donc x5 = 8 et f;(5) = 4. On procéde de méme pour s3 = 6 et s3 = 7 et
on obtient les valeurs données dans la table 7.2.

La solution pour le probleme ou il reste trois étapes (f = 2) est obtenue de
maniere similaire. Elle est illustrée a la table 7.3. Les états destination sont cette
fois au nombre de trois : il s’agit de x5 = 5, x5 = 6 ou zo = 7 tandis que les états
de départ possibles sont so = 2, 59 = 3 ou s, = 4. Pour les états de départ 2 ou 4,
la destination optimale peut €tre au choix 5 ou 6 puisque le colit total est le méme.

59 Tog =15 T9 =0 To =17 zy | f5(s2)
2 [7T+[4]=1144[7]=11]6+[6]=12|50u6| 1T
3+[4]=7|2+[7]=9 |4+[6]=10] 5 7
4+[4]=8| 1+[7]=8 |5+[6]=11|50u6| B8

Tableau 7.3: Cofit minimaux de la deuxieme étape.

Enfin, pour le probleme de premiere étape (t = 1), le colit minimum de la
police optimale est a nouveau donné en fonction de I’état destination de 1’étape
comme la somme du colit de premiere étape plus le colit minimum des étapes
ultérieures. On obtient les résultats de la table 7.4.

$1 T = =3 =4 x; | fi(s1)

1/2411=13{4+7=11|{3+8=11|30ud| 11

[\

—_

Tableau 7.4: Colit minimaux de la premiere étape.

On faut maintenant identifier une politique optimale. Pour ¢ = 1, le voyageur
doit donc se diriger initialement vers I’état 3 ou 4. Supposons qu’il choisisse
2] = 3. Pour t = 2, la stratégie optimale pour sy = 3 est x5 = 5 (voir tableau
7.3), ce qui dans I’étape ¢ = 3 conduit a I’état s; = 5. La stratégie optimale pour
s3 = b consiste a choisir x5 = 8 (voir tableau 7.2). On se retrouve en s, = 8 et on



74 Chapitre 7. La programmation dynamique.

choisit x; = 10 a I’étape 4 (voir tableau 7.1). Une des routes optimales est donc
le parcours suivant :
1-3—-5—-8—-10

et donnant un colit total de :

fi() =11
Cette solution est illustrée au tableau 7.5.
t 1112134
s, |1]3[5] 8
x; |3(15]8]10

Tableau 7.5: Solution optimale pour le probleme du voyageur.

74 Un probleme d’affectation de ressources rares

Nous illustrons le fait que le champs d’application de la méthode de résolution
est tres large sur un deuxieme exemple également tiré de Hillier et Lieberman
[10] : il s’agit du probleme de 1’organisation mondiale de la santé. On suppose
que I’OMS dispose de 5 équipes médicales a affecter a 3 pays pour mener a
bien une campagne de vaccination. L’OMS doit déterminer combien d’équipes
envoyer dans chacun des trois pays de maniere a maximiser I’efficacité générale
de I’affectation. La mesure de I’efficacité est donnée en terme d’années-homme
de vie supplémentaire. Ces données sont reprises au tableau 7.6. On suppose que
chaque pays doit bénéficier d’au moins une équipe.

Nombre d’équipes | Pays 1 | Pays 2 | Pays 3 |
1 45 20 50
2 70 45 70
3 90 75 80

Tableau 7.6: Milliers d’années-homme supplémentaires.

7.4.1 Formulation comme un probleme dynamique

1. Définition des étapes. Bien qu’il n’y ait pas de succession temporelle, on
peut imaginer que les trois étapes d’un processus dynamique consistent en
I’affectation successive aux trois pays puisque lorsqu’une équipe est affectée
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aun pays, elle n’est plus disponible pour les autres pays. On a donc identifié
les étapes.

2. Choix des variables d’état. Comment identifier les états ? Autrement dit,
quelle est I’information nécessaire a une étape pour pouvoir déterminer la
politique optimale ? Il s’agit simplement du nombre d’équipes médicales
qui restent disponibles. Notons s; le nombre d’équipes encore disponibles
au début de I’étape ¢t. On peut donner les valeurs possibles de s; :

S1 = 5
Sy € {2, 3,4}
s3 € {1,2,3}

3. Choix des variables de décision. Notons z, le nombre d’équipes médicales
affectées au pays ¢. On peut donner les valeurs possibles de z; :

T € {1,2,3}
Ty € {1,2,3}
T3 € {1,2,3}

4. Relations entre les variables. Les relations de récurrence entre les variables
s’écrivent ici :

S1 = 5
S2 = 81— a1
S3 = SS9 — T2

En général, on peut écrire la relation suivante :
St+1 = St — L¢-

Il faut également ajouter la condition qu’au moins une équipe soit envoyée
dans chaque pays :
xre>1, Vt=1,2,3

5. L’expression de [’objectif. L objectif est ici de maximiser 1’efficacité de
I’allocation. Il peut s’écrire :

3
mazz =Y _ By(z)
t=1

ol B;(x;) mesure le bénéfice de I’allocation de z, équipes médicales au pays
t.
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7.4.2 Résolution par la programmation dynamique

A I’étape t = 3, les états possibles vont de 1 (il faut au moins une équipe pour le
pays 3) jusqu’a 3 (on a au moins affecté une équipe au pays 1 et une équipe au pays
2). A la derniere étape, on a intérét a affecter toutes les équipes encore disponibles
(voir tableau 7.7).

sz | @3 | f3(s3)

[\
838 18
o Io O

Tableau 7.7: Calculs de 1’étape 3.

A D’étape 2, les états possibles vont de 2 (il faut au moins une équipe pour le
pays 2 et une équipe pour le pays 3) a4 (on a au moins attribué une équipe au pays
1). A la deuxieme étape, au gain de 1’étape, il faut ajouter le gain résultant pour
I’étape 3 avec s3 = so — x5. Le détail des calculs est donné au tableau 7.8.

*

So 9 =1 To = 2 To =3 x5
20450 = 70
204+70=90 | 45+50=95 —
4 1204+80=100|45+70=115|=T75+50=125| 3

oh
—

82)

O [
EE

—
N
(9]

Tableau 7.8: Calculs de 1’étape 2.

De méme a1’étape 1, au gain de 1’étape, il faut ajouter ceux des étapes suivantes
avec sy = s; — x1. Le détail des calculs est donné au tableau 7.9.

S1 =1 xy =2 T =3 g f1*<51)
545 +[125]=170 | 70 +[95] =165 | 90 +[70]| =160 | 1 | 170

Tableau 7.9: Calculs de 1’étape 1.

La solution optimale est calculée ci-dessous.

t|1(2]3
St 5141
z; |1[13]1

Elle donne un gain de 170 000 hommes-années.
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7.5 Exercices

7.1. Ventes de livres. Un éditeur de livres éducatifs doit décider du nombre
de vendeurs qu’il envoie dans chacune des régions du pays pour maximiser
le nombre de ventes. Le tableau 7.10 donne 1’augmentation du nombre de
ventes dans chaque région en fonction du nombre de vendeurs envoyés.

7.2.

Nombre de vendeurs | Région 1 Région2 Région 3
1 4 3 5
2 6 6 7
3 9 8 12
4 11 10 12

Tableau 7.10: Ventes de livres

Il y a 6 vendeurs mais il est décidé d’en envoyer au mois un dans chaque
région.

(a) Formuler comme un probleme dynamique.

(b) Résoudre par la programmation dynamique.

Répartition du budget publicitaire. Une compagnie planifie sa stratégie
publicitaire pour le lancement de trois nouveaux produits. Elle a un total de
6 millions de dollars a sa disposition pour 1I’année prochaine pour lancer les
trois nouveaux produits. On suppose que la société investit par million entier
sur chaque produit en publicité avec au minimum un million sur chaque
produit. Le tableau 7.11 donne les estimations d’augmentation de ventes
pour les produits en fonction du budget publicitaire investi.

Budget | Produit 1 | Produit 2 | Produit 3
1 million +7 +4 +6
2 millions +10 +8 +9
3 millions +14 +11 +13
4 millions +17 +14 +15

Tableau 7.11: Augmentation des ventes

(a) Formulez le probleme comme un probleme de programmation dyna-
mique. Pour ce faire,

e définissez les étapes,
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e définissez les variables d’état,

e définissez les variables de décision,

e donnez la relation de récurrence entre les variables d’état de deux
étapes successives.

(b) Utilisez la programmation dynamique pour résoudre ce probleme.

7.3. Détermination du chemin critique par la programmation dynamique.
Considérons un projet dont le graphe de la méthode PERT est repris ci-
dessous. Considérons le probleme de la détermination du chemin critique.

Figure 7.2: Graphe de la méthode PERT.

On peut déterminer ce chemin critique en cherchant le plus long chemin liant
le début du projet (nceud 1) a la fin du projet (nceud 9).

(a) Formuler ce probleme comme un probleme dynamique.

e Quelles sont les étapes ?

e Quels sont les états du monde a chaque étape ?
e Quels sont les décisions a chaque étape ?

e Quel est le lien entre les variables ?

o Quel est I’objectif du probleme ?

(b) Utilisez la programmation dynamique pour résoudre ce probleme.

(c) Déterminer tous les chemins critiques.
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Les modeles non linéaires

8.1 Introduction

On parle de modele d’optimisation non linéaire lorsque 1’on doit maximiser ou
minimiser une fonction sous contraintes et que la fonction objectif, ou au moins
une contrainte est non linéaire. Dans cette partie du cours, nous allons donc nous
attacher a la résolution du probléme suivant :
max  f(x)
gi(z) <0,i=1,...m
hi(z) =0,k=1,...p

s.c.q.

ot f(x), gi(x),k =1,...m,et hy(x),i = 1,...p sont des fonctions continiment
différenciables définies sur R" a valeurs dans R. Il s’agit donc de la généralisation
au cas non linéaire du probleme classique de la programmation linéaire :

maxr clx

{ Azx
s.c.q.

T

b
0

IV INA

Comme exemple de fonction objectif non linéaire, on peut citer le cas d’un
rendement croissant d’échelle, c’est-a-dire une contribution unitaire au profit
s’accroissant avec la quantité produite. Par exemple, si la marge unitaire est de la
forme m; (z1) = 550 + 2z, cela donnera un terme non linéaire dans 1’objectif :

max z = my (1)1, = 5502, + 227,

Comme exemple de contrainte non linéaire, on peut citer la relation entre le flot de
gaz entre les noeuds ¢ et j, noté f;;, et les pressions en ces points, p; et p; :

f2=Ck(p}-1}).
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8.2 Différence avec la programmation linéaire

Les modeles non linéaires sont beaucoup plus difficiles a résoudre en général que
les modeles linéaires. Nous allons souligner par quelques exemples les différences
avec la programmation linéaire.

Tout d’abord, contrairement a la programmation linéaire, on peut avoir une so-
lution optimale qui n’est pas située en un point extréme de la région réalisable.
Considérons le probleme non linéaire suivant :

minz = (x; — 2)% + (19 — 2)?
Ty + X2

< 2 (8.1)
1 , w = 0

s.cq.

Alafigure 8.1, on a représenté des courbes d’isovaleurs de la fonction objectif.
Il s’agit, dans le cas présent, de cercles concentriques autour du point (2,2). On a

IQA
N,
P*
1 N~—
>
1 2 1

Figure 8.1: Programme non linéaire.

intérét a se situer sur la courbe (et non plus la droite) d’isovaleur de 1’objectif la
moins élevée qui touche encore la région réalisable. On constate que la solution
optimale, P*, est située au milieu d’une aréte et non plus a un sommet du
polyedre. Ceci rend évidemment 1’algorithme proposé au chapitre 1 caduque pour
résoudre des problemes non linéaires.

Mais la solution ne doit méme pas étre située sur la frontiere de larégion. Ainsi,
on peut avoir une solution optimale strictement intérieure a la région réalisable.
Ceci peut étre illustré par le méme exemple ol le centre des cercles concentriques
serait un point strictement intérieur a la région réalisable. Considérons le probleme
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non linéaire suivant :

minz = (z; —2)? + (22 — 2)?

1 + 192 <
$.c.q.
X y X2 Z

(8.2)

Cette fois-ci, la solution optimale est située au cceur méme de la région réalisable,
au point (2,2) comme on peut le voir a la figure 8.2.

fL'QA

ot

2474
1/234‘15>

T
Figure 8.2: Second exemple de programme non linéaire.
Mais la principale difficulté de la programmation non linéaire est que I’on peut

avoir des optimaux locaux qui ne sont pas globaux. Illustrons ceci sur I’exemple
suivant :

maxr z = 31+ DTy
T < 4
$.cq. 8ry —x? + ldwy — a3 < 49
T B > 0

Pour pouvoir tracer sa représentation graphique, remarquons que la deuxieme
contrainte (en complétant les carrés) est équivalente a :

(1’1 — 4)2 + (332 — 7)2 Z 16.

Ce qui correspond au plan moins un cercle de rayon 4 centré en (4,7). La
représentation graphique est donnée a la figure 8.3 ou 1’on peut voir que (4,3)
minimum local non global !
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T2

A

z =31, + 57, :35\
(V) N

6
4 :
N
) N 31, + 5y =27
> >
2 45 .

2z =311 +019 =15

Figure 8.3: Minimum local

C’est la une des plus grandes difficultés des problemes non convexes : on
peut avoir des optimaux locaux qui ne sont pas globaux. Remarquez que le
probleme peut également se produire si la fonction objectif que I’on minimise est
non convexe. Prenons I’exemple illustré a la figure 8.4 de la minimisation de la
fonction concave y = —z? sur I’intervalle [—1,2]. Au point z = —1, on a un
minimum qui n’est pas global.

4

Figure 8.4: Minimum local non global

La détermination de tous les optimaux locaux est un probleme tres délicat en
général. En effet, lorsqu’un optimum local est atteint, dans quelle direction faut-il
continuer larecherche ? Cependant, il existe une classe de problemes pour lesquels
ce probleme ne se produit pas dans le sens que tous les optimums locaux sont
des optimum globaux. Il s’agit des problemes convexes.
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8.3 Les problemes convexes

Définition 8.1 L’ensemble S C R" est convexe, si et seulement si quels que soient
les deux points P et Q) pris dans I’ensemble S, tout le segment [P, Q] est contenu
dans ’ensemble S.

Ce cas est illustré a la figure 8.5. Ces ensembles n’ont pas de partie rentrante a la

o &

Figure 8.5: Ensembles convexes.

différence des ensembles non convexes illustrés a la figure 8.6.

A S5

Figure 8.6: Ensembles non convexes.

Définition 8.2 Une fonction f est convexe sil’ensemble des points situés au dessus
de son graphe, encore appelé épigraphe :

S={(z,y) ER" xRy > f(x)}.
est un ensemble convexe.
Ceci est illustré a la figure 8.7 pour I’exemple de la fonction 22 ot 1’on voit que

I’épigraphe est bien un ensemble convexe. La définition de fonction convexe se
ramene donc a celle d’ensemble convexe. Remarquez également que la définition
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-
[ T

Figure 8.7: Exemple de fonction convexe

classique pour les fonctions de R dans R, a savoir que la corde est toujours située
au dessus du graphe se déduit directement du fait que 1’épigraphe constitue un
ensemble convexe.

Définition 8.3 Une fonction f est concave si la fonction — f est convexe.

Un exemple de fonction concave est illustrée a la figure 8.8.

AY

iy

Figure 8.8: Exemple de fonction concave

Maintenant que nous avons défini les notions d’ensemble convexe et de fonction
convexe, nous pouvons définir la notion de probleme convexe :

Définition 8.4 Un probleme d’optimisation est dit convexe s’il s’agit de la mi-
nimisation d’une fonction convexe sur une région réalisable convexe, soit de la
maximisation d’une fonction concave sur une région réalisable convexe.

Comme exemple de problemes convexes, on peut donc citer les problemes
avec déséconomie d’échelle puisqu’il s’agit de la maximisation d’une fonction
concave. Et comme exemple de problemes non convexes, on peut citer les
problemes avec économie d’échelle puisqu’il s’ agit de problemes de maximisation
d’une fonction convexe.
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8.4 Conditions de Kuhn et Tucker

Nous considérons le probleme de minimisation sous contraintes suivant :
hi(z)

s.cq.
gr(z) <

ou f(z), hi(x),i = 1,2,...met gp(z), k = 1,2,...p sont des fonctions de R"
dans R.

0,i=12..m (8.3)
07 k= 1,2,]7

Pour écrire les conditions d’optimalité, on a besoin de calculer les dérivées
partielles. Rappelons cette notion pour une fonction de R dans R.

Définition 8.5 La dérivée partielle de f par rapport a x;, notée 8—f’ est obtenue
x .
J
en dérivant f en considérant les autres variables comme des constantes.

Ilustrons ceci sur I’exemple suivant :
f(z) =222 + 21109 + 25 — 1027 — 101,

Les dérivées partielles se calculent ainsi :

9, 0
—fz4l'1+2.f€2—10 —f:2$1+2332—10
8x1 axQ

Pour écrire les conditions d’optimalité, on doit définir le Lagrangien.

Définition 8.6 La fonction de Lagrange est obtenue en multipliant le membre de
gauche de chaque contrainte d’égalité par un multiplicateur \;, le membre de
gauche de chaque contrainte d’inégalité par son multiplicateur (i, et en addition-
nant le tout a la fonction objectif :

m

L(z) = f(x) + Z Aihi(x) + zp: Hrgr(x)

=1 k=1
On peut alors écrire les tres importantes conditions nécessaires suivantes :

Théoreme 8.1 Conditions de Kuhn-Tucker. Soit x* un minimum local pour le
probleme

min  f(x)

scq. h(z)=0, g(z) <0

(8.4)
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et supposons x* régulier pour les contraintes. Alors il existe des multiplicateurs
A€ R™et € RP avec > 0 tels que

OL(x*
@) o vie1..m (8.5)

835j
prge(z®) = 0, Vk=1,...p (8.6)
. > 0, Vek=1,...p (8.7)

Remarquez qu’en écrivant le Lagrangien a la place de la fonction objectif, on
passe d’un probleme d’optimisation sous contraintes a un probleme d’optimisation
sans contrainte. Les conditions d’optimalité pour une fonction définie sur R” sont
I’annulation de ses dérivées partielles. On remarque que les conditions (8.5) ne sont
rien d’autre que I’annulation des dérivées partielles du Lagrangien. Les conditions
(8.6) sont les conditions de complémentarité disant que si une contrainte n’est pas
active, son multiplicateur doit étre nul. Remarquez aussi que les contraintes (8.6)
peuvent s’interpréter en disant que : L(z*) = f(z*).

A titre d’illustration, considérons 1’exemple suivant :

maxrz = —2:10% — 22179 — x% + 1021 + 10z4
‘. ri+a23 < 5
<4 31’1 + X9 < 6
Il se récrit sous la forme (8.3) de la maniere suivante :
min f(z) = 22% + 2x129 + 25 — 1027 — 1029
gi(z)=2i+23-5 < 0

5. g2(x) =31 +22—-6 < 0

Les conditions de Kuhn et Tucker s’écrivent ici simplement :

OL(z*
) gy + 2 — 10+ 2ty + 3s = 0
3x1
oL(x*
( ):2x1+2x2—10+2u1x2+u2 = 0
a.CBQ

g (z*) = pi(ai + 23 —5) = 0
p2ge(x*) = po(3x1 + 12 — 6) =

M1
2

vV 1V

0

Proposition 8.1 Sile probleme est un probleme convexe, les conditions nécessai-
res sont aussi suffisantes pour montrer que [’on est a I’ optimum.

Nous présenterons au chapitre 9 quelques algorithmes de résolution.
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8.5

8.1.

8.2.

8.3.

Exercices

Conditions de Kuhn et Tucker. On considere la maximisation de la fonction
142 — 2% + 6y — y? + 7 sous les contraintes = +y < 2 et x + 2y < 3.

(a) Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn et Tucker.
(b) Déterminer graphiquement la solution optimale.

(c) Vérifiez que cette solution satisfait les conditions de Kuhn et Tucker.

Minimisation des risques. Un épargnant dispose de 100 euro a investir en
bourse. Son portefeuille d’actions peut comporter trois titres dont on veut
déterminer les parts optimales z, y et z. Les rendements rx, ry et rz de ces
trois titres sont des variables aléatoires. On suppose connues leurs moyennes
respectives : 30%, 20% et 8 %. Le risque V' (x,y, z) est mesuré a partir de
la matrice de variance-covariance des rendements des trois titres :

3 1 —-0.5 T
V(‘T7ya 2) = (ZL’,y,Z) 1 2 —04 Yy
—05 —-04 1 z

On veut minimiser le risque V' (x,y, z) tout en s’imposant un rendement
espéré du portefeuille au moins égal a 12 %.
(a) Ecrire le programme quadratique correspondant.

(b) Ecrire les conditions de Kuhn et Tucker pour ce probleme et vérifier si
la solution

x = 20,001
= 16,712
= 32,877

les satisfait.

Conditions d’optimalité pour un probleme non linéaire. Considérons le
probleme non linéaire suivant :

maz f(xr) = 10z, — 227 — 23 + 8wy — 25
scq T+ Ty <2
x>0
To >0

(a) Récrire le probleme de maniere a le mettre sous la forme des conditions
du théoreme de Kuhn et Tucker.
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(b) Ecrire le Lagrangien correspondant a ce probleéme équivalent.
(©) Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité de Kuhn et Tucker.

(d) Utiliser les conditions de Kuhn-Tucker pour démontrer que (21, x2) =
(1,1) n’est pas un point optimum.



Chapitre 9

Résolution des problemes non linéaires

9.1 Introduction

Au chapitre 8, nous avons introduit la notion de modele non linéaire. En général,
il s’agit de résoudre le probleme suivant :

max  f(x)
gi(z) <0,i=1,...m

s.c.q.

ou au moins une des fonctions est non linéaire. Nous avons également vu les
conditions de Kuhn et Tucker qui sont nécessairement vérifiées a 1’optimum
d’un tel probleme.

Nous allons maintenant voir deux cas particuliers de problemes non linéaires
qui peuvent étre résolus par recours itératifs a la programmation linéaire. Il s’agit
respectivement :

e Des problemes séparables qui ne comportent que des fonctions non liné-
aires d’une seule variable. Comme nous allons le voir a la section 9.2, ces
problemes peuvent étre résolus en considérant une suite d’approximations
linéaires par morceaux des fonctions non linéaires d’une seule variable.

e Des problemes a contraintes linéaires. Comme nous allons le voir a la
section 9.3, ces problemes peuvent étre résolus par la méthode de Franck-
Wolfe qui considere une suite d’approximations linéaires de la fonction
objectif non linéaire.

89



90 Chapitre 9. Résolution des probléemes non linéaires

9.2 Programmation séparable

Comme indiqué dans I’introduction, il existe une classe particuliere de problemes
qui peuvent se résoudre par utilisations répétées de 1’algorithme du Simplexe. Ce
sont les programmes séparables.

Définition 9.1 Une fonction est séparable si elle peut étre exprimée comme la
somme de fonctions d’une seule variable :

f(x) = z fi(a;)

Par exemple, la fonction suivante est séparable :
o7+ 21y + e,

puisque somme de fonctions d’une seule variable alors que la fonction suivante :

T1T2 + + 3

1+x
est non séparable a cause du terme x,x5.

Un exemple pratique, déja cité au chapitre 8,d’application de la programmation
séparable est la relation entre le flot de gaz entre les nceuds 7 et j, noté f;;, et les
pressions en ces points, notées p; et p; :

2 2 (2 2
fij = Cz’j (pi _pj)
ou Cj; est un parametre constant dépendant de la longueur et du diametre du
gazoduc.

Les modeles séparables peuvent étre résolus par une suite d’approximations
linéaires par morceaux. Plus précisément, on effectuera de la maniere suivant.

Algorithme 9.1 Algorithme de résolution des problemes séparables.

1. Chaque fonction non linéaire d’une seule variable est remplacée par une
approximation linéaire par morceaux.

2. Le probleme approximé est alors résolu par une version spécialisée de
Palgorithme du Simplexe traitant les problemes linéaires par morceaux.

3. Enfin, si la solution ainsi obtenue s’écarte trop des relations non linéaires
originales, on raffine la discrétisation autour de la solution optimale du
probleme approximé et on itere.
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Voyons ceci sur un exemple. Supposons que 1’on ait a résoudre le probleme
convexe suivant :
min 3 — 4z — 219
T1+ X
21’1 + 29
—x + 41’2
L1, T2

o (9.1)

IV IV AN IA
= RSN

Il s’agit bien d’un probleme convexe car on minimise z? qui est une fonction
convexe. La premiere chose a faire est de se donner une borne inférieure et une
borne supérieure a la valeur que pourra prendre la variable non linéaire. Supposons
icique 0 < z; < 2,5. On choisit alors un ensemble de valeurs de z; ou la fonction
est évaluée. Ici, ce sont les points 0, 1,2 et 2,5. On calcule la valeur de la fonction
en ces points. Ceci est fait ci-dessous :

PointO 2,=0 y=22=0
PointA z;,=1 y=27=1
Point B ;=2 y=u1]=4
Point C z;,=2,5 y=22=6,25

On obtient les points O, A, B et C' ala figure 9.1.

On construit alors une approximation linéaire par morceaux de la fonction en
reliant par des segments de droite les points d’évaluation de la fonction. On obtient
la courbe linéaire par morceaux indiquée par OABC a la figure 9.1.

Nous allons maintenant voir comment résoudre le probleme linéaire par mor-
ceaux. En effet, ’algorithme du Simplexe ne peut traiter directement ce genre
de probleme. Afin de résoudre le probleme linéaire par morceaux au moyen de
I’algorithme du Simplexe, nous allons avoir recours a la notion d’épigraphe. En
effet, lorsque le probleme est convexe, on peut remplacer la fonction linéaire par
morceaux liant x; et y par son épigraphe comme fait a la figure 9.1. On peut
vérifier que 1’épigraphe correspond aux trois inégalités suivantes :

y =2 ey
y =2 3r1—-2 (2
y = 4,511 -5 (3)

Ce qui peut encore s’écrire comme suit :

r1—y <
3r1 —y <
4,50 —y <
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6t
5 -
411 ) 3]
/
/
31 %
y
y
y
2 1L y
y
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%
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W7 A
(1) = | | >

Figure 9.1: Approximation par une fonction linéaire par morceaux

11 suffit alors de minimiser y. En effet, en minimisant y avec la contrainte que
(z1,y) appartienne a 1’épigraphe, on se retrouvera donc bien sur la limite inférieure
de I’épigraphe, donc sur la la courbe linéaire par morceaux indiquée par OABC a
la figure 9.1. Le probleme original est donc remplacé par le suivant :

min Yy — 4xy — 29

T +Zo S 4

21 +x2 < 5

—I —|—4(L'2 2 2

scq T -y < 0
311 -y < 2

4,5[L‘1 -y < 5

21, To > 0

En résolvant le probleme approximé, on introduit une erreur par rapport la
vraie fonction. Ainsi pour z; = 1,5, la fonction vraie x? vaut 2, 25 alors que son
approximation linéaire par morceaux fournit comme valeur 2, 5. D’ou la nécessité
de raffiner la discrétisation et d’itérer.
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9.3 La méthode de Franck-Wolfe

Nous allons voir un type particulier d’algorithme qui permet de résoudre les
problemes d’optimisation non linéaires convexes. Il est du type séquence d’ap-
proximations linéaires. 11 s’agit de I’algorithme de Franck-Wolfe.

Son principe est particulierement simple dans le cas de problemes avec con-
traintes linéaires. En effet, cette procédure combine des approximations linéaires
de ’objectif pour trouver la direction de recherche avec une recherche unidimen-
sionnelle pour trouver le pas suivant cette direction.

L’idée de la méthode est la suivante. Il s’agit d’un algorithme d’approxima-
tions linéaires successives. Appliquons cette idée au probleme suivant dont les
contraintes sont purement linéaires :

maz f(x) = bz — 2% + 8xy — 223
3y + 229 < 6
s.cq. 1 > 0
r9 > 0

En effet, c’est le type de probleme que nous allons rencontrer pour la résolution
du probleme d’affectation du trafic.

Une itération de la méthode comporte les étapes suivantes :
a) Calcul de la direction. On calcule la direction de recherche en résolvant un

probleme linéaire obtenu en remplagant la fonction objectif par son approxi-
mation linéaire (points 1 et 2 ci-dessous).

b) Calcul du pas. On calcule le pas a faire dans la direction en minimisant la
fonction f(z) le long de la direction déterminée en a) (points 3 et 4 ci-
dessous).

Nous partons du point initial ° = (0, 0).

Itération 1 :

1. Comme seul I’objectif est non linéaire, on va remplacer f(x) par son ap-
proximation de Taylor limitée a l’ordre 1 :

0 0
(@) ~ F0.0)+ 220,001 = 0)+ 220,0)(r2 —0)
Evaluons le gradient en z° = (0,0) :
o _ _5 9 g y0=
8—901_5_2(0)_5 8$2_8 4(0) =8
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D’ou I’approximation linéaire de la fonction en (0,0) :

g(x) = by + 8y

2. On peut donc résoudre le probleme linéaire :

maz g(x) =5z + 8 x9
3x1 + 229 < 6
s.c.q. 1 > 0
zo > 0

par I’algorithme du Simplexe en général. Comme il n’y a que deux variables,
ceci est fait graphiquement a la figure 9.2. La solution optimale est le point

Figure 9.2: Méthode de Franck-Wolfe : itération 1

m}/P = (07 3)

3. Comme, plus on s’éloigne du point de départ =, plus I’approximation
linéaire g(x) s’éloigne de la fonction f(x), on a probablement été trop loin
en allant jusqu’au point ! ,. Cependant, en se dirigeant dans la direction
de x! 5, au début du mois, on pourra réduire f(x). On va déterminer le pas
dans la direction :

' = z2'+a(z)p—a°)

() = () (o) - (6n)
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avec « € [0, 1] qui minimise cette fois la vraie fonction :
ha) = f(@" + a(wh, —a)).
On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
maz h(a) = 24a — 1802
dont le maximum est obtenu en annulant la dérivée : o = 2/3. D ol
x' = (0,0) +2/3[(0,3) — (0,0)] = (0,2)
Itération 2 :

1. Evaluation du gradient en ' = (0,2) :

of
— = 5-2(0)=5
B, (0)
of
— = 8—-4(2)=0
Fr (2)
2. Résoudre le probleme linéaire :
maxrz =5xy+0xs
31’1 + 21’2 S 6
s.cq. T > 0
i) Z 0

Ceci est fait a la figure 9.3. La solution optimale est 2 , = (2,0).

3. Recherche unidimensionnelle :

x? = x' +alxrp —x')

() = () (i) - (2%

X9 2 0—2 2 -2«

On obtient donc le probleme de minimisation unidimensionnelle :
maz h(a) = 8 4+ 10a — 1207

qui est maximum pour « = 5/12 d’our :

z? = (0,2) +5/12[(2,0) — (0,2)] = (5/6,7/6)
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T
P
3 1
z =Dbxy
2 —
1
I
PO 1 2 X1

Figure 9.3: Méthode de Franck-Wolfe : itération 2.

On peut résumer ’algorithme de Franck-Wolfe comme suit.
Algorithme 9.2 Algorithme de Franck-Wolfe.

1. Initialisation. Soit 2° une solution initiale réalisable. Posons k = 1.

2. Itération k. Pour j = 1,2, ...n, évaluer

0f(=*1)

J (%cj

3. Calcul de la direction. Trouver, par application de 1’algorithme du Sim-
plexe, 2% » la solution optimale du probleme linéaire suivant :

maz g(z) =Y c;x;
j=1

Az < b
scq s > 0

4. Calcul du pas. Trouvez oy, la solution optimale de

mazx f {xkfl + ok, — xkfl)}
scgq 0<a<l1

et mettre

k

o = 2P g (ah p — 2T

5. Critere d’arret. Si 2"~ et 2* sont suffisamment proches, stop. Sinon retour
en2.
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94 Exercices

9.1. Programmation séparable. Résoudre le probleme non linéaire séparable
suivant en appliquant la technique d’approximations linéaires par morceaux :

Min m% —4xy — 2x4

r1+x2 < 4

21‘1 + 22 < 5

Scq —x1+4xy > 2
x1, 2 > 0

9.2. Méthode de Franck-Wolfe. Faire la troisieme itération de la méthode de
Franck-Wolfe pour I’exemple traité a la section 9.3.
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