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Probleme de flot, d’affectation, et de transport

Introduction

Toute entreprise qu’elle que soit sa taille, son domaine d’activité est amenée a

faire face a des problemes de gestion au quotidien.

Parmi ces problémes, on cite les problemes de flot, d’affectation et de transport
qui nécessitent la mise en ceuvre d'un procédé de prise de décision rationnel,
notamment la recherche opérationnelle, a cause de leur niveau de complexité
particulierement élevé et a cause des colts supplémentaires qu’ils généerent s’ils

sont mal gérés.

Ce qui souligne I'importance qu’occupe ce type de probleme dans la gestion

guotidienne de I'entreprise.

C’est pour cette raison que le but de notre travail est de présenter des méthodes

faciles de formulation et de résolution de ce genre de probleme.

Et pour cela, nous avons divisé notre travail en trois parties, ou nous allons
aborder dans un premier temps le probleme de flot et plus précisément le
probleme de flot maximal a coGt minimal, et ensuite nous allons présenter le
probleme de transport ainsi que des algorithmes de résolution appropriés. Et
enfin nous allons traiter les problemes d’affectation.
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Probleme de flot de valeur maximale a
colt minimal

Notion de base:

Réseau de transport :

Le réseau de transport est un graphe fini, sans boucle comportant une entrée
Xi(source) et une sortie Xp (puits), telles que : depuis X 1 il existe un chemin vers
tout autre sommet Xy et de tout sommet Xy il existe un chemin vers X,. Tout arc
u est valué par un entier positif C(u), nommé capacité de I'arc u, qui présente
une capacité de transport associée a la liaison figurée par cet arc (Ex. tonnages

disponibles sur des bateaux, des camions, ...)

Flux :

Un flux est la quantité (P (u) transportée sur chaque arc u

Flot :

Un flot (l)est déterminé par la donnée du flux pour tout arc du réseau de
transport.

La valeur d'un flot y/ ((]) )est par définition, la somme des flux partant de la
source X1 (V(¢)est aussi égale a la somme des flux des arcs arrivant sur le
puits Xp)
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Exemple de flot sur un réseau de transport :
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Probleme de flot de valeur maximale a co(t minimal :

Présentation

Connaissant les capacités des arcs d'un réseau de transport et les co(ts
unitaires de transport sur chaque arc, le probléme du flot maximum consiste a
trouver la quantité maximale de flot qui peut circuler de la source a la destination
au moindre co(t. L'algorithme le plus connu pour résoudre ce probleme est celui
de B. Roy. Nous verrons |I'approche par cette méthode qui consiste a construire

un graphe "d'écart" dans lequel on recherche un chemin de colt minimum.

Formulation

®* R estun réseau de transport ou s et p désignent respectivement la source
et le puits.

* A chaque arc (i, j) sont associées deux valeurs positives [c i, pij] ou cjj est
la capacité et p; est le colt unitaire associé a I'arc.

® Lecoltd'unflot : Estla somme des colts sur tous les arcs du réseau.

¢ .p

T J)

Probleme a résoudre :
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g
Min ¢..p,

> J)
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Méthode de résolution :
Définition graphe d’écar(;qf

Il s’agit d’'un graphe qui traduit les augmentations ou diminutions possibles du
flot dans le réseau R.

Théoreme d’optimalité :

Un flot (l) est de colt minimal parmi les flots de valeur V((I)) si et seulement si
il n’existe pas de chemin de s a p et de circuit de co(t strictement négatif dans (G q)

Construction du graphe d’écart

* Le graphe d'écart et le réseau de transport ont les mémes sommets.

® Pour tout arc de (i, j) de R, les arcs et leur valuation sont obtenus de la
facon suivante:

1-si < (Pij < Cij,Gifomporte un arc (i, j) de valuation Vl.j = Cij —(Pl.j

et un arc (j, i) de valuation V =0
i
2 - si (Pl.j =O,chomporte un arc (i, j) de valuation V ij = C
mais pas d’arc (j, i)
3- si (p Gé comporte un arc (j, i) de valuation V = (PU

——
~
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mais pas d’arc (i, j)

Eaaarglle

Pour le flot nul ((I) = (0,...,0)), le graphe d’écart et le réseau de transport
coincident.

Lorsque le co(t pij est associé a I'arc (i, j) du réseau de transport, dans le
graphe d’'écart le colt de I'arc (i, j) est pij et celui de I'arc (j, i) est - pij

Exemple :
Soit un réseau de transport schématisé comme suit :
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Réseau de transport

de flot de valeur 5 et de colt 20

Algorithme calculant un flot maximal de coldt minimal :

1- initialement(l)= (0,...,0); Gqf =R

2- tant qu'il existe un chemin de s a p dans Gqffaire
3- déterminer p, un chemin de colGt minimal de s a p
4- chercher dans y, 9 = minVl.j

5- Augmenter le flux de tout arc appartenant a u de 3 dans le réseau de
transport

6- tracer le graphe d’écart ainsi modifier.
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Déroulement de I'algorithme :

Premiere étape :

A A
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*  On part d'un flot compatible ({ = (0,...0)).

* Ensuite, on construit un graphe d'écart a partir de ce flot.

* Ensuite, dans ce graphe d'écart, on cherchera un chemin de S a P de colt
minimum en utilisant entre autre I'algorithme de Ford. Dans notre
exemple, le chemin de colt minimum de s a p est {S, A, P} de colt 3=1.

* Enfin, on cherche dans ce chemin {S, A, P} I'arc de capacité minimale 9,
dans notre exemple 9 = 3, capacité de I'arc (A, P).
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Deuxieme étape :
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®* On augmente le flux sur tous les arcs du chemin {S, A, P} dans Rde o = 3

®* On trace un graphe d’écart pour le réseau de transport ainsi modifié ;

®* On cherche dans le graphe d’écart un chemin de colt minimum de S a P,
dans notre exemple, il existe encore un chemin de S a P de colt 3=1 , il

s’agit de {S, B, P} ;

®* On cherche dans ce chemin{S, B, P} I'arc de capacité minimale ', dans
notre exemple, 3’ = 2, capacité de I'arc (B, P).
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Troisieme étape :

[L4]o p

A
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(:F‘ N
w
B

®* On augmente le flux dans le réseau de transport de 3’ = 2, pour tous les
arcs du chemin{s, B, P}

* On trace le graphe d’'écart pour le réseau de transport ainsi modifié ;

®* On cherche dans le graphe d’écart un chemin de S a P, dans notre
exemple, il n’existe plus de chemin de S a P, et tous les colts des circuits
du graphe d’écart sont positifs ;

* Donc, ce dernier flot est optimal. ( V(¢)= 5, et son colt est de
(3*24+2*1+0%4+3*1+2*2= 15)).

111
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Probleme de transport

Présentation

Un probleme de transport peut étre défini comme I'action de transporter depuis
"m origines" vers "n destinations" des matériaux, au moindre co(t.

Donc, la résolution d’un probleme de transport consiste a organiser le transport
de facon a minimiser son co(t.

-

Formulation :

| e €N Vicl,  ml
a; = production ou offre bj eN ‘v’je [1,“"”]
b= demande X; €N Vi€ [1,..., m]; Vje [1,..., n]
X, = quantité transportée m n
: Za,- = ij Vi€ [1,...,m]; Vje [1,...,n];
<7
Zx,-j =a; Vi€ [1,..., m];
bm
Z Xij = b] VJE h,..., n],
\minz: Sy C, X,
lZ [ ij <> ij
Exemple :

Soit, la société Alpha possédant quatre dépots A;, A, As et A, dans lesquels
existent des quantités respectives de 896, 782, 943, 928 unités d'une matiere
premiere, et cing usines D;, D, D3, D4 et Ds demandant respectivement 800,
439, 50, 790 et 1470 unités de celles-ci. Les colts de transport, C j;, sont donnés
par le tableau ci-dessous.

Comment organiser le transport au moindre codt total?

IZJ

——

(D

(2)

(3)
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D1 D2 DE} Da Ds ai
Al 21 11 84 49 13 896
Az 27 52 43 29 42 782
As 11 47 14 80 93 943
Ay 52 94 76 74 54 928
bj 800 439 50 790 1470 |3549

Méthode de résolution: recherche d’'une solution de base réalisable :

Solution de base

On appelle solution de base d'un programme de transport, une solution
admissible comportant M= (m+n-1) x;;>0, c’est-a-dire qu’une solution de base
comporte (m.n - M) zéros.

Le graphe d’une solution de base est un graphe connexe sans cycle, c’est-a-dire
un arbre comportant N=m+n sommets soit M=N-1 arcs. (Un graphe est connexe
s’il existe au moins une chaine entre toute paire de sommets. Une chaine qui se
ferme sur elle-méme est un cycle.)

Méthode du COIN NORD-OUEST :

Présentation :

La méthode du coin nord-ouest est une méthode facile mais elle n’a pas de sens
économique. Puisqu’elle consiste a affecter au coin nord-ouest de chaque grille la
guantité maximale possible sans se préoccuper de I'importance du co(t.

Principe :
On considére a chaque étape, le Nord-Ouest de la grille. On part donc de la route

(i1, j1) ; on sature soit la ligne i ; soit la colonne j;. Puis on recommence sur la
sous-grille formée des lignes et des colonnes non saturées.
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Cette procédure aboutit en général a une solution de base. Si a chaque choix
d’une relation, on a épuisé une demande ou une disponibilité mais non les deux,
(sauf pour la derniere), donc on a sélectionné (m + n - 1) liaisons et obtenu

(m -1)(n - 1) zéros.

Application de la méthode du coin nord-ouest

Premiere étape

A:-D; est le coin Nord-Ouest, on lui affecte min (800:896) soit 800 unités

demandées par D;et fournies en A;.

D: D2 DE} D4 Ds ai
Ax 896
Az 782
As 943
Asg 928
bj 800 439 50 790 1470 3549

D: D> DE} D4 Ds
A: 800
Az
As
Aa

On sature ainsi la demande D, dont la colonne disparait et on obtient le tableau

2 pour lequel le coin N-O est A;-D».




Deuxieme étape :

A:-D; est le coin N-O, on lui affecte 96 unités demandées par D, et fournies en

Probleme de flot, d’affectation, et de transport

D2 D3 D4 D5 ai
Al X 96
A2 782
A3 943
A4 928
bj 439 50 790 1470 2749

Ai.
D2 Ds Da Ds ai
A1 X 96
Az 782
As 943
Aq 928
bj 439 50 790 1470 2749
D1 D2 D3 D4 Ds

A1 800 96

Az

As

Aa

On sature ainsi I'offre en Ay qui disparait. On obtient le tableau 3 pour lequel le
coin N-O est Az-Do.

15
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D2 Ds D4 Ds ai
Az X 782
As 943
Asg 928
bj 439 50 790 1470 2653

Troisieme étape :

A,-D; est le coin N-O, on lui affecte 343 unités demandées par D, et offert par
A;.

D2 Ds D4 Ds ai
Az X 782
As 943
Ay 928
bj 439 50 790 1470 2653
D: D2 D3 D4 Ds

A1 800 96

Az 343

As

Asg

16
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On satisfait ainsi la demande D, qui disparait. On obtient le tableau 4 pour
lequel le coin N-O est A,-Ds.

D3 D4 Ds ai
Az X 439
Az 943
Aq 928
b 50 790 1470 2310

Quatrieme étape :

A,-Ds est le coin N-O, on lui affecte 50 unités fournies par A ; et demandée en D3

Ds D4 Ds ai

Az X 439
As 943
Ay 928
o] 50 790 1470 2310

D:1 D2 Ds D4 Ds
A1 800 96
Az 343 50
As
Ag

On sature la demande D3, qui disparait. On obtient le tableau 5 pour lequel le

coin N-O est A,-Ds.

17
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D4 Ds ai
A X 389
As 943
Aq 928
bj 790 1470 2260

Cinquieme étape :

A;-D4 est le coin N-O, on lui affecte 389 unités fournies par A ; et demandée par
Da.

D4 Ds ai

A; X 389

Az 943

Aq 928

bj 790 1470 2260

D1 D2 D3 D4 Ds

A1 800 96
Az 343 50 389
As
As

18



On sature I'offre A,, qui disparait. On obtient le tableau 5 pour lequel le coin N-O

est As-Dg.

Sixieme étape :

As3-D4 est le coin N-O, on lui affecte 401 unités fournies par A ; et demandée par

Da.

Probleme de flot, d’affectation, et de transport

D4 Ds ai
As 943
Ay 928
o] 401 1470 1871

D4 Ds ai

As 943

Aq 928

bj 401 1470 1871

D1 D- DE} D4 Ds
A1 800 96
Az 343 50 389
As 401
Aq
[ 1)
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On sature la demande D4, qui disparait. On obtient le tableau 5 pour lequel le
coin N-O est A3-Ds.

Ds ai
As X 943
JAv 928
bj 1470 1871

Derniere étape :

Il ne reste qu'une colonne Ds on affecte aux liaisons existantes le transport de
facon évidente.

Ds ai

As X 943
A 928
b, 1470 1871

Nous avons ainsi obtenu une solution de base réalisable puisque la condition
d’avoir (n -1)(m -1) variables nulles dans la solution est satisfaite (12 cases
vides dans le dernier tableau)

D1 D2 D3 Da Ds
Ax 800 96
A 343 50 389
As 401 542
Asq 928
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Le colt de cette solution de base est de :

800* 21+ 96*11+ 343* 52 + 50* 43 + 389* 29 + 401* 80 + 542*93 + 928*54

=181 721 UM

21J
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Méthode de BALAS - HAMMER :

Présentation :

Cette méthode est basée sur le calcul des regrets. Le regret associé a une ligne
ou a une colonne est la différence entre le colt minimum et le colt
immédiatement supérieur dans cette ligne ou dans cette colonne. C’est une
mesure de la priorité a accorder aux transports de cette ligne ou de cette
colonne, car un regret important correspond a une pénalisation importante si on
n’utilise pas la route de colt minimum.

La méthode de Balas-Hammer fournit, en général, une solution trés proche de
I'optimum; le nombre de changements de base nécessaires pour arriver a une
solution optimale est peu élevé (il arrive méme assez fréquemment que la
solution donnée par cette regle soit optimale).

Principe

D’abord, on calcule pour chaque rangée, ligne ou colonne, la différence entre le
colt le plus petit avec celui qui lui est immédiatement supérieur.

Ensuite on affecte a la relation de co(t le plus petit correspondant a la rangée
présentant la différence maximale la quantité la plus élevée possible. Ce qui
sature une ligne ou une colonne.

Et on reprendre le processus jusqu'a ce que toutes les rangées soient saturées.

L’algorithnue Balaslammer:

Al représente la différence entre le colt minimum et celui immédiatement
supérieur sur une ligne.

Ac représente la différence entre le colt minimum et celui immédiatement
supérieur sur une colonne.

1- Calculer les différences Al et Ac pour chaque ligne et colonne.

2- Sélectionner la ligne ou la colonne ayant le Al ou Ac maximum.

ZZJ

——



Probleme de flot, d’affectation, et de transport

3- Choisir dans cette ligne ou colonne le colt le plus faible.

4- Attribuer a la relation (i, j) correspondante le maximum possible de matiére
transportable de facon a saturer soit la destination soit la disponibilité.

5- calculer la quantité résiduelle soit demande soit en disponibilité.

6- Eliminer la ligne ou la colonne ayant sa disponibilité ou demande satisfaite.

7- Sl nombre de lignes ou colonnes> 2 retour en 2. SINON affecter les quantités
restantes aux liaisons.

Application de I'algorithme de Balas-Hammer

Reprenons I'exemple précédant, et cherchons une solution de base par
I’algorithme de Balas-Hammer.

Premiere étape :

D D Ds Da Ds ai Al
A 21 11 84 49 13 896 2
A, 27 52 43 29 42 782 2
Az 11 47 14 80 93 943 3
Ay 52 94 76 74 54 928 2
o] 800 439 50 790 1470 3549
Ac 10 29 20 29

K 36 )
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Ds D> Ds D4 Ds
A: 439
A,
As
Ay
Deuxieme étape :
D, Ds D4 Ds aj Al
A 21 84 49 13 457 8
Az 27 43 29 42 782 2
As 11 14 80 93 943 3
As 52 76 74 54 928 2
b; 800 50 790 1470 3110
Ac 10 29 20
Di D> Ds Da Ds
Ax 439 457
A
As
Ay
[ 2s)
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Troisieme étape :

D: D; D. Ds a Al
Az 27 43 29 42 782 2
As 11 14 80 93 943 3
As 52 76 74 54 928 2
b; 800 50 790 1013 | 2653
Ac 16 29 | 12
D; D, D; D. Ds

Ar 439 457

Az 782

Az

As

Quatrieme étape :

D; D; Ds Ds 2 Al
As 11 14 80 93 943 3
As 52 76 74 54 928 2
b; 800 50 8 1013 | 1871

Ac 41 6 39

ZSJ
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Cinquieme étape :

D: D, D, Dy D:
A 439 457
Iy 782
. 50
Aa
D, D, D: a Al
A 11 80 93 893 .
P 52 74 54 928 2
o 800 8 1013 | 1821
Ac 41 6 39
D, D, D, Dy D:
A 439 457
Iy 782
A | 800 50
Ax
[ 2 ]
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Sixieme étape :

Septieme étape :

D. Ds 2 Al
As 80 93 93 13
As 74 54 928 20
b 8 1013 | 1021
D: D, D; D, Ds
Al 439 457
A 782
As | 800 50
As 928
D4 Ds ai Al
As 80 93 93 Q
13
b 8 85 93
Ac 0 0
D, D, D; D, Ds
As 439 457
A 782
As | 800 50 8
As 928
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Derniere étape :

Il nous reste qu’une source non épuisée As, on |'affecte a Ds qui demande
exactement 85 unités.

Enfin, la solution de base est :

D: D2 D3 D4 Ds
A1 439 457
Az 782
As 800 50 8 85
Ay 928

Son co(t est :
439*%11+457*13+782*29+4+800*11+50*14+8*80+85*93+928*54

= 101.605 UM
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Optimisation d’une solution de base : Algorithme du STEPPING-STONE.

Tout d’abord, on va montrer que I'on peut améliorer la solution de base trouvée
par la méthode de Balas-Hammer :

D: D, Ds D. Ds
Az £439 q +457
Az 782
As 800 +, 50 8 -85
A, 928

Supposons que I'on veuille transporter sur la liaison As3-D», de co(t 47, une unité.
Calculons donc le colt marginal 932 de cette opération:

d32=+47 +13-11-93 =-44
Nous gagnons de cette facon 44 unités monétaires.

Et au lieu de substituer une unité on peut en substituer 85. Dans ce cas la liaison
As-Ds disparait au profit de la liaison As-D. Et le gain marginal est de 3740.

Le co(t total devient alors 97 865 UM (101.605 - 3740)

Présentation de I'algorithme :

A partir d'une solution de base,

1- Calculer les 9j (coGt marginal de la liaison (i, j)) pour chaque liaison non
affectée, en utilisant les potentiels de I'arbre associé.

®* Sltouslesd =0 I'optimum est atteint.
2- Sinon, rechercher le cycle de substitution associé au 9 <O le plus petit.

3- Ensuite, rechercher la quantité minimum q parmi les cases marquées ‘'-",
et substituer la quantité q le long du cycle pour obtenir une nouvelle
solution,

4- Reveniral
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Calcul des couts marginaux a l'aide des potentiels :

On peut définir un ensemble de potentiels (edp) sur un graphe représentant la
solution de base (qui est un arbre) si on connait un potentiel initial, les relations
entres sommets et leurs co(ts, on peut calculer de proche en proche les autres
potentiels. Cette propriété résulte du fait que dans un arbre il existe une chaine
unigue entre deux sommets quelconques.

On crée pour la solution de base un edp en attribuant un potentiel zéro a un
sommet quelconque, en pratique on prendra le sommet de plus fort degré. De
proche en proche on attribue a chaque sommet un potentiel u; et v;.

On appelle:
ui: potentiel origine.
vj: potentiel destination.

dij: colGt marginal de la liaison (x, Xj).
On a les relations :

Cj=Vj-u,

dij = Cj - (vj-uj.

o b;

di

Ui
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Calcul des gains marginaux de la solution de base donnée par I'algorithme de Balas-
Hammer.

1- Calcul des potentiels: mettons arbitrairement le potentiel zéro au

sommet As.
U
11— | b2 I l
Al
o10
A2 30 E
11 | D1
A3 A\’
14
03] )
93 13
A4 1 54

Ui potentiel d’origine

E Vi potentiel destination

'

31
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2- Les gains marginaux dij sont représentés dans le tableau suivant :

D: D> Ds D4 Ds
A 90 150 49
21 84 49
Az 67 12 80 0
27 52 43
As -44
47
As 80 42 101 33
52 94 76 74
v, |11 91 14 80 93

42

Ui

80

51

39

On remarque qu'il existe un codt marginal négatif en (As-D2), qui est de - 44,

donc, il y a possibilité d’améliorer la solution de base.

Ensuite, il faut rechercher le cycle de substitution permettant de réaliser le
transport auquel correspond o9 < 0

D D, Ds D4 Ds

Ar 439 - y +457
As \ 782 \

As 800 v+ 50 8 | -85
Al ~ 028

——

32
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On controle d'ailleurs que : 932 = C32 + C15 - C35- C12

0 32=47+13-11-93=-44

Apres, il faut chercher la quantité maximale déplacable parmi les cases
‘marquées -’, Min (85 ; 439) = 85

Le résultat de cette substitution sera de 85*(- 44) = - 3740, c’est-a-dire un gain
total de 3740 UM. La solution obtenue alors a pour colt 97 865 UM.

La nouvelle solution est donnée ci-dessous :

D1 D: Ds Dy Ds

A 354 542

A; 782

As 800 85 50 8

As 928
[ 33 )




Maintenant, on va chercher pour cette solution les colts marginaux.

Les gains marginaux dij sont représentés dans le tableau ci-dessous :

Probleme de flot, d’affectation, et de transport

Ds D> D5 D4 Ds Uj
46 106 5
A 41
21 84 49
67 56 80 43
A; 56
27 52 43 42
44
As 5
93
36 42 57 -11
As 0
52 94 76 74
v 16 52 19 85 54

Il existe encore un coldt marginal négatif en A4-D4 (-11). Il y a donc possibilité

d'améliorer cette solution.
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Effectuons les permutations correspondant au 3 négatif, soit (As-D4). Le
maximum qu’on peut affecter a la liaison (As-D4) est de 8 unités, on a alors:

Bl D2 D3 D4 Ds
A -354 * | 542
A2 782
As 800 + 85, 50 | -8
As o+ ~928

—>
La nouvelle solution est donnée ci-dessous, son colt est de 97 777 UM.

D1 D2 Ds D4 Ds
A 346 550
Az 782
As 800 93 50
A 8 820

——
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Nous allons évaluer pour cette nouvelle solution les colts marginaux.

Les gains marginaux dij sont représentés dans le tableau ci-dessous :

Probleme de flot, d’affectation, et de transport

D1 D2 D3 D4 D5 Ui
Al |46 106 16 41
21 84 49
A2 |56 45 69 33 45

27 52 43 42
A3 11 44 5
80 93
A4 |36 42 57 0
52 94 76
Vj 16 52 19 74 54

On constate que tous les colts marginaux 9ij=0, donc cette solution est une

solution optimale.

L'optimum est unique si aucun des dij n'est nul, sinon on peut déduire des
solutions équivalentes par des substitutions correspondant aux dij =0.

Pour notre exemple, la solution optimale est unique et elle est atteinte apres la

deuxiéme itération et elle a pour cot 97 777 UM
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Vérification du résultat par le logiciel Solveur d’Excel

lic "f‘ %o fe | RSB ARI0 BRI BB R I (SO L0 CA LA C LD 2 DS+ DT D 10+ DA DL+ D5 DL+ E P ES+E D EL O+EAPELLHE1 P EG4F 2RS4
[ & e ¢ | oo | e J & los Jow Joa g ] ok ] b | w
1| Dy Dy Dy Dy D;
N EEERERERE
IBERBERBERERE
EERERERERE

s A | R | ow [ | ou | ow

o A | 0 [ M ] 0 R
w & | 0 0 o [ m | o | m
R RERERE 0 | 94
ol A | D 0 0 B | o0 | 98
N YERERERERERES
n
”1.5..-@B%?Zf*E‘-‘i’rBS*BIZ+C2*C9+C3*"lf[’+f.':5*C11+C5*C12+D2*09+:53*i"li5+04*[}11+D5’DIZ+E2*':"3+EE-*E10+E4*EII+E12*E5+:E*?9+F3*FID+27£*F}I+F5*':'_3
1

17 ‘contraites 1 896 = 836
18 1 8= 78
B 3 543 = 543
) 4 528 = 528
i

0 5 fo0 = 00
3| i 439= 435
% 1 5= 50
5| 8 790 = 730
% g 1470= 1470
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B v R R RS R A COHCA LS L0 DB DDA DL DL BB O ELELL ES R A3 ROHrL FLLAFS 1L
s b ¢ oo e Le le lw ol o [ el ol w ]l w] o

1 b | D | D D, Dy

1A U 1 B4 49 13

O u 5l 4 pl dl

1 A I 47 14 80 9

IV 5 Y 16 1 5

b

7 b | D | D D Dy | &

g A |0 | M| 0 0 | 550 | 8%

AL AERERERERE:

11 A-i 0 0 0 § 920 8
n b 800 439 50 %0 1470 | 3349
13

it} 1

15 contraintes 1 83 = 836
i l 8= 182
n ] 943 = 943
it 4 928 = 528
i}

A 5 800 = 800
il b 439= 439
i 7 50= 50
B g 790 = 190
i 5 = 1470
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Probleme d’affectation

Présentation :

Il s’agit d’un cas particuliers du probléme de transport avec n entrepéts et n
magasins, et ou la demande associée a chaque destination égale a 1.

Le probleme consiste a affecter les éléments d'un ensemble a ceux d’un autre
ensemble de sorte que la somme des colts des affectations soit minimale.

Formalisation :

Le programme a résoudre est :

Xjj =1 si i est affecté a j.

Xij =0 si i n'est pas affecté a j.

Cj = colt d’affectation de i a j.

/

n n
Min z :ZZ Cii Xjj
! T 1

n

Y=l viedo, nt

n

Zx,:/‘ =1 . vle {1,2,...,11}

x; € {0,1}, Vi€ {1,2,...,n}et Vje {1,2,...,n}

~
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La méthode Hongroise :

Présentation

Cet algorithme repose essentiellement sur la constatation suivante. On ne
change pas la ou les solutions optimales en augmentant ou en diminuant d'une
méme quantité 1 tous les éléments d'une méme ligne (ou d'une méme colonne)
de la matrice des Cij.

Apres une telle opération, la valeur totale est augmentée ou diminuée de 1.
Par conséquent, si I'on fait apparaitre, par des transformations de ce type,
suffisamment de zéros dans le tableau, mais pas de colts négatifs, et qu'il existe
n zéros "indépendants" (c'est-a-dire un seul zéro dans chaque ligne et dans
chaque colonne), on aura alors trouvé I'affectation optimale.

Résolution d’un probleme d’affectation par I'algorithme hongrois :

Afin d'expliquer la démarche suivie, considérons I'exemple suivant :

Soit La société Beta possédant quatre ateliers : fonte, moulage, laminage et
traitement thermique, qu’on va nommer respectivement F, M, L et T, pour
lesquels elle veut affecter quatre chef de service polyvalents, monsieur A, B, C et
D.

Les colts d'affectation pour chaque liaison sont donnés par le tableau ci-
dessous.

Comment organiser |'affectation de facon a en minimiser le co(it?

F M L T
A 60 170 330 360
B 130 200 200 400
C 50 300 170 180
D 120 90 250 200
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Premiere étape :

Réduction des lignes : on crée une nouvelle matrice des colts en choisissant le
colt minimal sur chaque ligne et en le soustrayant de chaque co(t sur la ligne.

. M L - Réduit
de
A 0 110 270 300 60
B 0 70 70 270 130
C 0 250 120 130 50
D 30 0 160 110 90

Exemple : pour la premiere ligne (A) :

® Relation (A, F) : 60-60 =0
® Relation (A, M) : 170-60=110
e Relation (A, L) : 330-60=270

* Relation (A, T) : 360-60=300

Deuxieme étape :

Réduction des colonnes : on crée une nouvelle matrice des colts en choisissant
le coGt minimal dans chaque colonne et en le soustrayant de chaque co(t dans la
colonne.

411
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F M L T
A 0 110 200 190
B 0 70 0 160
C 0 250 50 20
D 30 0 90 0

Réduit
0 0 70 110
de:

Troisieme étape :

Maintenant, il faut déterminer le nombre minimal de lignes nécessaires sur les
lignes et les colonnes pour couvrir tous les zéros.

Si ce nombre est égal au nombre de lignes (ou colonnes), la matrice est réduite;
aller a I'’étape 5. Si ce nombre est inférieur au nombre de lignes (ou colonnes),
aller a I'étape 4.

F M L T
A 0 110 200 190
R 0 70 0 160
C 0 250 50 20
N 30 0 an 0

42
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Dans ce cas, le nombre minimal de lignes est de 3 qui est inférieur au nombre de
ligne ou colonne (4), alors on passe a I'étape 4.

Quatrieme étape :

Premierement, il faut trouver la cellule de valeur minimum non couverte par une
ligne, puis, soustraire cette valeur de toutes les cellules non couvertes.

Ensuite, ajouter cette valeur aux cellules situées a l'intersection de deux lignes.

Et enfin, retourner a I'étape 3.

F M L T
A 0 110 200 190
B 0 70 0 160
C 0 250 50
N 30 0 90 0

| | | |

La valeur minimum des cellules non couvertes est 20.

On soustrait 20 des cellules non couvertes et on I'ajoute aux cellules qui se
trouvent a l'intersection des lignes, ceci nous donne le tableau suivant :

F M L T

A 0 90 180 170
V/B/’<20$ 70 0 oo |
+ 20

« C 0 230 30 o O}
D 50 0 o0 0
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Maintenant, le nombre minimal de ligne est égale a 4.

F M L T
A 0 90 180 170
20 70 0 160
I I I
~ 0 Il -0 1| =20 | 0
| | |
D g0 Bl o | o0 1 o
| | | |

La solution optimale est donc la suivante :

F M L T
A 0 90 180 170
B 20 70 0 160
C 0 230 30 0
D 50 0 90 0




Probleme de flot, d’affectation, et de transport

Résultat donné par la méthode Hongroise :

F M L T
A 1
B 1
C 1
D 1

La solution a pour co(t :
F M L T
A 60 170 330 360
B 130 200 200 400
C 50 300 170 180
D 120 90 250 200
60 + 200 + 180 + 90 = 530 UM

45
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Vérification par le logiciel Solveur d’Excel :

K v (N R 8 DM DS D0 D DS LS B DS LA
AB | [ O O O T [ | | £ LM
1 FloN [ LT
1 'BIERERERE
1 B W | m | m | W
g BERE R
1 HIERERERE.
]
1 N[ LT
1 SRR RERE
0 BEBERERERE
i HERERERERE
1 DR ERERE
n BERERE
n
| 15 -@Wﬁ*f R e T A D R D AT s T s )
i |
17 containtes 1 b= 1
B )1 i
5 |k I
0 ' i
n
n 51 i
B 'R 1
% 11 1
5 i !
()
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(13

-

§

Ji i (Y GO 1045 CL L6 CLO4D3 DD L0 D405 DL DG DL D4 EHEL EAES EL ARG E LD 3 FORAFLOFS FLLFG LD

o

13
4

I

1

18

i
i}
il

h

3

i

(

D

E

F

Cl

170

330

360

130

200

200

400

300

170

180

o || oo | =

120

0

250

100

G

= | = | —

= | = | = | =X

=2 || oo | B

containtes

330

= a2

L et I == o T o |
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]
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