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Chapitr el

Fonctionseaélle a une variablarélle
et th ‘'eame s de base

On suppose f: Dr —— R une fonctioadlle d’une variabéelté et de domaine dérdtion
Dr < R .On rappelle que f (Dr) = {y
€R,IX €EDr av ec y = f (}@st 'image deDpar f.

1.1 Rapp elsb efinition (Graphe d’une fonction):On appelle graphe de f, I'e

0 u x € Dr.Dans un plan rapport’e “a un rep ere (o, i, j) (g en’eralement orthonorm”

e).Les p oints M (x, f(x))
avec x € Dr constituent la courb e repr’esentativeeds & fidt(x, f (x )) :XEDr}.
D “efinition (P eriodicit e):f est dite p“eriodique s'il existe T > 0 tel que:i)Vx € Dr, (x -

D “efinition (Parit’e) : On suppose que Dr admet 0 pour centre de sym “etriei) f est dite
€ Dretf(a + x) + f(a — x) = 2f (a).Remarque :Si la fonction f est paire, impaire, p eric
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Exemple:

Soitf(x) = sin(x OnaDf =R,

f est periodique et demdde 2 De =[—m, m].

f estimpaire, donc ledomainesttide de f seraene "alp = [0, m]
D ‘e finition (Fonctions bam)n’

i) f est dite ma jee’(res pninoee) sif (P) est une partie mager(re spminoee) de
R ii)f est dite born”
ee si f(Or) es t une partie bemrnlR
Exe mples:1) f (x) = sin(x); festb orn’
eecaxER:—-1=f(x)=<1

2) f(x) = ex est non b orn’ee, mais elle et painor’.ca¥ x €R,0 < €.

Remarque:L'image d’une partie born ‘ee parune application n’est pas forc”
ement boee’
En effet si on prend : f (x }zix €0, 1]
on af:]0,11 —— R mais f(10,1]) n'est pas éern”

1.2 Limites1.2.1 D efinition et pr opr i et esPour xo € R, un intervall

o+ a[,0 "ua > 0,est agpa@akinage
de xo .Un voisinage de xo sera not e V (xo ). Dans toute la suite on supporsiequedh
voisinage de xo, sauf e ventuellement xo (c’est "a djfe: D {xo )\ {x
D “efinition.On dit que f poss”ede une limite / au point xo,siVe > 0, dne > 0; Vx € V

Il= €
On “ecrit alors limx-xof (x) = [ ou f (X) =x-x0 .Remarque: D'apr es la d efinition on a:l

(xo)\ {xo} =
f(x) €V (l))Th eor eme 1: (Unicit’e de la limite): S’il existe | € R tel que limx-xof (X)

D ‘emonstration:Supp osons que /1 = limx-xo f (X) et [2 = limx-xo f (x) avec h = |2 .Sc

——,d’apres la éfiunitionde la limitdrp >0 tel que:
Vx €V (xo) {xo}, |x = xod=n(|f (x)— 1] <€ et |f (x)— 2| <&)
== |1 = 2| = |1 =f (X)| + |F4}| <2e= |lL —/I2|; d’0 "u la contradiction et akors/
Prop osition 1Si f admet une limite | en xo alors f est born”
ee au voisinage dex
Prop osition 2 (lien entre suite et limite)&yuavBlence suivante:

pour toute suite{ls <V (xo)\{xo}qui converge verson a:nLin flun) =1




Démonstration:
=)Lilr)1(0f(x ) =l==V £ >0,3n >0; Vx €V (x0)\{ xo}, |Xx — xo0| <ne ==| f(x)— 1| <€

Or lim un =xo etne >0==3 N € tel quevn = N, |un — Xo| <ne.

Donc on a:Ve >0,aN €N ,Vn =N, |[flun) — 1] <

ce qui esequivale ntn[)iaglr(\)o flun) = 1.

<=)Supp osons que p our toute Sh‘j'ﬁe((k‘_jﬂ Un =X 0.== nljmo flun) =1).

Si fne p os s ede pas la limite / au ¢ ombura:
Jde > 0,tel quav0,3x €V (xo)\{ xo}, |x — xo| <n et |f (x)— 1] >¢&.
Donc p our tout entiedum, €V (xo)l{xo}, lun — xo| < —17 et|flun) —I| >e&.
== limn-+«Un = Xo et (f (un ))n Nne converge pas vers /. Ce qui estnggguf(de)e-t l.

Exemple :Si f (x) = sin(1x
-) anrsXI_igﬁ(x) n’existe paskn effetpour

Xn=%2nm 0 on a: f(xn) = sin(2nm ) =0
yn =3z = 0,0na:fly) =sin(2nn+;) =1

Prop osition 3(Op  eration sur les limites)Si limx-xo f (x) = | et limx-xo g(x) = [ alors1) i

— L

/
6)(f=g)==(1=1)7)(fsh=9g) == (l = limx-x h(x) = ). Exemple :f (X) = (x2 +1)2 +2x2x

I ——— )I(i_)ngf (x) =1
Comme 0=xcos! =|x| et limix| = 0, on a lirtx cog) = 0.
9(x) = 3 + x cos== limg (x ) = 3 + lifn cog) =3
donc limx-o[f (x) + g (x)] = 4, limx-o[f (x)g (3@;1 5%3 , limx-0 7 (x)

1.2.2 Limites "a droite et limites "a gaucheb efinition1) On dit que fac



On notelimf(x) =1 OEJLQﬁ (x) =l

-
X Xo X<X o

Prop osition 4 On aduivalence suivante:

f posede une limite "a droite et une "a gauche aetpbimt(x ) =/ = linf (x)

X X X Xo

Démonstration:
<=)limf(x) =/=V g >0,3m > Otel qudix EV(x0),Xx0 <x <X o+ ,«=| f (X)—I|=<

X—>X+

€ limxox-o f (x) = I=
=V € >0,3, >0 tel quévx EV(xo0), X0 =z ,e<x <xo=| f(x)—I|< €

On p ose n = minEnz,e) alorsvx €V (xo)l xo, |x — Xo| <ne,0na

X 0= N<X<X=Xo—Ip,e<x <xo=|f(x)—I|= ¢

ou
X0 < X<X¥+N== Xxo<x <xo+m..=|f(x)—I|< ¢
d'o'uVe >0, 3dne>0; Vx €V
(xo)\ X0, , X0 — e <X <X o+ne=>| f(X)—I|< €
=) fac ile “a v’ erifier, en utilis arfilgsions.
Remarque :1) Si limx-x+o f (x) = 1 et limx-x-o f (x) =/
2 avech =l2 alors f nadmetpas de limiteepx

2) [iMx-xo f(X) = [ & [iMx-x+o f(X) = [iMx-x-o f(X ) =/

1.2.3 Limites a I'infini et limites infinies
D “efinition:limx-xo f(X ) = +0 <= VA >0, dn > 0; Vx € V (xo0 )\xo0,]|
X —xo| <n==| f(x)| >A

limx-xo f(X) = —0 &= VA >0, 3n > 0; Vx € V (x sdonadx-f (x )<—A

D efinitionlimx-+«f (x) = [ &= Ve > 0, JAe > 0, X > Ae == |f (X) — I| < €limx--f (X) = | ¢

7 =+ x©,
2) limxeos(xy = 0 etim (1 cos x) = 0.

Formes ind ‘etermin ‘ees:D “efinition :Dans le calcul des limites, on app elle forme i

etermiaé toute situation quonduit "a un
cas 0 ulesth’eor eme s p ortant sur le s op“erations sur le s limites ne p ermettent p
Les formes ind “etermin“ees les plus courantes sont:

0022 00X ,—00 +00,17,0%0", 0, etc ....



Exe mple:
Sif(x)=sin(x)etg(x)= xxailoo?SMth 0 e)(’gl(;gw(x ) =0.

. f(X) i, Sin (X) . . .z
On dit qug(_l)lorgu(x) =lim est uneformeinetermiaé de la fornfe

X

1.3 Continuit’e et th 'eor e me des valeurediidmaen’

1.3.1 D efinitions et Notations:Soit f une fonction r’eelle d’efinie sur une pa
suivante: f continue au pointx

| 0

Pour toute suite )y d'éEéments deD quiconvergevelfﬁ%dﬁimo flun) = f(xo).

Démonstrationl) Supp osons f continue au p @intx
Ve >0,3n >0, tel que:Vx €D, |x — xo| <ne =| f (x)— f(x0)| <€.
Si lim_un =xo, pourn >0, IN €N, Vn = N, lun — X0l <ne.
Ce qui impliquéf(iun) — f(xo)| <€ et alorslim f(un) = f(xo).
2) R ecipro quement, si on supp ose que f est discontinuepy,amn @ointx
de > 0, Vn > ®ED, |x —xo| <n et |f (x)—f(xo0)|= €.
En particulier, VrE, 3un €D, |un — Xo| < 717 et|flun) — fixo)|= €
La suite(un)n converge vers xo et la suite {f.(me converge pas versf(x
Exemple:1l) f(x) = e-

2six €R*

1 six=0
_ 1

f est discontinue enO,cz):w([)(I)iﬂ!nx2 =0 ="f(1).

2)Mais lafonction x = & weytétre prolomg par contineitinsi la fonc tion g (x )=
€-2six ER*

. est continuesus.
0 si x=0 ‘R

D ‘e finition:
On dit f est continue "a droite (re s@.gauche) au poinpsi limf(x ) = f (x)(re sp.

X Xg

limx-x-o f (X) = f (xo))Remarque: f est continue dans l'intervalle [a, b]

si elle est continue en tout point x de
la, bl , "a droite de a et "a gauche de b.

Prop osition (Op eration sur les fonctions continues)
1) Soie nt f et g deux fonctions continue s aw,pabdnsx
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i) ||, f+ g, f—g etf X g sont continues enx
ii) Si g (x) = 0 au vois inagendtxg(x) = 0, aloré est continueenx
2) Si f est continue au point xo est g est continue au pahtafdrsg° f est continue
au point xo .Exemples defonctions continues:1) Les fonctions polyn"omesP (x) = ar

Cas de la fonction sinus : f (x) = sin(x).Pour tout x et xo € R, on a :sin(x) — sin(xo ) = 2

—) costy®)

Or p our tout u € R, | sin(u)| = |u| d’o "u] sin(x) — sin(xo )| = 2| sin( x-xo2
—)|X 1=|x—xo|

donc Ve > 0, dn = ¢€; |X — Xo| < n == | sin(x) — sinkxe Mokt €.
Ainsi la fonc tion sin(x) es t continue s ur R.2) Les f onctions “el“’e mentaires sont c ont

efinition resp ectif.
par exemple: la fonction: x —» ex est continue sur R et x — In(x) es t conffiue sur

1.3.2 Th'eor e me de s valeur s interm “ediair es .0On admet la propri”

e et ferm:”
Th eor eme 1:Soit f une fonction r’eelle d’efinie et continue sur un intervalle ferm’e

f(x1) = MRemarque:Soit f: [0, 1] =R d efinie par f(x) = 1x

- six €0, 1]
1 six=0
fn’est pas continue en 0 et F([0,1]) = FOH; [.
Ainsi I'image de [0, 1] par f n'est pas born“ee. Dans ce cas f n'est pas continue sur |

Th eor eme 2 (th eor eme des valeurs interm “ediaires):Soit f une fonction d”efini
eelstric te ment compris
entre f (a) et f(b) (c'est "adire.f(a) <y <f(b)ouf(b) <y < f(a)).
Alors il existe au moins un point ¢ €]a, b[ telque f (c) = y.D emonstrationSupposo



a€E== E= . De plus E est ma @par b, Donc E admet une bornesepfe neg

c. Comme c est un ma jorant de E eta
€Eona c=a.

Comme c est le plus petit ma jorant de E enbac

Donc ¢ € [a, b]. On va montrer que f(c) = .

- Supp osons f (c) <y, alors ¢ < b.Posons alors ftx(ey > O:

puisque f est continue en ¢, odca€]c, b[ tel que f(€)f (c) < a.

Cequienta’inef(c) < a+ f(c) = y et atoEset c >c.

Donc ¢ n’est pas un ma jorant de E ; ce qui est absurde.

- Supp osons f (c) > y, alors ¢ > a.Posons alors =y & &):

pwsque f est continue en ¢, odcd<la, c [ tel que<]c”, c[, f (9 f (c )>—P.

Ce qui entra”ine f (x ) > f &)}y, Vx €1c”, c[ et alors c"majore E et c" < C.

Donc ¢ n’est pas le plus petit ma jorant de E ; ce qui est absurde.

conclusion: f (c) = y .Remarque: On p eut r'es umer les propri’et’es des deux th”’

eoeEmMe s pEde nts:
"L'image par une fonction continue d’un intervallefeomé est un intervalle feem’
born“e”.Exemple:Soit f: x € [-1, +1] —— |x| € Rf est continue sur [—1, 1] et f([-1, 1

dc €la, bfelque
f(c) = 0.Remarque:Dans le th ‘eor’eme des valeurs interm ‘ediaires, le point c n’est p:

En effet pour f(x) = sin(x) dans [0, 4rt] ,on a:sin( n2

-). sin@)< 0,
et sin(m) = 0, sin(2m) = 0 et
sin(3mr) = 0.
Remarque:Soit f: [-1, +1] —> {0, 1} d°’
efinie par f (x )= 0 S| x=0
1 six=0

Onaf([—1, +1]) = {0,1} n'est pas un intervalle car f n’est pas conrtinueldur[
Exemple :Soit I’ "equation f(x) =0, o'u f (x) = x3
+x%+3x—2.

fest continuesurR, f(0) =—-2etf(1l) =3doncf(0)<0<f(1).

Donc d’apr es le th’e or eme des valedids ieserinéxistéqdo, 1[ : f(c) = 0.

Remarque : Une des applications du #meodes valeurs inteaheiresle calculap-
pro ch’e d’une racine. En reprenant I'exemple pr’ec edent:

- Sion p ose a1=-0=13, ona ()= —% <0 = A 1) (1) < 0.

Donc il exis te ¢ €12: f( ) = 0.

-Sion posea’z_ﬂ 4’ Onaf() 4>0=>f(%)f(2)<0

Donc il exis te cEjz c)=0.
Donc n’imp orte quelle vaIeur dprisest une apprOX|mat|on de I’'une des racine s de f,
qui se trouve dans cet intervalle , aveeciséqrde 25% gar3 = = 0. 25



1.4 Deriwe s et Hoieme de s accroisse ments finis

1.4.1 Definitions et Notations:

On considre | unintervalledg.
D “e finitiorBoit f;/ —- R une fonc tiorfilie auvoisinage de&/.

Onditque f est dérivable eng si le rapp of XX:)f(OX admetune limite dams lors que
X —— x0.0n “ecrit alors: f (xo0) = limx-xo f(x) —f(x0)

X — Xo
f(xo ) est app el’ee la d eriv’ee de fau p oint xo .Exemple:Si f (x) = x2, Vx € R. r(x)-r(

X T f)=f(xa) _
-x0o ~ X—Xxo X+xoet alors f (¥)= I)!m(o X=Xo =2Xo

Remarques:i) Si on pose x = xo + h alors x —— xo & h —— 0 et f (xo ) = limh-0 f(xo +h)—f(

i) Si f est d"erivable au point xo ,et si on pose-&-{h}=-—+pwfyxif)xodh ax(h)—— 0
h-0

carf(xo) = |imh—>e—f—(*e—|-h):f(£((}47) h__o, 0:

et alors on peut’ecrirexl=Lxl £ (x ) 4 g(h) avec £(hy2 0

Propri’et’e :Si f est d erivable au point xo alors f est continue au p ointx
0.
D ‘emonstration:Si f est d "erivable au point xo , alorsf (xo + h) — f (x) = h[f (xo ) + &(}

__)O
h—-0

== |limn-o[f (xo + h) —f (x)] = limn-o h[f (x
0) + &(h)] =0

== limn-of(xo + h) = f(x) =f est continue au pointx
0

Remarque :La r’eciproque de la propri ‘et e pr’ec ‘edente est fausse.En effet, la foncti

0
fix) —fO)x [x]  —1six<0
-0 x  +1lsix>0
== |limx-0- f(x ) — f(0)
=-1
X
et limx-o+ f(x ) — f(0)
=1
X

donc+ter-#op’admetpasdelimitelorsques 0

Inte rpr’etaticapgeétr ique:
Soit Mo |xof xo) etk deux points de la courb eessmtative de f:
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on a: x —Xxo =MoH et f (x)— f(xo) =y —yo = MH

La fonction g (X )=y =¥ repesente le co efficient directeur de la didjiteM

g (x) est la pente de la droig&V

On dit que la droite Mo M de p ente g (x ) tend vers une droite-limite d@.pCéase f (x
la tangente "a la courb e au p oint Mo .Posons x — xo = Ax :accroissement de la variabls

f (x) — f(xo0) = Af (x) :accroissement de la fonction.

Il vie nt: f(x0) = liMxoxo fea—fxex =|im 2%
~X0 Ax - 0AX
Equation de la tangente “a la courb e au p fint Mo|

y —f(xo)=f(xo)(x 9 xo

D ‘e finition : D eriv’ee "a droite et d"e riv'ee "a gauchei) On dit que f est d“erivable
0 Si

X—X0

liMux-sx—of£bei- (faspy ectivemelimn L=Tb0)) o yjste;
X_)XO

on note fy (x0 ) = |im*j;-oe-f-((¢efsjp?é€tivemen}(5<o)= Iim+—(—)—‘—“f Xxif(ox ).
X Xq

i) On dit que f est d erivable dans [a, b] si f est d“erivable en t&da,polirdiivable
“a gauche au point b et d erivable "a droite au point a.Remarques :i) si f est d “erivable

o) alors f est
d’erivable en xo .eton a: fg (xo) = fa (xo ) = f (xo0 ).ii) f peut “etre d erivable "a gauche

— = —letf 40) = lim ¥ =1

X=X

donc fg (0) = fa (0) = f n’est pas derivable au point 0.1.4.2 Op "erations sur le:

uv —vu

- est @fivable sur/ etona: |, ="7;
2) D eriv’ee logarithmique :Soit f une fonction d erivable et non nulle sur /,0n a

D “eriv’ee logarithmique d’un pro duit de deux fonction:
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On considre de ux fonctiomsidables u= 0 et v =0
(uv) uv+vu u v
= ="+

uv uv u v
D “eriv“ee logarithmique d’un quotie nt de deux fonctions:

(v _u_v

u v

v

3) D eriv’ee d’une fonction compos ‘ee :Soit f et g deux fonctions telles que: f:
—— R, avec/ cK
Si fest d erivable en xo € | et s i g est d erivable en &j=afdpsg)° f est dErivable
enxoetona: (g e f)(xo) =glf(xo)] x f(xo0).D’emonstration:Ona: (g ° f)(xo+ h) —
glf (xo)]= klg [f (x0)] + €2 (k )]= h[f (xo) + (h)][(g f (x0)] + £2 (k ))]= hf (x0).g f (x0) + he:

=g [f 00)]Xf (x0)

4) D’e riv'e e d’une fonction r’ecipro que:
Soit f une fonction d efinie continue s@riaupp ose que sa fonadro’ que g =Ff
existe.Si f est d “erivable en xo et f (xo) = 0, alorsi) g est d erivable en yo = f (xo)ii) et o

S e (F7h) ()= i lyey €19 W)= 7oy

D emonstration :xo=g (yo) e yo=f(xo)x =g (y) ® y = f(X)g(y)-glyo)y

_ X=XQ _ 1
—yo T f(x)=f(xo) T fld=flxo)

X=XQ

g (yo) = limy -yegtri—g tiipn -

1 _ 1 _ 1
f(x)=f(xg) — lim f(x)=f(xg) — f(x o))

X=X0 X=X0

12



1.4.3 Théoeme de Rolle et applications:

Théoeme de Rolle:

Soit f une fonction continue sur un intervalle ka,pgb]dérivable sur I'intervalle ouvert
la, bl e enifiant f(a) = f (b ).

Alors il exis te au moins une val&ach[ telle que f(c) = 0.
D ‘e monstration

i) Si f est une fonction cons tante alors f (x¥x&a, b[ alors tout&]a, b[, xearifie la
proposition.ii) Si f n'est pas constante sur ]a, bl[, f’

etant continue alors f ([a, b]) = [m, M] avec

M =sup f(x)m=inf f(x) et m=M
X€la, b] xSa, b]

puisque f(a) = f(b ) et m = M alors I'une des deux valeurs m ou M est I'image par fd’
point de l'intervalle ouvert ]a, b[. Supposons qu’il s’agit de M; il existe alors au moins L

c €la, bl tel que f (c) = MPour x €]la, b[, consid “erons le rapport rx)-
f(c)

X—C

Six>c, f(x) — f(c)é(

X0 tim TX=HO _p ey <0
—-C x-ct X—C
Six < C,M(CZ)’EP lim M)=f(c_) =0

—C el X—C
f “etant d“erivable au point ¢ €la, bl, alors f (c+) = f (c-) = f(c) et

f(c) =0f(c) =0=f(c) =0G en’eralisation: Extension du th eor eme de RolleS

erifiant

l[imx-a+f (@) = limx-b-f (b) = +o (ou — »)Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, bl tel
R.Ona:f(-1) =1f (1) mais f(0) = 013



1.4.4 Théore me des accr oissements finis:

Théoeme:
Soitf une fonctionafinie,continue sur un [a, bdrdtable sur ]a, b[
Alors il exis te au moins une val&lacb[ tel que:

f(b)—f(a)=(ba)f(c)aveca<c<b

D ‘emonstrationPour tout x € [a, b], on pose:

f(b)—f(a)
b—a X

Comme f est suppos ‘ee continue sur [a, b] et d erivable sur ]a, b[, ona

¢ est d efinie, continue sur [a, b] et d“erivable sur ]a, b[. De plus ¢(a) = ¢(b) = 0.
D’apr es le th’eor’ eme de Rolle appliqu’e "a ¢: Ic €]a, b[ tel que: ¢ (c) =0
Comme ¢ (x ) = f (X }=+fonba: ¢ (c) =0= f(c )= "L

b-a
= f(b) — f(a) = (b — a)f (c).Interpr’etation g 'eom ‘etrique:Soit A(a, f(a)) etB (b, f

¢(x) = f(x)-f(a)—

s pente deAB

Le th eor' eme des accroissements finis affirme I'existence d’au moins un point M (c
la courbe Crdistinct de A(a, f(a)) et de B (b, f (b)) pour légti@hgente "a la courb e est
parall ele "a la p ente AB .Autre forme de la formule des accroissements finis

C€la,ble=.a<c<be=>0<c—-—a<b-a=>0<ca
—,; <1 = on peut trouver&l0, 1[ tel que

0

;a=6=>c=a+9(ba)

oy

—a
Sionposeb—a=h=c=a+ 6 hetlaformule des accrois segaearis finis s’
f(a+ h)=f(a)+ hf(a+ 6h)avec0 <0<l

Th’e or eme: For me g e n’erale de la for mule des accroisseme nts finis

Soit f et g deux fonction v erifiant les hgpeotln tbkdeme des acc roisse ments finis sur
[a, b] et g non nulle sur la, b[.Alors il existe au moins une valeur ¢ €]a, b[ tel que:f (b)

D e monstration:On a: g (b) = g (a), sinon d’apr es le th’eor eme de Rolle,
dc €]a, btelque:g (c) = 0 (en
contradiction avec g non nulle sur ]a,b[).Soit ¢(x) = f(x) —f(a) — fb)-fa) g(b)
-g @9 (xrg(a)l
¢ est d’efinie, continue sur [a, dr]\abde sur ]a, bl et ¢(a) = ¢p(b) =0
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Donc d’apas le thkbeme de Rolle il exis téta, b[ tel quep (c ) = 0.

Comme ¢ (x —f(x)jﬁg( ) ona
¢ (c) = 0 = rierg (o L@

g (brg (ay

Exe mple d’ appl|cat|on dedire de s accroissements finis

1) Montrer que pour 0 < a < b, on aelgasiéd’ =2 < Ar ctg (B)Ar ctg (a)<x3.

On applique le th“eor’ eme des accroissements finis p our la fonction : f (x) = Ar ctc
[a,b] : dc €]a,b[ tel que f(b) —fla) = (b — a)f (C)f (X) = 11+x

; = Ar ctg (B)Ar ctg (a) = tha)13z,¢ €a, bl
C€la,b[20<a<c<boar<c<b:Z2k4aciet 1+ > 1+

Doncrisa> 17 et 15 <132

beas < Ar ctg (B)Ar ctg (a) <52

2) En d eduire que : n4

— 45 < Arctgf)< T+

On pose b =et a=1 = Ar ctg (a)

4 4
= _, 371 o
=n4- + ap < Arctgf)< §+°3
==n4

|h||,:,

—+ 5 < Arctgf)< 5 +3

Cor ollair e :i) Pour qu’'une fonction f soit constante sur un intervalle I,
il faut etil suffit qu’elle
ait une d’eriv’ee nulle sur / .ii) Pour qu'une f onction f d erivable sur un inte rvalle I, s
ecroissante)
sur [ ilfautet ilsuffitque f =0(resp f = 0)surl.iii) Soit f une fonction d efinie, continue, d’
f >0 (resp
f < 0) sur/ alors f est strictement croissante (resp d ecroissante).Remarque : La r’ecip
existe au moins une valeur ¢ €]x1, x2 [ telle que:f (x2) — f(x1) = (x2 — x1 )f (c) = f (x1)

ﬂ_z)_(_J_l_O

2—X1 X2—X1

20 = FO)=lim,
R ecipro quement :(f = 0 = f croissante sur/ )(x1, x2) € 2, x1 = x2 . SUpPp 0SONS X1
1,x2] est d&finie et
continue s ur[x1, x2 ]; elle est d’erivable s ur ] x1, x2 [. Doneakape asd®ihsements
finis, il existe au moins une valeur c €] x1, x2 [ telle que:15



f(x2) —fix1) = (x —x1)f (c)

Orf(c)=0etx2—x1>0, 8w —x1)f(c) =20 = f(x1) = f(x2) et f est croissante
sur.1.5 D eriv’ees d’ordre sup ‘erieur et r

egle de I’Hospital

1.5.1 D eriv’ees d’ordre sup ‘erieurD 'efinition :Soit f une fonction derivat

D’une fa,con g’en’erale, la d eriv’ee meme de f, app el ee aussi d "erfirge gaprdre |
la formule de recurrence : f(n) = (fin-1 ) ,¥Yn = 1 avec f() = f.Exemples :1) Pour tout |

-)
f(x) = sin xf (x) = cos x= sin(x +n2
-)
f (x) = sin x= sin(x + 2n—)
...fin (X) = sin(x + nm2

—)
2) Sipourtoutx €R, f(x) = xp, avec p € Nx alors,p our tout n € N et p our tout x € |
—1)(p—2) ~(p—n+ X"

f(x) = Xp, p € Nxf (x) = pxp-1...Fim(x) = p(p—1)(p —2) - - (p —n + L)xp-nSin =p —>f

Formule de Leibnitz:Soient u et v deux fonctions n fois d “erivables sur I(uv)n) = un) "



- fX) L fx)=f(a) _
(L) Jimge == IiMgtrg@=!

2) limx—a+f i LX=f(a) _
(2) liMxoa+f (2 axdxs X'J,glg(xrg(a)—m

D ‘e monstration:On applique le th“eor’ eme des acc roisse ments finis g~
ereralie’sur l'intervalle [a, x], il existe au

moins ¢ €la, x[ tel que—+po—£rtalé%)
—g(@ — g(a)°

. . —_ + . f(x)—f(a) = i fc — i f(x
Puisque ¢ €]la, x[, si x a+ alessg' et Xurg g (1o (2) C'LrQJ_Lg o )!'_,@_(_Lg g

Comme cons ‘equence imm ‘ediate on a le corollaire suivant:Corollaire: Soit xo € [a, |

[a,b]\{x0}. On suppose que f(x) =0 et g (x) =0 pour tout x €]a,b[\{xo}, On a alors:(1)
=l = JimgGre e =/

2) liMxosor L FO0=F ) _
(2) tredbs lIMgtrgm =

Exemple: 1) Calculd&ifsox,
On a une forme ind etermin’e de 1g.forme
f(x) =cosxetg(x) =1= limx-ofrixgle = limsiox =1,
2)Calcul de lifrgo-sin x-xx -7
On a une forme iatErmia de la formg
limx-o f (). -
_(=)|}%1éxb§))(g 1
En effet f(x) = sinx— x= f(0) =0

g(x) = x3 = g(0) = 0f (x) —f(0) g(x)
_Sinx—x
-g(0) X
f(x) = cosx— 1etg (x) =3x2=limx-of(x) g (x)

Appliquons une deuxi’eme fois la r’egle de I'hospital:f (x) = cos x — 1 = f(0) = 0g (
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Attention:
Avant d’appliquer laegle de I’'Hospital,il fautevifier toujours les hypestles.

La r e gle de I'Hospital p ermessaladre un &s grand nombre de formestmdmers$ (toutes
cellesdela for@né_ﬁ% et toutes ce lles qui s’y eamnt)Mais elle a quelques incemments:

1 - Avant de I'appliqueil, faut savoir si'on est dans des cas d’applic ation de @gtéeou de
ses g en’eralis ations.2 - Il faut calculer des d e riv’

ees de fonc tions

3 - Son utilisation de mande parfois des astuce s dans lada rienld'quotient etpidutetre
n’ ecess aire de transformer ce quotient avant de lui applicagge cette r’

4 - Elle ne marche pas toujours:L’ “etude de limx-ox2 sin( 1x
~) ne se fait pas par lagle de I'Hospital.

1.6 Formulede Taylor

1.6.1 Formules de Taylor et Mac-Laurin.

D “e finition : Soit f une fonction num“efigie slir un intervalle/R.
i) On dit que f est contin “ument d“erivable sur | sialieadde @&t sedieef est
continue sur / .ii) On dit que f est n fois contin “"ument d erivable sur / si elle est d’
erivable n fois et que
sesd’erivieesf, f, -, fn-1, f(m sont continues ;). dA ditalors que la fonction
f est de classe Cn .Si f est un polyn"ome de degr’e n c’est "a dire:f (x) = Pn (X) = an Xn -

X +ao.

Ona:f(0)=ao.0rf(x)=nanxn-1+ (N — 1l)an-1 xn-2+ ...2a2x +a1r=7(0) = a1.Den

2.

De fa,con g’en’erale, et apr es k it erations, (par r’ecurrence ) on voit quef ((0) = k!«

£(0) (0) " £k (0)
m X' = k! X<,
k=0

—x* 4.+

Peut-on g en’eraliser ce tte propri’et e "a une fonction f "quelc onque”?D’apr es le th

[0, x] et d erivable dans 10, x[, il existe c € 10, x[ : f(x) = f(0) + xf (c).Plus g en erale



i) fest n fois contin"umeetivkble sur le segment [a, bl.
ii)f "1 existe sur I'ouvert la, bl[.
Alors il exis te au moins un p ¢ipicb[ tel que:

f(b) = f(a)+ ba (b—a) (b—a)

b— a)“
TRARAETY K! '

n+1

(k)
f™(a)+ (n +1)!

f(a)+..+

Remarques :1) Si n = 0, on retrouve la formule des Accroissements finis : f(b) = f(a) +

2) Cette ‘egalit’e est appel ‘ee formule deTaylor "a I'ordre (n+1) dans [a,b].La form

fn+1(c ) est appeéste de Lagrange.
Si f est un un polyn“omededegrn, le resteR, est nul.

D e monstration:On consid  ere la fonction p olyn”“omiale suivante:

Pn(x)="f(a)+ (x —af a—)5+_—af .. %f (3 )+ (xnla)” @)

on a degr’e( Pn) = n.On remarque que Pn(a) = f(a) etPn(x) =f(a) + (x — a)f(a) +- - + (.
(x—a)""

(k) S Ca S = ) S
Z 1)1 fa)+- + (n—1) (a)

On adonc: Pn (a) = f(a), Pn(a) = f(a), - -, Pwn (a) = fw(a), - -, Pmn (@)55f
Pn peut s’ “ecrire sous la formePn(x) = Pn(a) + (x — a)Pn(a) + (x — a)2 2!

(x a)k (x—a) (n)
o P@) e+ (a)

On consid ere la fonction ¢n d efinie par:¢n(x) = f(x) — Pn(x) — an(x — a@)n+1 (n + 1)!

P.(a)+ +

0 u an est une constante r’eelle choisie de telle sorte.th)es), c’'est a direa, =
(flb) — Pn(b))—e_ﬁ;)—m(b

La fonctiong est @&finie continue sur le segment [a,apivetbtE sur ]a, b[ et on a:
¢n(a) =g(b) =0

D’apr es le th’eor’ eme de Rolle, il eX|ste au moinsuakyvaleelte qu;(c

La d eriv’ee de ¢n est ¢n (x) = FE)(x n‘%)— la fonctiong, est contmue sur le

segment [a, cn] et d erivable sur la, cnl, et qui v’ erifie;fehad) =@ En appliquant le
th’eor’e me de Rolle "a la fonction ¢n , il existe au moinsun€laz¢datle que:

¢n(Cn—1)=0¢n(X)=f(X)—Pn(X)—an(X—a)n—1
(n—1)!
On continue de mani e re analogue en appliquant succ essem®ee Relth ’,‘,aﬁ?’,

19



Ainsi on a I'existence des pointscn-2, ...,é puisa telles que:
G-1€la,6[, G-2€la,a-1l, ...,¢€la,al,a €a,al
aveco

n(G-1) =0, ........... %(cl) = 0.
Comme ¢ (x ) =f ™ (x) — P (x) — an(x — a), 5" est continue sur le segment][etc
d’erivable sur 1g.etion a¢” (a ) =¢" (a) = 0, on applique ledke de Rolle:
Il existeaumoinsune valeur€la,al telle que r(’ﬁrl (c)=0.

Or ¢in+1)n (X) = Fin+1) OPHY () —
et degr ‘e(Pn) = n ==, (P yix1) = Ov’x )= ¢ (x ) =F"V(x) — an;
donc ¢ (n+1)

n(c)=0==f"Vc)=q

d'o "uén(x)=rf(x)—P

— a\+1
”(X)_—()((n _f;_)| (n+1)(C)
==>nb=fb—Pnb—+—l
¢ ( ) ( ) (%f(n-ﬂ')(C) =0

car an a “et’e choisi de telle sorte que ¢n (b) = 0f (b) = Pn (b) — (b — a@)n+1 (n + 1)!

——fF"* () :CQla, bl

d’'o u la formule de Taylor “a I'ordre (n + 1)f(b) =fla)+b— a 1!

(b ay (b— a) b— a)”
2! k! '

n+1
f ( ) I(b a) f (n+1) ( )

- (k)
f(a)¥ f™(a)+ (n +1)!

——_—f(a)+..+

Autre “ecriture de la formule de Taylor "a I’ordre (n+ 1) :En posant b—a= h == |

—f(a )+h—2f(a)+- --+h—kf"<’(a)+--+hnf '(a )+L+1 n+l(c) cEla, a+h[
2! k! n! (n +1)!f !

Autre forme de la formule de Taylor "a l'ordre (n + 1):c€la,a+ h[==0<c—-a<h,
— <1==3 6 €0, 1[,6= .2 = c = a+ 6h

f(a+h) =f(a)+ p 1L KW h h WY e
lb 2I( a)t+ - +l<'f @)+ +, f (a)m!f (@ +6 h),6 €0, 1]

Formule de Mac-Laurin :C’est le cas particulier o'u a= 0f(x) =f(0)+x 1!

—f(0)+ 2f(0) —kfk>(0)+- --+X—nf‘”)(0) X (e ) ,q0, x|
2! k! n! (n +1)'f

+x 11 _2 Xk (K) X XM o

’f(lo f k,f (0)+ +n!f (0)+(n +1)!f (6 x),0€60, 1]
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1.6.2 Exemples:

Formule de Taylor de quelque s fonctions usuelles p our x au vois inage de 0 : (Pour les
au voisinage de a,il suffit de p ose Fxakx

1) f(x) = eCommef™(x ) =& etf "(0) = 1, on a:

& =1+ x+%5 +..+ 5+ 555%™, avec 0 < c < x.

2) f(x) = sin(x). On a f (x) = cos(x), f (x) =— sin(x),

f2p) (x) = (=1)p sin(x), fp+1) (X) =APcos(x

donc f2p)(0) =0 et f2p+1)(0) = 1. Ainsi sin(x) =

3 5 -1
—L+ o4+ 5 p+13(2p+1+[‘—)p—2 i2)5in(c )RS avec 0 < ¢ <|x.

De mardre analogue on a:

cos(x) =F %5 +% +..+ ‘—E 2"+[ 5 pi1 ros(c )& avec 0 < ¢ <|x.

3) Pour les fonctions hyp erb olidm(es)=i"3ﬂ et sh(x)=‘°x—“’—_2_x :

Les d eriv’ees s4uccesszlves de chx sont: sh(x), chx, shx, chx,.....ch(x) =1 + x2 2!
—+ 5+ 1—2n+1§h( c),avec0 < c < x.

2n+1 2(n+1)

ShX) = X +q3%¢ | 20 4 2Pl ch(c ),avec 0 < € < X.
4) f(x) =2z On a:

f(x)= a2 i f ™ (x )= gogmt doncf™(0) = n!.

Ainsi : 11

=1+ x+X+ X+ X avec O0< c< X,

5) Silx| <1, f(x) = log ( x) es t bierefinie et on a:

f(x)=—1%, .fR(x)=—155 donc

1-x

f(0)=-1,f"(0) = -1, f3(0) = ...... (Gyes —(k— 1)1,

Ainsi pour |x]| < 1, log(1

2 n
1
—X)= —x—% — ... = —iwga X Ttavec 0< c< x.

6)Pour touta €R, soit f(x) = (1 £ x)On a:
f(ix)= a (1 +%V, ..., (et par recurrenc&fx ) = a (& 1)...(a— (n —1))(1 +x¥".
doncf™(0) = a(a— 1) (a—(n—1)) etdc€]0, x| tel que:
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ala-1) ala=1)... (@n+1) (@-1).. (en) .
(1 +xF =1+ Sx+ 572 4, 4 slesthadantllyn 4 adazdbotfanl (1 4 @n=1x7+1 qvec 0< c< x

Cas particuliers:

LIPC] —x +x% + ... 461X +Ax "
avec A =_(é+p£ﬂil!et O<c<x.

(1+ CI)+2
HAY v . ala=1)... (ep+1) _ 1(=1)(=3)..... #2p+3) __ —11.3.... ..(2p3)
(ii)Si a= 12; Vit R = 14 pI2 =(-1Y" 53 an
- 1 1,2 -11.3.5.... .(2n3) 1
X — X+ ... +E1) 2.4.6....(2%)” +Ax "™

avec A= (—1)ﬁ—173m+2ﬁ—1>—27438ﬁ-(ét@><c<x.
(1+dt2

1.6.3 Application de la Formule de Taylor au Calcul exiquie:

Si f est une fonction de class e C n+1 au voisinage de a:

f(a + h) = f(a) +_h ! h_z h_n (n) hn+1 (n+1)
f](a )+2!f(a)+ +n!f (a)+(n +1)!f (a + 6h),6€]0, 1]
On suppose connue les valeurs f (a), f (a), -- -, fim(a).On prend pour valeur approch”
_f(n)(a)
Si on pose, g(a) = f(a) + hf(a) +- - + hn
—£(n)
n!f (a)

L'erreur commise est f(a + h) — g(a) = hn+1 (n + 1)!

f"*(a + oh)
L’erreur commise e st donn’ee dencarthiugm+1 9h)

a<a+6h<a+h
Donc, si M est un majorant de fn+1)(@ + 6h) sur la, a + h[ ona

|fine1) (@ + 6 h)| <M

[hns () g < LA

+OM< M

Donc f (a + h) est “egale "a g(a) avec une erreur ebeulm‘%ﬁfj%M
Exemple :Calculer sin(31:) "a 10-6 pr'es sin(30:)= 12

-=0.5
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sin(fa + h) =sin(a) + h ces% )sin( + cos(a + 6h)

h=1.=masaa Q, 0174
30.) =
c0s(30-) 54 _) 8660

0. 0174 0.017% 01734
sin(31y =
)= 0.5+0.0%8. 8666~ X 0.5~ %+9188

| 0.01743 3 +o-L | <107
cos 188

donc "a 10-6, s in(31- ) 0.513550.(La valeur fournie par le logiciel MATLAB est sin(3
") 0.51503807491005).
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Exercice:Calculer une approximation de Arctg (1. 00F)p@4l0

1.7 Fonctions ReEcipro ques (ou inverses)

1.7.1 Rapp els:

Soitf une fonction@finie sur un intervalle I, on rapp elle que:
(1) f est stric te ment croiss ante si (< g < f(y)).
(2) f est stric te mertmbis sante si ( x <= (x) > f(y))
Remarques:Si f est une fonction strictement croissante de [a,b] dans
R alors

Vx € [a, blsax < b== f(a)<f (x) = f (b)

d’o’u f (a) est le minimum (f (a) = M) Btest le maximum (f (b) = M).
Donc [f(a), f(b)] = [m, M] = f([a, b]).De m~“eme si f est strictement d "ecroissante d
danspr, on a [f(b), f(a)]l = [m, M]=
f([a, b]). Th eor eme:f est une fonction continue et strictement croissante (resp.

décrois sante) sur un inte rvalle
[a, b],alors f est une bijection de [a, b] vers [f (a), f (b)] (resp. [f (b), f(a)]).

d ‘'emonstration:Si f est une fonction continue et strictement croissante sur I'intervall
alors,d’apes
le th”’eor’ eme des valeurs int ermediaires, f ([a, b]) = [f (&), f (b)]== f est surjective d

[a, b] —— [m, M lalors f admet une fonction reciproque not’ee f-1 avec f-1:[m, M] —=
(a), f(b)1.Soit x, y € [f (a), f(b)], a-t-on, x < y == f-1(x) < f-1(y)D "emonstration par I’



Soityo €[f (a), f (b )], montrons quefst continueeny Il fautmontrerque
Ve >0,3n >0 tel quely — yo| <n==| f 1(y) = f ()|

yo € [f(a), (b= xo0 €[a, b] tel quex=f ~1(y).

Posons y1 = flx— €) ety2 = f(xo +¢€)

f “etant stricte ment crois sante nous donne

Pour tout xo € ]a, b[¥et>0, ona: xo—& <xo <Xo +&

Comme f “etant strictement croissante dans [a, b],

X0—E<X0< X0+ &xo—¢€) < f(xo) < f(xo+ €) i.ea <yo<y2

D'autre part, |y —yo | < ne~<y—yo<n © yo—n <y <yo+n

Pour n = min {yo — y1, yak¥W — Yol <n = yo+n <y2 etyi1 <yo—n

Do'u:yi<yo—n<y<yo+n<y

==f-1(y1) <f-1(yo—n) <fa1(y}sf+ n) <f )

== X0—&<f-1(yo—n)<f-1 (y‘)16/6+ n) <x +€

Or xo = f-1 (yo) d’'o’uf-1(yo) — € <f-1(y) < f-1(yo) + € == |f-

Hy) = Hyol) <e.
Graphe d’une fonction r’ecipro que :Dans un rep ere orthonorm’e le graphe de f-
ecipro que de f, est lestyimque
par rapp ort "a la premi ere bissectrice (droite y = x) du graphe de la fonction f.
Exemple :SiVx € R+, f(x) = x2 alors f-1 (y ) = Vy est la fonction r’
- ecipro que de f (x) &x
Pour yo = f(xo)f (x0) = 2x0 == (f—1(y0)z =1f(f

“Lyo) T 2 yo-

1.7.2 Exemples de fonctions r’eciproques.

1) La fonc tion f: x € R. —— ex € R+ est une fonction continue et stric te ment croiss al
fonction r’ecipro que est par d’efinition la fonction In; R+ ——R

2) La fonction r eciproque de la fonction sinLa restriction "a [— n2
-, 21 de la fonction y = sin x est une fonction continue et strictement cr
sante de.[-; 57— [-1, 1]
Elle admet donc une fonctiecipfo que continue et strictement croissadd,rastn.

Arcsin 1, 1+-[-3,5

Ar c sin(x) est I’arc dont le sinus est x. C’'est la fonction r’ecipro que de la fonction s
celle -ci est d"efinie de&f=# -1, 1].
X = Arc sin(y)—1 =y =1 &= y= sin(x)
—m=x<73
3) La fonction r ecipro que de la fonction cos
La re stric tion "a [0, m ] de la fonction y = c 0s(x) est une fonc tion contitreésstaiatee me
de [0, n] ——= [—1, 1] Elle admet donc une f@rgbiengue continue stricteraerdist’ ante,

not’ee Arccos Arccos : [—-1, 1] ——

[0, r]
X = Arc cos(y)—1 sy =1 &= y= cos(x)
O=sx=nm
Y =Hosty)= Thng) = TV e
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Exemples:

1) Montrer que dans, 3], Ar ¢ sin(sin(x)) =fx
Soit f (x) = Ar ¢ sin(sin(x))On a :Dr = Rf (x) est perio dique et de p“eriode 2md'o "ul’’

etude surfZ, ¥
si X € [—B]== Ar c sin(sin(x)) =x
si X € fp2l]==— x €E[-¥, ~1]== n—x €[-], 1
sin(x) = sin(m — x) == Ar ¢ sin(sin(x)) = Ar ¢ sinésih\Em — x
== Ar ¢ sin(sin(x)) = m — x.2) Montrer que p our tout x € R, Ar ¢ cos(x) + Ar ¢ sin(x) =

Soit g(x) = Arc cos(cos(x))On a :Dg = Rg est une fon.ction paire g(—x) = g(x).g est p er

_ o

72
= Vx € [-1, 1} =arc sin(x&[0, ]
= Vx € [—1, 1], chst Ar c sin(x )) = sin(Ar ¢ sin(x )) =x
= Vx € [—1, 1], Arc costeDst Ar ¢ sin(x )))Z — Ar ¢ sin(x) = Ar ¢ cos(x)
= Vx € [-1, 1], Arc cos(x)=4er c sin(x ).

4) La fonction r’ecipro que de tch(?ﬂy: sin(x)

La res triction "a{;%f2de la fonction y = tg (x) est une fonction continue et strictement
croissante de {512adn. Elleadmetdoncune fonctiorcipro que continue et strictement
croissante de R danrs}, 51, no& Ar ctg (x)

tg :1- g’ g[——)]—oo ,+ o]
Arctg (x) :] =4 [—>]—-7,7
limx &g kx)=—; Jlrgtg (x) =0

limx &g kx)=—; Jlrgtg (Xx) =0

X=Arctg(y)-o»=y=+w(y ER) ==y =tg (x)

_o o
5 <X< 5

Propri’et’es :1) y= Arctg(x) est une fonction impaire2) et Arctg(x) =11+x

2.
- z &=1six>0
3) Ar ctg (x) + Ar ctig=££ 2 cm 1 o x>0
Preuve:l) parit’e : —y = —tg (—x) avec—
2 <x< T = Arctg(—x )=-y
2) x>0 == 1x

- >0== Arctg(;) €0,5[ et tg (xEO0,5[
== [J0B= Arctg(}) €0,51
tg (Ar ctg (x)) = xtg (n2
- —Arctg(;)) = cot g (ARctg()= chtgi—)) =1 =x
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tgs —Arctg(t)) = tg (Ar ctg (x)) ==x=Z — Arctg(}) = Ar ctg (x)
donc Ar ctg (x) + Artg (1x
-)= 5 si x>0.
Si x< 0 alors —x >0 Arctg(—x) + Arctg(—1x
)=t
(

== —Arctg (x) — Are Ix

== Ar ctg (x) + Ar etg=( =%,

1.8 Fonctions hyp erb oliques1.8.1 D efinitionsLes fonctions cc

ees
resp ectivement ch, sh et th sont d efinies p our x € IR par :chx = ex + e-x2
& —e* shx & -1
ShXET T IE T e

ch est la partie paire de I'’exp onentielle, sh en est la partiéahopatien th est une
fonction impaire . Vx €IR, chx+shx = exchx—shx = e-xOn obtient ainsi I'identit"e fondz

’x —shfx =1

Les fonctions ch, sh et th songfinthentativables surlR et:

V¥x €IR, (sh) (x) = chx, (ch) (x) = s hx, (th) (’E?]Tx =1 —th°x

Les limitesl’infinisont:

X 4+ X— 4+ o
On retiendra auss i:
im chx_II shx_1
X— + 5 X— + 5
[imx-0 sh xx thx . chx—1
— =] =1, lim > =1
x>0 X x=0 x=

Lenomde fonctions hyperboliquesest justifi eparle fait que

(x = cht, y = sht)est un param“etrage de la branche d’hyperbole d’ “equation x2 — y2 =
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1.8.2 Fonction ecipr o que

1. La fonction sinus hyperb oliqueséisiied Strictement croissante et continue sur IR, c’e
donc une application bije ctive de IR darEIlRadmet donc une fonctieaipro que,
continue etstrictementcroissante sur IR que I’'on note argsh:

— Yy
y = args (e x = shiy )=~

La fonction args h est d“erivable et on a d’apr’es la de eriv e eld@pgeofgunetion r”
Vx € IR argsh(x) = 1 (sh(y)) 1 1 1
_

=ch(y)= shz(y)+1_ "X +1

La fonction argsh est donc strictement croissante sur IRd’apres la formule de args

?)
ou directement : y= argsh(x) x = sh(y)

or ey = ch(y) + sh(y)donc y= In(ch(y) + sh(y)) = In( sh

— v
(y ) + 1 + sh(y)) = In(x& +»)

2. Sur [0; +[ , la fonction cosinus hyperbolique est d efinie strictement croissante ¢
tinue et "a valeur dans [1; +«[ , la restriction "a lI'intervalle [0; + [ de la fonction
hyperbolique est une application bijective de [0; +«[ dans [1; +»[ . Elle admet dc
fonction r’eciproque, continue et strictement croissante sur [1; +«[ que I'on note

y =argch(x )« x=ch(y) =ey + e-y2
La fonction argch est d“e rivable et on a d’apr’e s la de e riv’ edpradaection r’

VxE[1;+ [ argch(x) = 1 (ch(y))
1 1 ;1

=V

- Sh()/)= Chz(y) -1 x2—-1

La fonction argsh est donc strictement croissante sur [1; +~[d apres la formule de

2_1)

ou directement : y= argch(x) x = ch(y)

or ey = ch(y) + sh(y)donc y= In(ch(y) + sh(y)) = In(ch(y) + ch

— v
2(y)—1) = In( x+ x2—1)
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3. La fonction tangente hyperb oliquefiesé dtrictement croissante et continue sur, C’e
donc une application bijective de IR dansEleladmet donc une fonctaipréd que,
continue et strictement croissante-slyrl[ que I'on note argth:

y = argth(xy x = th(y)

La fonction argth esérivable eton a d'aw [a derive de la fonctiomecipro que
Vx €] — 1,1[ argth(x)
1 1 1

T(thiy ) 1-thXy) 1—x2
La fonction argth est donc strictement croissante sur ] puigllel— x> > 0 sur
] — 1; 1[ d’apres la formule de argch(x) on peut par integration montrer que

argth(x ) = IH%()

ou directement : y= argth(x) ex = th(y)=

donc xez2y + x = e2y — letezy =1 + x1

' =12
d'ouy —In(l +x)
1—x

1.8.3 Formulaireas, b, p, g, x d’esignent des r’eels.Additionl. ch(a + b) = cha.ct

tha.the

Duplicationl. ch2x = ch2 x + sh2 x = 2ch
x—1=1+ 2sk
2. sh2 x =chaxgR Ry = C.l:%x_-l-_l

3. sh2x = 2shxchx4. th2x = 2thx 1+

th’x
Si on pose t = fhalors:

+t2 2t 2t
1— g Shx=1_p thx=1""%

chx=
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Transformation de produit en somme
1. ch a.chb=(ch(a + b) + chtab))

2. sh a.shb=eh(a + b} ch(a— b))
3. sha.chb =@gh(a + b) + shtab))

Transformation de somme en pro duit

1.chp+chq=2§km~P§ﬂ
2.ch,o—chq=;_l5hg1r=,‘<-2§é2
3. shp + shq = 2shqfe?

4. thp + thg =_shp+q) ch
p.chy
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