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Chapitr e1

Fonctions r´eelle s`a une variabler´eelle
et th´e or`eme s de base

On suppose f : Df −→ R une fonction r´eelle d’une variable r´eelle et de domaine de d´efinition
Df ⊂ R .On rappelle que f (Df ) = {y

∈R,∃x ∈Df av ec y = f (x)}est l’image deDf par f.

1.1 Rapp elsD´efinition (Graphe d’une fonction):On appelle graphe de f, l’ensemble des couples (x, f (x))

o`u x ∈ Df .Dans un plan rapport´e `a un rep`ere (o, i, j) (g´en´eralement orthonorm´

e). Les p oints M (x, f (x ))
avec x ∈ Df constituent la courb e repr´esentative de f , not´eC f = {M (x, f (x )) :x∈Df }.
D´efinition (P´eriodicit´e):f est dite p´eriodique s’il existe T > 0 tel que:i)∀x ∈ Df , (x + T) ∈ Dfii)f (x) = f (x + T )On dit que T est une p´eriode de f.Remarque :Si f est de p´eriode T alors ∀n ∈ N : (x + nT ) ∈ Df , f (x + nT ) = f (x)

D´efinition (Parit´e) : On suppose que Df admet 0 pour centre de sym´etriei) f est dite paire si ∀x ∈ Df ., (−x) ∈ Df et f (−x) = f (x)ii) f est dite impaire si ∀x ∈ Df ., (−x) ∈ Df et f (−x) = −f (x).D´efinition (axe de sym´etrie):i) On dit que la fonction f est sym´etrique par rapport `a l’axe vertical x = a, si:∀x ∈ Df , (a − x) ∈ Df , (a + x) ∈ Df , et f (a − x) = f (a + x).ii) On dit que la fonction f est sym´etrique par rapport au point M (a, f (a)), si:∀x ∈ Df , (a − x) ∈ Df , (a + x) 
∈ Df et f (a + x) + f (a − x) = 2f (a).Remarque :Si la fonction f est paire, impaire, p´eriodique ou poss`ede un axe ou un point de sym´etrie,on peut r´eduire le domaine de d´efinition de f `a un domaine plus petit.1

S. EL HAJJI et T. GHEMIR ES
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Exemple:
Soit f (x) = sin(x ).On aD f = R,
f est périodique et de p´eriode 2π⇒ DE =[−π , π ].
f estimpaire, donc ledomaine d’´etude de f seram`ene `aDE = [0, π]

D´e finition (Fonctions b or n´ees):
i) f est dite ma jor´ee (res p.minorée) sif (Df ) est une partie ma jor´ee (re sp.minorée) de

R ii)f est dite born´
ee si f(Df ) es t une partie b orn´ee deR

Exe mples:1) f (x) = sin(x); f est b orn´
ee car∀x ∈R : −1≤ f (x)≤ 1

2) f (x ) = ex est non b orn´ee, mais elle est minor´ee par 0: .car∀x ∈R,0 ≤ ex.
Remarque:L’image d’une partie born´ee parune application n’est pas forc´

ement born´ee.
En effet si on prend : f (x ) = 1x,six ∈]0, 1]
on a f :]0,1] −→ R mais f(]0,1]) n’est pas born´ee.

1.2 Limites1.2.1 D´efinition et pr opr i´et´esPour x0 ∈ R, un intervalle ouvert de la forme ]x0 − α ,x

0 + α[,o `u α > 0,est app el´evoisinage
de x0 .Un voisinage de x0 sera not´e V (x0 ). Dans toute la suite on supp ose queDf contie nt un
voisinage de x0 , sauf ´e ventuellement x0 (c’est `a dire : V (x0 )\{x0}⊂ Df ).

D´efinition.On dit que f poss`ede une limite l au point x0,si∀ε > 0, ∃ηε > 0; ∀x ∈ V (x0)\{x0}, |x − x0| < ηε =⇒ |f (x)−

l|≤ ε
On ´ecrit alors limx→x0f (x) = l ou f (x) →x→x0 l.Remarque: D’apr`es la d´efinition on a:limx→x0f (x) = l ⇐⇒(∀V (l ) voisinage de l, ∃V (x0) voisinagede x0 tel que:x ∈V

(x0)\{x0} =⇒

f (x) ∈ V (l ))Th´eor`eme 1: (Unicit´e de la limite): S’il existe l ∈ R tel que limx→x0f (x) = l, alors l est unique.

D´emonstration:Supp osons que l1 = limx→x0 f (x) et l2 = limx→x0 f (x) avec l1 = l2 .Soit ε tel que: 0 < ε < |l1 −l2 |2

;d’après la défiunitionde la limite∃ηε >0 tel que:
∀x ∈ V (x 0 ) {x 0 }, |x − x0 | <ηε =⇒ (|f (x)− l1| <ε et |f (x)−l2| <ε)
=⇒ |l1 − l2| ≤ |l1 −f (x)| + |f (x)−l2| <2ε= |l1 −l2| ; d’o `u la contradiction et alorsl1 =l 2.
Prop osition 1Si f admet une limite l en x0 alors f est born´

ee au voisinage dex0

Prop osition 2 (lien entre suite et limite)On a l’´equivalence suivante:

lim
x→ x0

f (x ) =l

pour toute suite(un)n ⊂V (x0)\{x0}qui converge versx0, on a: lim
n→ +∞

f(u n) =l
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Démonstration:
⇒ )lim

x→ x0
f (x ) =l⇐⇒∀ ε >0,∃ηε >0;∀x ∈V(x0)\{x0}, |x − x0| <ηε =⇒| f (x)−l| <ε

Or lim
n→ +∞

un =x 0 etηε >0=⇒∃ N ∈N tel que∀n ≥ N, |un − x0| <ηε.

Donc on a:∀ε >0,∃N ∈N ,∀n ≥ N, |f(u n) − l| <
ce qui estéquivale nt `alim

n→ +∞
f(u n) = l.

⇐=)Supp osons que p our toute suite (un)n :( lim
n→ +∞

un =x 0.=⇒ lim
n→ +∞

f(u n) = l).

Si f ne p os s`ede pas la limite l au p ointx0, on aura:
∃ε > 0,tel que∀η >0,∃x ∈V(x0)\{x0}, |x − x0| <η et |f (x)−l| >ε.

Donc p our tout entier n,∃un ∈V(x0)\{x0},|un − x0| < 1
n+1 et |f(u n) − l| >ε.

=⇒ limn→+∞un = x0 et (f (un ))n ne converge pas vers l. Ce qui est absurde etlim
n→ +∞

f(u n) = l.

Exemple :Si f (x) = sin( 1x

) alors lim
x→ 0

f (x) n’existe pas.En effetpour
x n = 1 2nπ→ 0 on a: f(x n) = sin(2nπ ) =0
y n =1

2nπ+π
2

→ 0, on a : f(yn) = sin(2nπ+π
2) =1

Prop osition 3(Op´eration sur les limites)Si limx→x0 f (x) = l et limx→x0 g(x) = l alors1) limx→x0 [f (x) + g(x)] = l + l2) limx→x0 [f (x) − g(x)] = l − l3) limx→x0 |f (x)| = |l |4) limx→x0 [f (x).g (x)] = l.l5) si de plus, l = 0 et g = 0 dans V (x0 ), limx→x0 f (x)g (x)

= l
l

6) (f ≥ g) =⇒ (l ≥ l )7) (f ≤ h ≤ g) =⇒ (l ≤ limx→x0 h(x) ≤ l ).Exemple :f (x) = (x2 +1)2 +2x2x

4 =⇒ lim
x→ 0

f (x ) =1

Comme 0≤xcos1
x ≤|x| et lim

x→ 0
|x| = 0, on a lim

x→ 0
(x cos1x) = 0.

g(x) = 3 + x cos 1x=⇒ lim
x→ 0

g (x ) = 3 + lim
x→ x0

(x cos1x) =3

donc limx→0[f (x) + g (x)] = 4, limx→0[f (x)g (x)] = 3 , limx→0 f (x)
g (x) =

1
3

1.2.2 Limites `a droite et limites `a gaucheD´efinition1) On dit que f admet une limite `a droite l au point x0 si:∀ε > 0, ∃ηε > 0, ∀x ∈ V(x0), x0 < x < x0 + ηε =⇒ |f (x) − l| < εOn note limx→x+0 f (x) = l ou limx→x0x>x0 f (x) = l2) On dit que f admet une limite `a gauche l au point x0 si:∀ε > 0, ∃ηε > 0, ∀x ∈ V(x0), x0 − ηε < x < x0 =⇒ |f (x) − l| < ε5



On note lim
x→ x−

0

f (x ) = l ou lim
x→ x0
x<x 0

f (x ) =l

Prop osition 4 On a l’´equivalence suivante:

lim
x→ x0

f (x ) =l

f possède une limite `a droite et une `a gauche au pointx0et lim
x→ x+

0

f (x ) = l = lim
x→ x−

0

f (x)

Démonstration:
⇐ )lim

x→ x+
0

f (x ) = l=⇒∀ ε >0,∃η1 ,ε> 0tel que∀x ∈V(x0),x0 <x <x 0+η1 ,ε=⇒| f (x)−l|≤

ε limx→x−0 f (x) = l=
⇒∀ ε >0,∃η2 ,ε>0 tel que∀x ∈V(x0),x0 −η2 ,ε<x <x 0 =⇒| f (x)−l|≤ ε

On p ose η = min(η1 ,ε,η2,ε) alors∀x ∈V(x0)\ x0, |x −x0| <ηε,ona


x 0 − η < x <x0 =⇒ x0 −η2 ,ε<x <x 0 =⇒| f (x)− l|≤ ε

ou
x 0 < x <x0 +η=⇒ x0 <x <x 0 +η1 ,ε=⇒| f (x)− l|≤ ε

d’o`u ∀ε > 0, ∃ηε > 0; ∀x ∈V
(x0)\ x0, ,x0 −ηε <x <x 0 +ηε =⇒| f (x)−l|≤ ε

⇒) fac ile `a v´erifier, en utilis ant les d´efinitions.
Remarque :1) Si limx→x+0 f (x) = l1 et limx→x−0 f (x) =l

2 avecl1 =l 2 alors f n’admetpas de limiteenx0.

2) limx→x0 f (x ) = l ⇔ limx→x+0 f (x ) = limx→x−0 f (x ) =l

1.2.3 Limites`a l’infini et limites infinies

D´efinition:limx→x0 f (x ) = +∞ ⇐⇒ ∀A > 0, ∃η > 0; ∀x ∈ V (x 0 )\x 0 ,|
x − x0| <η=⇒| f (x)| >A

limx→x0 f (x ) = −∞ ⇐⇒ ∀A > 0, ∃η > 0; ∀x ∈ V (x 0 )\x 0 , |x−x0| <η=⇒ f (x )<−A

D´efinitionlimx→+∞f (x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Aε > 0, x > Aε =⇒ |f (x) − l| < εlimx→−∞f (x) = l ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Aε > 0, x < −Aε =⇒ |f (x) − l| < εExemples1) limx→0 x2+2x+1x

4 =+∞ .
2) limx→+ ∞ ( 1xcos x) = 0 etlim

x→−∞
(1

x cos x) = 0.

Formes ind´etermin´ees:D´efinition :Dans le calcul des limites, on app elle forme ind´

etermin´ee toute situation quiconduit `a un
cas o `u les th´eor`eme s p ortant sur le s op´erations sur le s limites ne p ermettent pas de conclure.
Les formes ind´etermin´ees les plus courantes sont:

00, ±∞
±∞ ,0 ×∞ ,−∞ +∞ ,1∞ ,00,0∞ ,∞ 0, etc ....
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Exe mple:
Si f (x ) = sin(x ) et g (x ) = x alors lim

x→ 0
f (x ) = 0 et lim

x→ 0
g (x ) = 0.

On dit que lim
x→ 0

f (x)
g (x) =lim

x→ 0

sin (x)
x est uneformeind´etermin´ee de la forme00.

1.3 Continuit´e et th´eor`e me des valeurs interm´ediaires

1.3.1 D´efinitions et Notations:Soit f une fonction r´eelle d´efinie sur une partie D de R et x0 ∈ D.D´efinition :(i) On dit que f est continue au point x0, si limx→x0f(x) = f(x0).(ii) Si f n’est pas continue au point x0, on dit que f est discontinue au point x0.(iii) f est continue sur D si elle est continue en chaque point de D.Remarque: On rappelle que:limx→x0f(x) = f(x0) ⇐⇒ (∀ε > 0,∃ηε > 0;∀x ∈ D,|x − x0| < ηε =⇒ |f(x) −f(x0)| < ε)Proposition: On a l’´equivalence 
suivante: f continue au pointx

0

Pour toute suite (un)n d’éléments deD quiconvergeversx0, lim
n→ +∞

f(u n) = f(x0).

Démonstration:1) Supp osons f continue au p ointx0 :
∀ε >0,∃ηε >0, tel que:∀x ∈D, |x −x0| <ηε =⇒| f (x)− f(x 0)| <ε.
Si lim

n→+ ∞
un =x 0, pourηε >0, ∃N ∈N,∀n ≥ N, |un − x0| <ηε.

Ce qui implique|f(u n) −f(x 0)| <ε et alorslim
n→ +∞

f(u n) = f(x0).

2) R´ecipro quement, si on supp ose que f est discontinue au p ointx0,on a:
∃ε > 0, ∀η > 0;∃x ∈D, |x − x0| <η et |f (x)−f(x 0)|≥ ε.
En particulier, ∀n∈N,∃un ∈D, |un −x0| < 1

n+1 et |f(u n) − f(x 0)|≥ ε
La suite(un)n converge vers x0 et la suite (f (un))n ne converge pas vers f(x0).
Exemple:1) f(x) = e− 1x

2 six ∈R
∗

1 si x=0

f est discontinue en0,car lim
x→ 0

e− 1
x2 = 0 = f (1).

2)Mais lafonction x → e− 1x2 peutêtre prolong´ee par continuit´e. Ainsi la fonc tion g (x )=
e− 1x2 six ∈R

∗

0 si x=0
est continuesurR.

D´e finition:
On dit f est continue `a droite (re sp.`a gauche) au pointx0 si lim

x→ x+
0

f (x ) = f (x0)(re sp.

limx→x−0 f (x) = f (x0))Remarque: f est continue dans l’intervalle [a, b]

si elle est continue en tout point x de
]a, b[ , `a droite de a et `a gauche de b.
Prop osition (Op´eration sur les fonctions continues)

1) Soie nt f et g deux fonctions continue s au p ointx0, alors:

7



i) |f | , f+ g, f − g etf ×g sont continues enx0.
ii) Si g (x) = 0 au vois inage dex0 et g(x0) = 0, alorsfg est continueenx0.

2) Si f est continue au point x0 est g est continue au point f (x0), alorsg◦f est continue
au point x0 .Exemples defonctions continues:1) Les fonctions polynˆomesP (x) = an xn + an−1 xn−1 + · · · + a1 x + a0Pour tout p ∈ N, la fonction x → ap xp est continue sur R.2) Les fonctions trigonom´etriques sont continues sur leur domaine de d´efinition respectif.

Cas de la fonction sinus : f (x) = sin(x).Pour tout x et x0 ∈ R, on a :sin(x) − sin(x0 ) = 2 sin( x−x02

) cos(x+x0
2 )

Or p our tout u ∈ R, | sin(u)| ≤ |u| d’o `u| sin(x) − sin(x0 )| ≤ 2| sin( x−x02

)|× 1≤|x − x0|

donc ∀ε > 0, ∃η = ε; |x − x0| < η =⇒ | sin(x) − sin(x0)| ≤|x −x0|≤ ε.
Ainsi la fonc tion sin(x) es t continue s ur R.2) Les f onctions ´el´e mentaires sont c ontinue s sur leur domaine de d´

efinition resp ectif.
par exemple: la fonction: x → ex est continue sur R et x → ln(x) es t continue surR

∗
+.

1.3.2 Th´eor`e me de s valeur s interm´ediair es .On admet la propri´et´e suivante des fonctions continues sur un intervalle b orn´

e et ferm´e:
Th´eor`eme 1:Soit f une fonction r´eelle d´efinie et continue sur un intervalle ferm´e born´e [a, b](1) f est born´ee(2) f atteint ses bornes:Si on pose m = inf f ([a, b]) et M = sup f ([a, b]), il existe x0 et x1 ∈ [a, b] : f (x0) = m et

f(x1) = MRemarque:Soit f : [0, 1] →R d´efinie par f(x) = 1x

six ∈]0, 1]
1 si x=0

f n’est pas continue en 0 et f ([0,1]) = {0}∪[1,+∞ [.
Ainsi l’image de [0, 1] par f n’est pas born´ee. Dans ce cas f n’est pas continue sur [0, 1].

Th´eor`eme 2 (th´eor`eme des valeurs interm´ediaires):Soit f une fonction d´efinie et continue sur [a, b] et y un nombre r´
eelstric te ment compris

entre f (a) et f (b) (c’est `a dire.f (a) < y < f (b) ou f (b) < y < f (a)).
Alors il existe au moins un point c ∈]a, b[ telque f (c) = y.D´emonstrationSupposons par exemple f (a) < y < f (b), et soitE = {x ∈ [a, b]; f (x) < y}8



a ∈E= ⇒ E= ∅. De plus E est ma jor´e par b, Donc E admet une borne sup´erieure not´ee
c. Comme c est un ma jorant de E eta

∈E ona c≥ a.
Comme c est le plus petit ma jorant de E on ac≤ b.
Donc c ∈ [a, b]. On va montrer que f (c) = y.
- Supp osons f (c) < y , alors c < b.Posons alors α =y−f (c ) > 0:
puisque f est continue en c, on a:∃c ∈]c, b[ tel que f (c)−f (c ) < α.
Ce qui entaˆıne f (c ) < α+ f (c) = y et alorsc∈E et c >c.
Donc c n’est pas un ma jorant de E ; ce qui est absurde.
- Supp osons f (c) > y , alors c > a.Posons alors β = f (c)−y > 0:
puisque f est continue en c, on a:∃c”∈]a, c [ tel que:∀x ∈ ]c”, c[, f (x)− f (c )>−β.
Ce qui entraˆıne f (x ) > f (c)−β =y, ∀x ∈ ]c”, c[ et alors c”majore E et c” < c.
Donc c n’est pas le plus petit ma jorant de E ; ce qui est absurde.
conclusion: f (c) = y .Remarque: On p eut r´es umer les propri´et´es des deux th´

eorème s pr´ecéde nts:
”L’image par une fonction continue d’un intervalle ferm´e borné est un intervalle ferm´e

born´e”.Exemple:Soit f : x ∈ [−1, +1] −→ |x| ∈ Rf est continue sur [−1, 1] et f ([−1, 1]) = [0, 1].Corollaire:Si f est une fonction d´efinie et continue sur [a, b],et si f (a)f (b) < 0,alors

∃c ∈]a, b[telque
f(c) = 0.Remarque:Dans le th´eor`eme des valeurs interm´ediaires, le point c n’est pas n´ecessairement unique.

En effet pour f(x) = sin(x) dans [0, 4π] ,on a:sin( π2

). sin(7π
2 )< 0,

et sin(π) = 0, sin(2π) = 0 et
sin(3π ) = 0.

Remarque:Soit f : [−1, +1] −→ {0, 1} d´

efinie par f (x )=
0 si x=0
1 si x=0

On a f ([−1, +1]) = {0,1} n’est pas un intervalle car f n’est pas continue sur[−1, +1].
Exemple :Soit l’´equation f (x) = 0, o`u f (x) = x3

+x2 +3x −2.
f est continue s ur R , f (0) = −2 et f (1) = 3 donc f (0) < 0 < f (1).
Donc d’apr`es le th´e or`eme des vale urs interm´ediaires , il existec∈]0, 1[ : f(c) = 0.
Remarque : Une des applications du th´eor`eme des valeurs interm´ediaires:le calculap-

pro ch´e d’une racine. En reprenant l’exemple pr´ec´edent:
- Si on p ose α1 = 0+ 12= 1

2, on a f(1
2)= −1

8 <0 ⇒ f( 1
2)f (1) < 0.

Donc il exis te c ∈ 12,1 : f (c ) = 0.
- Si on pose α2 = 12+1

2 = 3
4, on a f(3

4)= 79
64 >0 ⇒ f( 1

2)f( 3
4) < 0.

Donc il exis te c ∈ 12, 3
4 : f (c ) = 0.

Donc n’imp orte quelle valeur dans1
2, 3

4 est une approximation de l’une des racine s de f,
qui se trouve dans cet intervalle , avec une pr´ecis ion de 25% car3

4 − 1
2 = 1

4 = 0. 25

9



1.4 Dérivée s et th´eorème de s accroisse ments finis

1.4.1 Définitions et Notations:

On consid`ere I unintervalledeR.
D´e finition:Soit f:I −→ R une fonc tion d´efinie auvoisinage dex0 ∈I.

Onditque f est dérivable enx0, si le rapp ortf (x)−f (x0)
x−x0

admetune limite dansR, lors que
x −→ x0.On ´ecrit alors: f (x0) = limx→x0 f(x) −f(x0)

x − x0

f (x0 ) est app el´ee la d´eriv´ee de f au p oint x0 .Exemple:Si f (x) = x2 , ∀x ∈ R. f (x)−f (x0 )x

−x0
=

x2−x2
0

x−x0
= x+x 0et alors f (x0)= lim

x→ x0

f (x)−f (x0)
x−x0

=2x0

Remarques:i) Si on pose x = x0 + h alors x −→ x0 ⇔ h −→ 0 et f (x0 ) = limh→0 f (x0 +h)−f (x0 )h

ii) Si f est d´erivable au point x0 ,et si on pose ε (h) = f (x0 +h)−f ( x0 )h−f (x 0), on a:ε(h)−→
h→ 0

0

car f (x 0 ) = limh→0 f (x0 +h)− f (x0 )h⇒ ε(h)−→
h→ 0

0;

et alors on peut´ecrire: f(x0+h)−f (x0)
h =f (x 0) + ε(h) avec ε(h)−→

h→ 0
0

Propri´et´e :Si f est d´erivable au point x0 alors f est continue au p ointx
0.

D´emonstration:Si f est d´erivable au point x0 , alorsf (x0 + h) − f (x) = h[f (x0 ) + ε(h)] avec ε(h)

−→
h→ 0

0

=⇒ limh→0[f (x0 + h) −f (x)] = limh→0 h[f (x
0) + ε(h)] =0

=⇒ limh→0f(x0 + h) = f(x) ⇒f est continue au pointx
0

Remarque :La r´eciproque de la propri´et´e pr´ec´edente est fausse.En effet , la fonction f (x) = |x| est continue en 0 mais elle n’est pas d´erivable au point

0

f(x) − f (0)x
−0

=
|x|
x

=
−1 si x<0
+1 si x>0

=⇒ limx→0− f (x ) − f (0)

x
= −1

et limx→0+ f (x ) − f (0)

x
=1

donc f (x )− f (0)x
−0 n’admetpasdelimitelorsquex→ 0

Inte rpr´etation g´eométr ique:
Soit M0 |x0f (x0 ) etM|xf (x) deux points de la courb e repr´esentative de f:

10



on a: x − x0 = M0H et f (x)− f(x 0) =y − y0 = MH
La fonction g (x ) = y −y0x

−x0
= MH

M 0H représente le co efficient directeur de la droiteM0M,
g (x) est la pente de la droiteM0M.
On dit que la droite M0 M de p ente g (x ) tend vers une droite-limite de p ente f (x0). C’est

la tangente `a la courb e au p oint M0 .Posons x − x0 = ∆x :accroissement de la variable,

f (x) − f (x0) = ∆f (x) :accroissement de la fonction.
Il vie nt : f (x 0 ) = limx→x0 f (x)−f (x0 )x

−x0
=lim

∆x → 0

∆y
∆x .

Equation de la tangente `a la courb e au p oint M0|x0
f (x0):

y − f (x 0 ) = f (x0 )(x − x0)

D´e finition : D´eriv´ee `a droite et d´e riv´ee `a gauchei) On dit que f est d´erivable `a gauche (res p ectivement `a droite) au p ointx
0 si

limx→x −0 f (x )− f ( x0 )x
−x0

(resp ectivementlim
x→ x+

0

f (x)−f (x0)
x−x0

)existe;

on note fg (x0 ) = limx→x−0 f (x)−f (x0 )x
−x0

(respectivementfd(x0)= lim
x→ x+

0

f (x)−f (x0)
x−x0

).

ii) On dit que f est d´erivable dans [a, b] si f est d´erivable en tout pointx∈]a, b[, d´erivable
`a gauche au point b et d´erivable `a droite au point a.Remarques :i) si f est d´erivable `a droite et `a gauche au point x0 et si fg(x0) = fd(x

0) alors f est
d´erivable en x0 .et on a : fg (x0 ) = fd (x0 ) = f (x0 ).ii) f peut ˆetre d´erivable `a gauche et `a droite au point x0 , sans ˆetre d´erivable en x0 :Soit f (x) = |x|, on a fg (0) = limx→x−0 |x|x

= −1etf d(0) = lim
x→ x+

0

|x|
x =1

donc fg (0) = fd (0) ⇒ f n’est pas d´erivable au point 0.1.4.2 Op´erations sur les d´eriv´ees :1) Op´erations ´el´ementaires :Soient u, v des fonctions d´erivables sur I(i) (u + v) est d´erivable sur I et on a (u + v) = u + v(ii)∀λ ∈ R, λu est d´erivable sur I et on a (λu) = λu(iii) (uv ) est d´erivable sur I et on a (uv ) = uv +v u(iv) Si v = 0 sur I, alors uv

est dérivable sur I etona: u
v = uv −vu

v2

2) D´eriv´ee logarithmique :Soit f une fonction d´erivable et non nulle sur I,On appelle d´eriv´ee logarithmique de f la fonction :f (x) f(x)

.

D´eriv´ee logarithmique d’un pro duit de deux fonction:

11



On consid`ere de ux fonctions d´erivables u= 0 et v =0

(uv)
uv

=
uv +vu

uv
=

u
u

+
v
v

D´eriv´ee logarithmique d’un quotie nt de deux fonctions:

( uv)
u
v

=
u
u

−
v
v

3) D´eriv´ee d’une fonction compos´ee :Soit f et g deux fonctions telles que: f :I −→ J et g :K
−→ R, avecJ ⊂ K

Si f est d´erivable en x0 ∈ I et s i g est d´erivable en y0 = f (x 0)∈J, alorsg ◦f est dérivable
en x0 et on a : (g ◦ f) (x0) = g [f (x0)] × f (x0).D´emonstration:On a : (g ◦ f )(x0 + h) − (g ◦ f )(x0) = g[f (x0 + h)] − g[f (x0)]et f ´etant d´erivable en x0 , on a:f (x0 + h) = f (x0) + h[f (x0) + ε(h)]Donc (g ◦ f )(x0 + h) − (g ◦ f )(x0) = g[f (x0) + h[f (x0) + ε(h)]] − g[f (x0)]puisque h −→ 0 ⇒ k = h[f (x0) + (h)] −→ 0 et comme g d´erivable en f (x0) :g [f (x0) + k] = g[f (x0)] + k[g [f (x0)] + ε2 (k )]avec ε2 (k ) −→ 0 ⇒(g ◦ f )(x0 + h) − (g ◦ f )(x0) = g[f (x0)] + k[g [f (x0)] + ε2 (k )] − 
g[f (x0)]= k[g [f (x0)] + ε2 (k )]= h[f (x0) + (h)][(g f (x0)] + ε2 (k ))]= hf (x0).g f (x0) + hε3 (h)ε3(h) −→ 0 ⇒ limh→0 g◦f (x0+h)−g ◦f (x0)h

=g [f (x0)]× f (x 0)

4) D´e riv´e e d’une fonction r´ecipro que:
Soit f une fonction d´efinie continue sur [a, b].On supp ose que sa fonction r´ecipro que g =f−1

existe.Si f est d´erivable en x0 et f (x0) = 0, alorsi) g est d´erivable en y0 = f (x0)ii) et on a : (f −1 ) = 1f

◦f −1 i.e. (f −1) (y0)= 1
f (f −1(y0)) et g (y0)= 1

f (x 0)) .

D´emonstration :x0 = g (y0 ) ⇔ y0 = f (x0 )x = g (y ) ⇔ y = f (x)g (y )−g(y0 )y

−y0
= x−x0

f (x)−f (x0) = 1
f (x) −f (x 0)

x−x0

g (y0 ) = limy →y0 g (y )−g (y0 )y
−y0

=limy→ y0
1

f (x) −f (x 0)
x−x0

= 1
lim

f (x) −f (x 0)
x−x0

= 1
f (x 0))

12



1.4.3 Théorème de Rolle et applications:

Théorème de Rolle:
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]⊂ R, dérivable sur l’intervalle ouvert

]a, b[ e t v´erifiant f (a) = f (b ).
Alors il exis te au moins une valeurc∈]a, b[ telle que f (c) = 0.

D´e monstration
i) Si f est une fonction cons tante alors f (x) = 0,∀x ∈]a, b[ alors toutx∈]a, b[, x v´erifie la

proposition.ii) Si f n’est pas constante sur ]a, b[, f´
etant continue alors f ([a, b]) = [m, M] avec

M = sup
x∈[a, b]

f (x ),m= inf
x∈[a, b]

f (x) et m=M

puisque f (a) = f (b ) et m = M alors l’une des deux valeurs m ou M est l’image par f d’un
point de l’intervalle ouvert ]a, b[. Supposons qu’il s’agit de M; il existe alors au moins un point
c ∈]a, b[ tel que f (c) = MPour x ∈]a, b[, consid´erons le rapport f (x)−

f (c)
x−c

Six > c, f (x) − f (c)x
− c

≤ 0⇒ lim
x→ c+

f (x)− f (c)
x − c

=f (c +) ≤ 0

Six < c, f (x ) − f (c)x
−c

≥ 0⇒ lim
x→ c−

f (x)− f (c)
x − c

=f (c −) ≥ 0

f ´etant d´erivable au point c ∈]a, b[, alors f (c+) = f (c−) = f (c) et

f (c) ≥ 0f (c) ≤ 0 ⇒ f (c) = 0G´en´eralisation: Extension du th´eor`eme de RolleSoit f une fonction continue et d´erivable sur l’intervalle ouvert ]a,b[ v´

erifiant

limx→a+f (a) = limx→b−f (b) = +∞ (ou − ∞)Alors il existe au moins une valeur c ∈]a, b[ tel que:f (c) = 0Remarques :i) Si f (c) = 0, la tangente `a la courbe au point M (c, f (c)) est horizontale.ii) Le th´eor`eme de Rolle affirme qu’il existe au moins un point M (c, f (c)) de la courbedistinct des points A(a, f (a)) et B(b, f (b)) en lequel la tangente `a la courbe est horizontale.iii) La condition f (a) = f (b) est suffisante mais pas n´ecessaire.Exemple: Soit f (x) : x ∈ [−1, 1] → x3 ∈ 
R. On a : f (−1) = f (1) mais f (0) = 013



1.4.4 Théorè me des accr oissements finis:

Théorème:
Soitf une fonctiondéfinie,continue sur un [a, b] et d´erivable sur ]a, b[
Alors il exis te au moins une valeurc∈]a, b[ tel que:

f (b)− f (a ) = (b−a)f (c ) avec a < c <b

D´emonstrationPour tout x ∈ [a, b], on pose:

ϕ(x) = f (x)−f (a)−
f (b)− f (a)

b− a
x

Comme f est suppos´ee continue sur [a, b] et d´erivable sur ]a, b[, ona
ϕ est d´efinie, continue sur [a, b] et d´erivable sur ]a, b[. De plus ϕ(a) = ϕ(b) = 0.
D’apr`es le th´eor`eme de Rolle appliqu´e `a ϕ: ∃c ∈]a, b[ tel que: ϕ (c) =0
Comme ϕ (x ) = f (x ) − f (b)−f (a)b

−a ,on a: ϕ (c ) =0⇒ f (c )= f (b)−f (a)
b−a

⇒ f (b) − f (a) = (b − a)f (c).Interpr´etation g´eom´etrique:Soit A(a, f (a)) et B (b, f (b)) deux points du plan, on a :f (c) = f (b) − f (a)b

− a
pente deAB

Le th´eor`eme des accroissements finis affirme l’existence d’au moins un point M (c, f (c)) de
la courbe Cf distinct de A(a, f (a)) et de B (b, f (b)) pour lequella tangente `a la courb e est
parall`ele `a la p ente AB .Autre forme de la formule des accroissements finis

c ∈]a, b[ ⇐⇒ .a < c < b ⇐⇒ 0 < c − a < b − a⇒ 0 < c−ab

−a <1 ⇒ on peut trouverθ∈]0, 1[ tel que

c−a
b− a

=θ ⇒ c = a + θ(b− a)

Si on p ose b − a = h ⇒ c = a + θ h et la formule des accrois sements finis s´ec rit

f (a + h) = f (a) + hf (a + θh) avec 0 < θ <1

Th´e or`eme: For me g´e n´erale de la for mule des accroisseme nts finis
Soit f et g deux fonction v´erifiant les hyp oth´ese du th´eorème des acc roisse ments finis sur

[a, b] et g non nulle sur ]a, b[.Alors il existe au moins une valeur c ∈]a, b[ tel que:f (b) − f (a)g(b)

− g (a)
=

f (c)
g (c)

D´e monstration:On a : g (b) = g (a), s inon d’apr`es le th´eor`eme de Rolle,
∃c ∈]a, b[tel que:g (c ) = 0 (en

contradiction avec g non nulle sur ]a,b[).Soit ϕ(x) = f(x) −f(a) − f(b)−f(a) g(b)

−g (a)[g (x)−g (a )]
ϕ est d´efinie, continue sur [a, b] et d´erivable sur ]a, b[ et ϕ(a) = ϕ(b) =0
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Donc d’apr`es le th´eorème de Rolle il exis tec∈]a, b[ tel que:ϕ (c ) = 0.
Comme ϕ (x ) = f (x)− f (b)−f (a)

g (b)−g (a)g (x ) ona

ϕ (c) = 0 ⇒ f (c) g (c)= f (b)−f (a)
g (b)−g (a).

Exe mple d’application du th´eorème de s accroissements finis
1) Montrer que p our 0 < a < b , on a le s in´egalités: b−a

1+b2 < Ar ctg (b)− Ar ctg (a)<b−a
1+a2 .

On applique le th´eor`eme des accroissements finis p our la fonction : f (x) = Ar ctg (x) dans
[a,b] : ∃c ∈]a,b[ tel que f(b) −f(a) = (b − a)f (c)f (x) = 1 1+x

2 ⇒ Ar ctg (b)− Ar ctg (a) = (b− a) 1
1+c2 ,c ∈]a, b[

c ∈]a, b[⇒ 0 < a < c < b ⇒ a2 < c2 < b2 ⇒ 1 +a2 < 1+c2 et 1+b2 > 1+c2.
Donc 1 1+a2 > 1

1+c2 et 1
1+b2 < 1

1+c2

⇒ b−a
1+b2 < Ar ctg (b)− Ar ctg (a)<b−a

1+a2

2) En d´eduire que : Π4

+ 3
25 < Arctg(43)< Π

4 + 1
6

On pose b = 43et a=1 ⇒ Ar ctg (a)=Π
4

=⇒ Π4 +
4
3−1

1+(4
3 )2 < Arctg(43)< Π

4 +
4
3−1

2
=⇒ Π4

+ 3
25 < Arctg(43)< Π

4 + 1
6

Cor ollair e :i) Pour qu’une fonction f soit constante sur un intervalle I,
il faut etil suffit qu’elle

ait une d´eriv´ee nulle sur I .ii) Pour qu’une f onction f d´erivable sur un inte rvalle I , soit croiss ante (resp d´
ecroissante)

sur I ilfautet ilsuffitque f ≥0(resp f ≤ 0)surI.iii) Soit f une fonction d´efinie, continue, d´erivable sur un intervalle I si
f >0 (resp

f < 0) sur I alors f est strictement croissante (resp d´ecroissante).Remarque : La r´eciproque de iii) est fausse.En effet soit f : x ∈ [−1, 1] → x3 ∈ R .On a f (x) = 3x2, f (0) = 0 mais f est strictement croissante.D´emonstration:i) f = cte ⇒ f = 0 sur I .f = 0 sur I ⇒ f cte sur I ?Soit (x1, x2 ) ∈ I2 , x1 = x2 Supp osons x1 < x2 . La restriction de f `a [x1, x2 ] est d´efinieet continue sur [x1, x2 ]; elle est d´erivable sur ]x1, x2 [. Donc d’apr`es le th´eor`eme accroissementsfinis, il 
existe au moins une valeur c ∈]x1 , x2 [ telle que:f (x2) − f (x1) = (x2 − x1 )f (c) ⇒ f (x1) = f (x2)ii) f croissante sur I ⇔ ( ∀x1, x2 ∈ I, x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2)).D onc x1 < x2 =⇒ f (x2)−f (x1)x

2−x1
≥ 0 ⇒ f (x 1)= lim

x2→ x1

f(x 2)−f (x1)
x2−x1

≥ 0

R´ecipro quement :(f ≥ 0 ⇒ f croissante sur I )(x1 , x2 ) ∈ I 2 , x1 = x2 . Supp osons x1 < x2 . eLa restriction de f `a [x
1,x2] est définie et

continue s ur [x 1 , x2 ]; elle est d´erivable s ur ] x1 , x2 [. Donc d’apr`es le th´eorème accrois sements
finis, il existe au moins une valeur c ∈] x 1 , x 2 [ telle que:15



f(x 2) −f(x 1) = (x2 − x1)f (c)

Or f (c ) ≥ 0 et x 2 − x 1 > 0, =⇒(x2 − x1)f (c) ≥ 0 ⇒ f(x 1) ≥ f(x 2) et f est croissante

sur I.1.5 D´eriv´ees d’ordre sup´erieur et r`

egle de l’Hospital

1.5.1 D´eriv´ees d’ordre sup´erieurD´efinition :Soit f une fonction derivable sur I , f : x ∈ I → f (x)Si f est derivable, f d´eriv´ee de f s’app elle la d´eriv´ee seconde de f.

D’une fa¸con g´en´erale, la d´eriv´ee n`eme de f , app el´ee aussi d´eriv´ee d’ordre n, sera d´efinie par
la formule de recurrence : f (n) = (f (n−1) ) ,∀n ≥ 1 avec f (0) = f .Exemples :1) Pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R, on a : sinn(x) = sin(x + nπ2

)

f(x) = sin xf (x) = cos x= sin(x +π2

)
f (x) = sin x= sin(x + 2π

2 )
...f (n) (x) = sin(x + nπ2

)

2) Si p our tout x ∈ R, f (x) = xp , avec p ∈ N∗ alors,p our tout n ∈ N et p our tout x ∈ R, on a : f (n) (x) = p(p
−1)(p− 2)· ··(p− n + 1)xp−n

f (x) = xp, p ∈ N∗f (x) = pxp−1...f (n)(x) = p(p − 1)(p − 2) ·· · (p −n + 1)xp−nSi n = p −→ f (p)(x) = p! et f (r)(x) ≡ 0, ∀r > p.3) pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R, on a : cos(n)(x) = cos(x + nπ2

).

Formule de Leibnitz:Soient u et v deux fonctions n fois d´erivables sur I(uv)(n) = u(n) v + C 1n u(n−1) v + ·· · + u.v(n)on ´ecrit :(uv)(n) = nk=0 C kn u(n−k) v(k)1.5.2 R`egle de l’HospitalTh´eor`eme (R`egle de l’Hospital):Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] et d´erivables sur ]a, b[, et si f (x) = 0 etg (x) =0 pour a< x< b, alors 16



(1) lim
x→ a+

f (x)
g (x) =l ⇒ lim

x→ a+

f (x)−f (a)
g (x)−g (a) =l

(2) limx→a+f (x) g (x)= ∞⇒ lim
x→ a+

f (x)−f (a)
g (x)−g (a) = ∞

D´e monstration:On applique le th´eor`eme des acc roisse ments finis g´
enéralisé sur l’intervalle [a, x], il existe au

moins c ∈]a, x[ tel que : f (x)−f (a)g (x)
−g (a) =

f (c)
g (c).

Puisque c ∈]a, x[, si x −→ a+ alorsc→ a+ et lim
x→ a+

f (x)−f (a)
g (x)−g (a) = lim

c→ a+

f (c)
g (c) = lim

x→ a+

f (x)
g (x) .

Comme cons´equence imm´ediate on a le corollaire suivant:Corollaire: Soit x0 ∈ [a,b] , f et g deux fonctions continues sur [a,b] et d´erivables sur

[a,b]\{x0}. On suppose que f (x) =0 et g (x) =0 pour tout x ∈]a,b[\{x0}, On a alors:(1) limx→x0f (x) g (x)

=l ⇒ lim
x→ x0

f (x)−f (x0)
g (x)−g (x0) =l

(2) limx→x0f (x) g (x)= ∞⇒ lim
x→ x0

f (x)−f (x0)
g (x)−g (x0) = ∞

Exemple: 1) Calculdelimx→0 sinx
x .

On a une forme ind´etermin´e de la forme0
0.

f (x) = cos x et g (x) = 1 ⇒ limx→0 f (x) g (x)=1=⇒ lim
x→ 0

sinx
x =1.

2)Calcul de limx→0 sin x−xx3 .

On a une forme ind´etermin´e de la forme00.

limx→0 f (x) g (x)
=lim

x→ 0

cosx− 1
3x2

En effet f(x) = sinx− x⇒ f(0) =0

g(x) = x3 ⇒ g(0) = 0f (x) −f (0) g(x)

−g(0)
=

sinx− x
x3

f (x) = cos x− 1 et g (x) = 3x2 ⇒limx→0 f (x) g (x)

=lim
x→ 0

cosx− 1
3x2

Appliquons une deuxi´eme fois la r´egle de l’hospital:f (x) = cos x − 1 ⇒ f (0) = 0g (x) = 3x2 ⇒ g (0) = 0f ”(x) = − sin x et g”(x) = −6x.On a : limx→0 − cos x6

= −1
6 ⇒ lim

x→ 0

− sinx
6x = −1

6 ⇒ lim
x→ 0

cosx−1
3x2 = −1

6 ⇒ lim
x→ 0

sinx−x
x3 = −1

6.
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Attention:
Avant d’appliquer la r`egle de l’Hospital,il faut v´erifier toujours les hyp oth`es es.

La r`e gle de l’Hospital p erme t de r´esoudre un tr`e s grand nombre de formes ind´ete rm in´ees (toutes
ce lle s de la forme0

0, ±∞
±∞ et toutes ce lles qui s’y ram`ene nt).Mais elle a quelques inc onv´enients:

1 - Avant de l’appliquer,il faut savoir sil’on est dans des cas d’applic ation de ce tte r`egle ou de
ses g´en´eralis ations.2 - Il faut calculer des d´e riv´

ees de fonc tions

3 - Son utilisation de mande parfois des astuce s dans la fa¸con d’´ec rire le quotient et ilpeutêtre
n´ecess aire de transformer ce quotient avant de lui appliquer cette r`egle.

4 - Elle ne marche pas toujours:L’´etude de limx→0x2 sin( 1x

) ne se fait pas par la r`egle de l’Hospital.

1.6 Formulede Taylor

1.6.1 Formules de Taylor et Mac-Laurin.

D´e finition : Soit f une fonction num´erique d´efinie sur un intervalleI⊂ R.
i) On dit que f est contin ˆument d´erivable sur I si elle est d´erivable et sa d´erivéef est

continue sur I .ii) On dit que f est n fois contin ˆument d´erivable sur I si elle est d´
erivable n fois et que

ses d´eriv´ees f , f , · · · , f (n−1) , f (n) sont continues sur I , (n∈N). On ditalors que la fonction
f est de classe Cn .Si f est un polynˆome de degr´e n c’est `a dire:f (x) = Pn (x) = an xn + an−1 xn−1 + ... + a1

x +a0.

On a : f (0) = a0 .Or f (x) = nan xn−1 + (n − 1)an−1 xn−2 + ...2a2 x + a1 ⇒ f (0) = a1 .De mˆemef (x) = n(n − 1)an xn−2 + (n − 1)(n − 2)an−1 xn−3 + ... + 2a2 ⇒ f (0) = 2a

2.

De fa¸con g´en´erale, et apr`es k it´erations, (par r´ecurrence ) on voit quef (k)(0) = k!akAinsi les coefficients du polynˆome s’expriment en fonction des d´eriv´ees successives de f au pointx = 0 et on a : f (x) = f (0) +f (0)x + f (0)2!

x2 +...+ f (n) (0)
n! xn =

n

k=0

f (k) (0)
k! xk.

Peut-on g´en´eraliser ce tte propri´et´e `a une fonction f ”quelc onque”?D’apr`es le th´eor`eme des acroissements finis, on s ait que si f est une fonc tion continue dans

[0, x] et d´erivable dans ]0, x[ , il existe c ∈ ]0, x[ : f (x) = f (0) + xf (c).Plus g´en´eralement, on a :Th´eor`eme de Taylor :Soit f une fonction d´efinie sur [a, b] ⊂ R telle que18



i) f est n fois continˆument d´erivable sur le segment [a, b].
ii)f (n+1) existe sur l’ouvert ]a, b[.
Alors il exis te au moins un p ointc∈]a, b[ tel que:

f (b) = f (a)+ b−a
1!

f (a )+
(b−a)2

2!
f (a)+..+

(b− a)k

k!
f (k)(a )+..+

(b−a)n

n!
f (n)(a )+

(b−a)n+1

(n +1)!
f (n+1)(c)

Remarques :1) Si n = 0, on retrouve la formule des Accroissements finis : f(b) = f(a) + (b − a)f (c).

2) Cette ´egalit´e est appel´ee formule deTaylor `a l’ordre (n+1) dans [a,b].La formule de Taylor est valable sur l’intervalle [a,b].3) Rn = (b−a)n+1 (n+1)!

f (n+1)(c ) est appel´ereste de Lagrange.
Si f est un un polynˆomededegr´e ≤ n, le resteRn est nul.

D´e monstration:On consid`ere la fonction p olynˆomiale suivante:

P n (x ) = f (a) + (x − a)f (a)+
(x − a)2

2!
f (a )+ ··· +

(x −a)k

k!
f (k)(a )+··· +

(x −a)n

n!
f (n)(a)

on a degr´e( Pn) ≤ n.On remarque que Pn(a) = f(a) etPn(x) =f (a) + (x − a)f (a) +· ·· + (x − a)(k−1) (k

−1)!
f (k)(a )+··· +

(x − a)(n−1)

(n − 1)!
f (n)(a)

On a donc: Pn (a) = f (a), Pn (a) = f (a), ·· · , P (k)n (a) = f (k)(a), ·· · , P (n)n (a) =f(n)(a ).
Pn peut s’´ecrire sous la formePn(x) = Pn(a) + (x − a)Pn(a) + (x − a)2 2!

Pn (a )+··· +
(x −a)k

k!
P (k)

n (a )+··· +
(x −a)n

n!
P (n)

n (a)

On consid`ere la fonction ϕn d´efinie par:ϕn(x) = f(x) − Pn(x) − αn(x − a)n+1 (n + 1)!

o`u αn est une constante r´eelle choisie de telle sorte que:ϕn(b) =0, c’es t `a dire:αn =
(f(b) − Pn(b)) (n+1)! (b

−a)n+1

La fonctionϕn est définie continue sur le segment [a, b] et d´erivable sur ]a, b[ et on a:

ϕn(a ) =ϕn(b ) =0

D’apr`es le th´eor`eme de Rolle , il existe au moins une vale urcn ∈]a, b[ telle que:ϕn(cn) = 0.
La d´eriv´ee de ϕn est ϕn (x) = f (x)− Pn(x) − αn

(x−a)n

n! . la fonctionϕn est continue sur le
segment [a, cn] et d´erivable sur ]a, cn[, et qui v´erifie:ϕn(a) =ϕn(cn) = 0. En appliquant le
th´eor`e me de Rolle `a la fonction ϕn , il existe au moins une valeurcn−1 ∈]a,cn[ telle que:

ϕ n (c n−1 ) = 0ϕ n (x ) = f (x ) − Pn (x ) − αn (x − a)n−1

(n −1)!

On continue de mani`e re analogue en appliquant succ essivement le th´eorème de Rolle `aϕ”
n,ϕ

(3)
n , ..,ϕ

(n)
n .
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Ainsi on a l’existence des pointscn−1,cn−2, ...,c2 puisc1 telles que:
cn−1 ∈]a,cn[, cn−2 ∈]a,cn−1[, ...,c2 ∈]a,c3[,c1 ∈]a,c2[

avecϕ
n(cn−1) = 0, ...........,ϕ

(n)
n (c1) = 0.

Comme ϕ (n)n (x ) =f (n)(x) − P
(n)
n (x) − αn(x − a),ϕ

(n)
n est continue sur le segment [a,c1] et

d´erivable sur ]a, c1[ et on aϕ
(n)
n (a ) =ϕ

(n)
n (c1) = 0, on applique le th´eorème de Rolle:

Il existeaumoinsune valeurc∈]a,c1[ telle que:ϕ
(n+1)
n (c ) = 0.

Or ϕ(n+1 )n (x) = f (n+1 ) (x)− P
(n+1)
n (x) − αn

et degr ´e(Pn) ≤ n =⇒ (P (n+1)n (x ) = 0,∀x )=⇒ ϕ
(n+1)
n (x ) =f(n+1)(x) − αn;

donc ϕ (n+1)

n (c ) = 0= ⇒ f (n+1)(c ) =αn

d’o `u ϕn (x) = f (x) −P

n(x) −
(x −a)n+1

(n +1)!
f (n+1)(c)

=⇒ ϕn (b) = f (b) − Pn (b ) − (b−a)n+1

(n +1)!
f (n+1)(c ) =0

car αn a ´et´e choisi de telle sorte que ϕn (b) = 0f (b) = Pn (b) − (b − a)n+1 (n + 1)!

f (n+1)(c ) ::c∈]a, b[

d’o`u la formule de Taylor `a l’ordre (n + 1)f(b) =f(a)+b− a 1!

f (a )+
(b−a)2

2!
f (a)+..+

(b− a)k

k!
f (k)(a )+..+

(b−a)n

n!
f (n)(a )+

(b−a)n+1

(n +1)!
f (n+1)(c)

Autre ´ecriture de la formule de Taylor `a l’ordre (n+ 1) :En posant b−a= h =⇒ b= a+hf(a+h) = f(a)+h 1!

f (a )+
h2

2!
f (a )+· ··+

hk

k!
f (k)(a )+· ··+

hn

n!
f (n)(a )+

hn+1

(n +1)!
f (n+1)(c) c∈]a, a+h[

Autre forme de la formule de Taylor `a l’ordre (n + 1):c ∈]a, a + h[ =⇒ 0 < c − a < h , 0 < c−ah

<1=⇒∃ θ ∈]0, 1[,θ= c−a
h =⇒ c = a+ θh

f (a+h) = f (a)+ h 1!
f (a )+

h2

2!
f (a )+· ··+

hk

k!
f (k)(a )+· ··+

hn

n!
f (n)(a )+

hn+1

(n +1)!
f (n+1)(a +θ h),θ∈]0, 1[

Formule de Mac-Laurin :C’est le cas particulier o`u a= 0f(x) =f(0)+x 1!

f (0)+
x2

2!
f (0)+ · ··+

xk

k!
f (k)(0)+· ··+

xn

n!
f (n)(0)+

xn+1

(n +1)!
f (n+1)(c ) ,c∈]0, x[

f(x) = f (0) + x 1!
f (0)+

x2

2!
f (0)+ · ··+

xk

k!
f (k)(0)+· ··+

xn

n!
f (n)(0)+

xn+1

(n +1)!
f (n+1)(θ x) ,θ∈]0, 1[
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1.6.2 Exemples:

Formule de Taylor de quelque s fonctions usuelles p our x au vois inage de 0 : (Pour les obte nir
au voisinage de a,il suffit de p ose r x =x− a).

1) f (x ) = ex. Commef(n)(x ) =ex etf (n)(0) = 1, on a:

ex = 1+ x+ x2

2! +...+ xn

n! + ec

(n+1 )!x
n+1, avec 0 < c < x.

2) f(x) = sin(x). On a f (x) = cos(x), f (x) =− sin(x),

f (2p) (x) = (−1)p sin(x), f (2p+1) (x) = (−1)p cos(x)

donc f (2p)(0) =0 et f (2p+1)(0) = 1. Ainsi sin(x) =x

− x3

3! + x5

5! +...+ (−1)p

(2 p+1 )!x
2p+1+[ (−1)p+1

(2 p+2 )!sin(c )]x2p+2, avec 0 < c < x.

De mani`ere analogue on a:

cos(x ) =1− x2

2! + x4

4! +...+ (−1)p

(2 p)!x
2p +[ (−1)p

(2 p+1 )!cos(c )]x2p+1,avec 0 < c < x.

3) Pour les fonctions hyp erb oliques:ch(x )=ex +e−x

2 et sh(x)= ex−e−x

2 :
Les d´eriv´ees successives de chx sont: sh(x), chx, shx, chx,.....ch(x) =1 + x2 2!

+ x4

4! +.... x2n

(2 n)!+
x2n+1

(2 n+1 )!sh(c ),avec 0 < c < x.
sh(x ) = x + x3 3!+ x5

5! +.... x2n+1

(2 n+1 )!+
x2( n+1)

(2 n+2 )!ch(c ),avec 0 < c < x.
4) f (x ) = 11

−x . On a:

f (x )= 1
(1−x)2 ; ...;f (n)(x )= n!

(1−x)n+1 doncf (n)(0) = n!.

Ainsi : 11

−x = 1+ x +x2 + ... +xn +[ 1
(1−c)n+2 ]xn+1 avec 0< c< x.

5) Si|x| <1, f (x) = log (1− x) es t bien d´efinie et on a:

f (x )= − 1
1−x , ...,f (k)(x )=− (k−1)!

(1−x)k donc
f (0) = −1, f ”(0) = −1, f (3)(0) = ......, f (k)(0)= −(k −1)!.

Ainsi pour |x| < 1, log(1

−x)= −x − x2

2 − ...− xn

n − 1
(n+1 )(1−c)n+1 xn+1 avec 0< c< x.

6)Pour toutα ∈R, s oit f (x ) = (1 + x)α . On a:
f (x ) = α (1 + x)α−1, ...,(et par recurrence)f(n)(x ) = α (α− 1)...(α− (n − 1))(1 +x)α−n.
doncf (n)(0) = α(α− 1)...(α− (n − 1)) et∃c∈]0, x[ tel que:
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(1 +x)α =1+ α
1!x+ α(α−1)

2! x2 +...+ α(α−1) ... (α−n+1)
n! xn + α(α−1) ... (α−n)

(n+1 )! (1 + c)α−n−1xn+1 avec 0< c< x.

Cas particuliers:
(i) Si α= −1; α(α−1) ... (α−p+1)

p! =( −1)p
1 1+x=1 − x +x2 + ... +(−1)nxn +Ax n+1

avec A = (− 1) n+1(n+1 )!
(1+ c)n+2 et 0<c<x.

(ii)Si α= 12 ; α(α−1) ... (α−p+1)
p! = 1(−1)(−3) .... ..(−2p+3)

p!2p =( −1)p−11.3.... ..(2p−3)
2 .4 .6 .... (2 p)√ 1+ x = 1+1

2x − 1
8x2 + ... +(−1)n−11.3.5.... .(2n−3)

2 .4 .6 .... (2 n)xn +Ax n+1

avec A= (−1)n 1.3......(2n−1) 2.4.........(2n+2)1

(1+ c)n+ 1
2

et 0<c<x.

1.6.3 Application de la Formule de Taylor au Calcul num´erique:

Si f est une fonction de class e C n+1 au voisinage de a:

f(a + h) = f(a) + h 1!
f (a )+

h2

2!
f (a )+ ··· +

hn

n!
f (n)(a )+

hn+1

(n +1)!
f (n+1)(a + θh),θ∈]0, 1[

On suppose connue les valeurs f (a), f (a), ·· ·, f (n)(a).On prend pour valeur approch´ee de f (a + h) la valeurf (a) + hf (a) +· ·· + hn n!

f (n)(a)

Si on pose, g(a) = f(a) + hf (a) +· ·· + hn

n!
f (n)(a)

L’erreur commise est f(a + h) − g(a) = hn+1 (n + 1)!

f (n+1)(a + θh)

L’erreur commise e st donn´ee donc par hn+1(n+1 )!f (n+1)(a + θh)

a < a+ θh < a+h

Donc, si M est un majorant de f (n+1)(a + θh) sur ]a, a + h[ ona

|f (n+1 ) (a + θ h )| <M

| hn+1 (n+1)!
f (n+1)(a + θh)| <

|h|n+1

(n +1)!
M

Donc f (a + h) est ´egale `a g(a) avec une erreur absolue inf´erieure `a
|h|n+1

(n+1 )!M
Exemple :Calculer sin(31◦) `a 10−6 pr´es sin(30◦)= 12

= 0.5
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sin(a + h) = sin(a ) + h cos(a)−
h2

2
sin( a)+

h3

3!
cos(a + θh)

h = 1◦ = π 180= 0. 0174
cos(30◦ ) =√32 =0.8660

sin(31◦) = 0.5 + 0. 0174×0. 8660−
0. 01742

2
× 0.5−

0.01743

3!
cos(

π
6

+θ
π

180
)

| 0.01743 3!
cos(

π
6

+θ
π

180
)| <10−6

donc `a 10−6 , s in(31◦ ) 0.513550.(La valeur fournie par le logiciel MATLAB est sin(31
◦) 0.51503807491005).
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Exercice:Calculer une approximation de Arctg (1. 001) `a 10−2 près.

1.7 Fonctions Récipro ques (ou inverses)

1.7.1 Rapp els:

Soitf une fonctiondéfinie sur un intervalle I , on rapp elle que:
(1) f est stric te ment croiss ante si ( x < y=⇒ f (x) < f (y )).
(2) f est stric te ment d´ecrois sante si ( x < y=⇒ f (x) > f (y ))

Remarques:Si f est une fonction strictement croissante de [a,b] dans
R alors

∀x ∈ [a, b] ,a≤ x ≤ b=⇒ f (a)≤ f (x)≤ f (b)

d’o`u f (a) est le minimum (f (a) = m) etf (b) est le maximum (f (b) = M).
Donc [f(a), f (b)] = [m, M] = f ([a, b]).De mˆeme si f est strictement d´ecroissante de [a, b]

dansR, on a [f (b), f (a)] = [m, M]=
f ([a, b]).Th´eor`eme:f est une fonction continue et strictement croissante (resp.

décrois sante) sur un inte rvalle
[a, b],alors f est une bijection de [a, b] vers [f (a), f (b)] (resp. [f (b), f (a)]).

d´emonstration:Si f est une fonction continue et strictement croissante sur l’intervalle [a, b]
alors,d’après

le th´eor`eme des valeurs int´ermediaires, f ([a, b]) = [f (a), f (b)]=⇒ f est surjective de [a, b] dans [f (a), f (b)].Comme f est strictement croissante sur l’intervalle [a, b], on a:∀x, y ∈ [a, b], x = y =⇒ x < y =⇒ f (x) < f (y)x > y =⇒ f (x) > f (y)Dans les deux cas, on a x = y ⇒ f (x) = f (y). Donc.f est injective sur [a, b].Cons´equence:Si f est une fonction continue strictement croissante (resp.strictement d´ecroissante) de

[a, b] −→ [m, M ]alors f admet une fonction reciproque not´ee f −1 avec f −1 : [m, M] −→ [a, b].Th´eor`eme:Si f est une fonction continue et strictement croissante (resp. strictement d´ecroissante) surun intervalle [a, b], alors f admet une fonction r´eciproque f −1 continue et strictement croissante(resp. strictement d´ecroissante) sur [f (a), f (b)] (resp. [f (b), f (a)]) vers [a, b] .Preuve:Montrons que si f est une fonction strictement croissante sur [a, b] alors f −1 l’est sur[f 
(a), f (b)].Soit x, y ∈ [f (a), f (b)], a-t-on, x < y ?=⇒ f −1(x) < f −1(y)D´emonstration par l’absurde.Si pour tout x, y ∈ [f (a), f (b)],on a f −1(x) ≥ f −1(y) alors (f est une fonction strictementcroissante sur [a, b] ) f (f −1(x)) ≥ f (f −1(y)) i.e.x ≥ y ce qui contredit l’hypoth`ese x < y. Doncf −1 est strictement croissante.Montrons que si f est une fonction continue sur [a, b] alors f −1 l’est sur [f (a), f (b)].24



Soity0 ∈[f (a), f (b )], montrons quef−1 est continueeny0. Il fautmontrerque

∀ε >0,∃η >0 tel que:|y− y0| <η=⇒| f −1(y)−f −1(y0)|

y0 ∈ [f (a), f (b)]=⇒∃ x0 ∈[a, b] tel quex0 =f −1(y0).
Posons y1 = f(x0 −ε) ety2 = f(x0 +ε)
f ´etant stricte ment crois sante nous donne
Pour tout x0 ∈ ]a, b[ et∀ >0, ona: x0 − ε <x0 <x 0 +ε
Comme f ´etant strictement croissante dans [a, b],
x 0 − ε < x 0 < x 0 + ε⇒f(x 0 − ε) < f(x0) < f(x0 + ε) i.e.1 <y0 <y2

D’autre part, |y − y0 | < η ⇔−η <y − y0 <η ⇔ y0 − η <y <y0 +η
Pour η = min {y0 − y1, y2 −y0}, |y−y0| <η ⇒ y0 +η <y2 ety1 <y0 − η
D’o `u : y1 < y0 − η < y < y0 + η <y2

=⇒ f −1 (y1 ) < f −1 (y0 − η) < f −1 (y ) <f−1(y0 + η) <f−1(y2)
=⇒ x0 − ε < f −1 (y0 − η) < f −1 (y ) <f−1(y0 + η) <x0 +ε
Or x0 = f −1 (y0) d’o`uf −1 (y0) − ε < f −1 (y) < f −1 (y0) + ε =⇒ |f−

1(y)− f −1(y0|) <ε.
Graphe d’une fonction r´ecipro que :Dans un rep`ere orthonorm´e le graphe de f −1 ,la fonction r´

ecipro que de f , est le sym´etrique
par rapp ort `a la premi`ere bissectrice (droite y = x) du graphe de la fonction f.
Exemple :Si ∀x ∈ R+ , f (x) = x2 alors f −1 (y ) = √y est la fonction r´

ecipro que de f (x) =x2.
Pour y0 = f(x0)f (x0) = 2x0 =⇒ (f −1(y0)) = 1 f (f

−1(y0)) = 1
2
√

y0
.

1.7.2 Exemples de fonctions r´eciproques.

1) La fonc tion f : x ∈ R. −→ ex ∈ R+ est une fonction continue et stric te ment croiss ante. Sa
fonction r´ecipro que est par d´efinition la fonction ln: R+ −→R.
2) La fonction r´eciproque de la fonction sinLa restriction `a [− π2

, π
2] de la fonction y = sin x est une fonction continue et strictement crois-

sante de.[ − π2, π
2] −→ [−1, 1]

Elle admet donc une fonction r´ecipro que continue et strictement croissante, not´ee Arc sin.

Ar c sin :[−1, 1]−→ [−π
2, π

2]

Ar c sin(x) est l’arc dont le sinus est x. C’est la fonction r´ecipro que de la fonction sin lorsque
celle -ci est d´efinie de [− π2, π

2] −→ [−1, 1].
x = Arc sin(y)−1 ≤y ≤1 ⇐⇒ y= sin(x)

−π2≤ x ≤ π
2

3) La fonction r´ecipro que de la fonction cos
La re stric tion `a [0, π ] de la fonction y = c os(x) est une fonc tion continue stric te ment d´ecroiss ante
de [0, π] −→ [−1, 1] Elle admet donc une fonction r´ecipro que continue strictement d´ecroiss ante,
not´ee Arccos Arccos : [−1, 1] −→

[0, π]
x = Arc cos(y)−1 ≤y ≤1 ⇐⇒ y= cos(x)

0 ≤x ≤ π

y = 1(co s(y ))= 1
− sin(y) = − 1√

1−x2
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Exemples:
1) Montrer que dans[−π

2, 3π
2 ], Ar c sin(sin(x)) =π− x

Soit f (x) = Ar c sin(sin(x))On a :Df = Rf (x) est perio dique et de p´erio de 2π d’o `u l’´

etude sur[−π
2, 3π

2 ]
si x ∈ [− π2, π

2]=⇒ Ar c sin(sin(x)) =x
si x ∈ [π2, 3π

2 ]=⇒− x ∈[−3π
2 ,−π

2]=⇒ π − x ∈[−π
2, π

2]
sin(x) = sin(π − x) =⇒ Ar c sin(sin(x)) = Ar c sin(sin(π−x)) =π −x

=⇒ Ar c sin(sin(x)) = π − x.2) Montrer que p our tout x ∈ R, Ar c cos(x) + Ar c sin(x) = π2

.
Soit g(x) = Arc cos(cos(x))On a :Dg = Rg est une fonction paire g(−x) = g(x).g est p´eriodique et de p´eriode 2π, d’o`u le domaine d’´etude est [−π, π].∀x ∈ [−1, 1] , Arc sin(x) ∈ [− π2

, π
2]

⇒ ∀x ∈ [−1, 1], π2− arc sin(x)∈[0, π]
⇒ ∀x ∈ [−1, 1], cos(π

2 − Ar c sin(x )) = sin(Ar c sin(x )) =x
⇒ ∀x ∈ [−1, 1] , Arc cos(cos(−π

2 −Ar c sin(x )))=π2 − Ar c sin(x) = Ar c cos(x)
⇒ ∀x ∈ [−1, 1] , Arc cos(x) = π2− Ar c sin(x ).

4) La fonction r´ecipro que de tg (x) = sin(x)
co s(x),

La res triction `a [− π2, π
2] de la fonction y = tg (x) est une fonction continue et strictement

croissante de [− π2, π
2] adnsR. Elleadmetdoncune fonctionr´ecipro que continue et strictement

croissante de R dans[−π
2, π

2], noté Ar ctg (x)

tg :]− π
2, π

2[−→]−∞ ,+∞ [
Ar ctg (x) :] −∞,+∞ [−→]− π

2, π
2[

limx →− π2tg (x)=−∞ ; lim
x→ π

2

tg (x) =+∞

limx →− π2tg (x)=−∞ ; lim
x→ π

2

tg (x) =+∞

x = Ar ctg (y )−∞ ≤ y ≤ +∞ (y ∈ R) ⇐⇒ y = tg (x)
−π

2 <x< π
2

Propri´et´es :1) y= Arctg(x) est une fonction impaire2) et Arctg(x) = 1 1+x

2 .

3) Ar ctg (x) + Ar ctg (1
x) =ε π

2
ε= 1 si x>0
ε= −1 si x>0

Preuve:1) parit´e : −y = −tg (−x) avec−
π
2 <x< π

2 =⇒ Arctg(−x )=−y
2) x>0 =⇒ 1x

>0=⇒ Arctg(1x) ∈]0,π2[ et tg (x)∈]0,π2[
=⇒  π2− Arctg(1x) ∈]0,π2[

tg (Ar ctg (x)) = xtg ( π2

− Arctg(1x)) = cot g (ARctg(1
x))= 1

tg (Ar ctg(1x )) = 1
1x =x
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d’o `u

tg(π2 −Arctg(1x)) = tg (Ar ctg (x)) = x=⇒ π
2 − Arctg(1x) = Ar ctg (x)

donc Ar ctg (x) + Ar tg ( 1x

)= π
2 si x>0.

Si x< 0 alors −x >0 Arctg(−x) + Arctg(−1x

)= π
2

=⇒ −Ar ctg (x) − Ar ctg ( 1x)= π
2

=⇒ Ar ctg (x) + Ar ctg ( 1x)= −π
2.

1.8 Fonctions hyp erb oliques1.8.1 D´efinitionsLes fonctions cosinus hyp erb olique, sinus hyp erb olique, tangente hyp erb olique not´

ees
resp ectivement ch, sh et th sont d´efinies p our x ∈ IR par :chx = ex + e−x2

, sh x=
ex − e−x

2
, thx=

shx
chx

=
e2x − 1
e2x +1

ch est la partie paire de l’exp onentielle, sh en est la partie impaire.Lafonction th est une
fonction impaire . ∀x ∈IR, chx+shx = exchx−shx = e−xOn obtient ainsi l’identit´e fondamentale : ch

2x − sh2x =1

Les fonctions ch, sh et th sont ind´efiniment d´erivables surIR et:

∀x ∈IR , (sh) (x) = chx, (ch) (x) = s hx, (th) (x)=1
ch2

x
=1 − th2x

Les limitesl’infinisont:

lim
x→ +∞

chx = lim
x→ +∞

sh x =+∞ , lim
x→ +∞

thx =1

On retiendra auss i:
lim

x→ +∞

chx
ex

2
=lim

x→ +∞

shx
ex

2
=1

limx→0 sh xx
=lim

x→ 0

thx
x

=1, lim
x→ 0

chx− 1
x2

2

=1

Lenomde fonctions hyperboliquesest justifi´eparle fait que

(x = cht, y = sht)est un param´etrage de la branche d’hyperbole d’´equation x2 − y2 = 1 avec x > 0.
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1.8.2 Fonction r´ecipr o que

1. La fonction sinus hyperb olique est d´efinie strictement croissante et continue sur IR , c’est
donc une application bije ctive de IR dans IR.Elle admet donc une fonction r´ecipro que,
continue etstrictementcroissante sur IR que l’on note argsh:

y = args h(x)⇔ x = sh(y )=
ey −e−y

2
La fonction args h est d´erivable et on a d’apr´es la de´eriv´e de la fonction r´ecipro que
∀x ∈ IR argsh(x) = 1 (sh(y))

=
1

ch(y)
=

1

sh2(y ) +1
=

1
√

x2 +1

La fonction argsh est donc strictement croissante sur IRd’apres la formule de argsh(x) on peut par integration montrer queargshx = ln(x+√ 1+x

2)

ou directement : y= argsh(x) ⇔x = sh(y)

or ey = ch(y) + sh(y)donc y= ln(ch(y) + sh(y)) = ln( sh

2(y ) + 1 + sh(y)) = ln(x+
√

1 +x2)

2. Sur [0; +∞[ , la fonction cosinus hyperbolique est d´efinie strictement croissante et con-
tinue et `a valeur dans [1; +∞[ , la restriction `a l’intervalle [0; +∞[ de la fonction cosinus
hyperbolique est une application bijective de [0; +∞[ dans [1; +∞[ . Elle admet donc une
fonction r´eciproque, continue et strictement croissante sur [1; +∞[ que l’on note argch:

y = argch(x ) ⇔ x = ch(y ) = ey + e− y2

La fonction argch est d´e rivable et on a d’apr´e s la de´e riv´e de la fonction r´ecipro que

∀x∈[1;+∞[ argch(x) = 1 (ch(y))

=
1

sh(y)
=

1

ch2(y)− 1
=

1
√

x2 −1

La fonction argsh est donc strictement croissante sur [1; +∞[d’apres la formule de argch(x) on peut par integration montrer queargchx = ln(x + √x

2 −1)

ou directement : y= argch(x) ⇔x = ch(y)

or ey = ch(y) + sh(y)donc y= ln(ch(y) + sh(y)) = ln(ch(y) + ch

2(y)− 1) = ln( x+
√

x2 − 1)
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3. La fonction tangente hyperb olique est d´efinie strictement croissante et continue sur , c’est
donc une application bijective de IR dans ]- 1 ;1[.Elle admet donc une fonction r´ecipro que,
continue et strictement croissante sur]− 1; 1[ que l’on note argth:

y = argth(x)⇔ x = th(y)

La fonction argth est d´erivable eton a d’apr´es la de´erivé de la fonction r´ecipro que
∀x ∈] − 1,1[ argth(x)

=
1

(th(y ))
=

1
1− th2(y)

=
1

1− x2

La fonction argth est donc strictement croissante sur ] − 1; 1[puisque1− x2 > 0 sur
] − 1; 1[ d’apres la formule de argch(x) on peut par integration montrer que

argth(x ) = 12
ln(

1 +x
1− x

)

ou directement : y= argth(x) ⇔x = th(y)=
e2y − 1
e2y +1

donc xe 2y + x = e2y − 1et e2y = 1 + x1

− x
2y = ln 1+x

1−x
d’ou y= 12

ln(
1 +x
1− x

)

1.8.3 Formulairea, b, p, q, x d´esignent des r´eels.Addition1. ch(a + b) = cha.chb + sha.shb2. sh(a + b) = sha.chb + cha.shb3. th(a + b) = tha+thb 1+

tha.thb

Duplication1. ch2x = ch 2 x + sh2 x = 2ch
2x −1 = 1+ 2sh2x

2. sh 2 x = ch2x−12et ch2x= ch2 x+1
2

3. sh2x = 2shxchx4. th2x = 2thx 1+

th
2
x

Si on pose t = thx
2 alors:

chx=
1+t 2

1−t2, sh x=
2t

1− t2, thx=
2t

1 +t2
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Transformation de produit en somme

1. ch a.chb=12 (ch(a + b) + ch(a−b))

2. sh a.shb = 12(ch(a + b)−ch(a− b))

3. sha.chb = 12(sh(a + b) + sh(a− b))

Transformation de somme en pro duit

1. chp + chq = 2ch p+q
2 chp−q

2

2. chp − chq = 2sh p+q2shp−q
2

3. shp + shq = 2sh p+q2chp−q
2

4. thp + thq = sh(p+q) ch
p.chq
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