EXERCICES REDIGES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1 Valeur exacte du cosinus et du sinus de /12

On considere les deux nombres complexes suivants :

et - e *
1. Bcrire z | et 2, sous forme algébrique.
2. Déterminer les écritures sous formes algébrique, exponentielle et trigonométrique de z 2.

3. En déduire la valeur exacte du cosinus et sinus suivants :

T T

et sin —

cos —
12 12

Exercice 2 Des pistes pour démontrer qu'un complexe est réel ou imaginaire pur
Démontrer les équivalences suivantes :
Zréel © 27
ZS M (270 ou arg(2) =0[)
Z imaginaire pur < Z+Z =0
Z€il]< (250 ou arg(2) = ; ™)

Applications :
1. Comment choisir le nombre complexe z pour que Z = z° + 2z ~ 3 soit réel ?

Soit E I'ensemble des points M du plan complexe d'affixe z tels que Z soit réel. Déterminer E.
2.0n considere les points A et B d'affixes respectives i et 1. Soit M un point du plan d'affixe z distinct de A.

On pose A ¥

17z

Déterminer I'ensemble E des points M tels que Z soit réel.

Déterminer I'ensemble F des points M tels que Z soit imaginaire pur.

Exercice 3 Ecriture complexe de transformations
1.Soit / la transformation du plan complexe qui a M(z) associe M'(z") tel que :
Z'Taz ™t 3i
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f lorsque a = 2, puis lorsque a = 7i
2.0ndonne A(1), B2 ti),A'Qi)et B'(1 Ti).
Vérifier que AB =~ A'B'.

Démontrer qu'il existe une unique rotation r telle que r(A) = A'et r(B) = B'. La déterminer.

Exercice 4 Lieux de points

Z+

z71

o

Soit z un nombre complexe différent de 1. On note M le point du plan complexe d'affixe z. On pose Z =

Déterminer I'ensemble :
1. E des points M tels que Z soit réel.
2. F des points M tels que 121 = 1.

n
3. G des points M tels que arg(Z) = 3 [27.
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Exercice 5 Urilisation des nombres complexes pour établir une propriété algébrique
Soient a, b < (¥Jon suppose que a et b sont la somme de deux carrés :
2

24 2

il existe x, y € els quea = x 2+ y2 et il existe z, ¢ € @elsiue b=z *t
- . 2
v/ =[xt iy ete.)

Démontrer que le produit ab est encore la somme de deux carrés. (Idée : écrire

Exercice 6 Identité du parallélogramme
Démontrer que pour tous nombres complexes Zet Z',on a :
1Z*ZP+1Z~ z¢ =21z¢F * 2127
(Indication : utiliser la relation : ‘Z‘z =77)

Interpréter géométriquement.

Exercice 7 Racines de l'unité. Applications

Soit 7 & {¥]. On appelle racine n°™ de I'unité tout nombre complexe z tel que :
71

On note l'ensemble des racines 1™ de l'unité. Par exemple, @ZJ ={71,1}.

1.Démontrer que :

2ik™

[]= ¢ » 0fF. 1)

Démontrer que la somme des racines n°™ de 1'unité est nulle.
uruur

Démontrer que, dans repere orthonormal direct (064612 ,les images A , (0 ~ 1) des nombres

2k T

©,= e " sont les sommets d'un polygone régulier.

2.Applications :
a)Soit Z € l¥Jon appelle racine n°™ de Z tout nombre complexe tel que :

ZI‘I=Z

emes

Soit R =1Zlet®un argument de Z. Démontrer que Z admet les n racines n suivantes :

T ok

e
Q/Eei()ﬁn 0 -1
b)Soit £ 1a fonction polyndme définie par :
foo=x*+1
Déterminer les racines quatriemes de ~ 1 puis en déduire que f peut s'écrire comme un produit de deux
fonctions polyndmes de degré 2 a coefficients réels.
¢)Soit z un nombre complexe tel que : 1+ +2=0

Démontrer que z est une racine 12°™ de 1'unité.
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Exercice 8 Transformation de a cos x * b sin x

Soient a et b deux réels. Démontrer qu'il existe deux réels R et O tels que pour tout x € [}
acosx T bsinx =R cos(x 9)

Application : résoudre, sur l'équation : cosxFtsinx =1

Exercice 9 Calcul de la valeur exacte de cos(2™5) et cos(4™Y/5)
Pour connaitre le but de cet exercice, se reporter a la question 5.

1.Résoudre, dans 1e systéme suivant :

2T

®=¢e 5 . Démontrer que :

2.0n pose W L W @2 03, o=

En déduire (2 1'aide des formules d'Euler) que :

o (£ el -
o ol vl el o

et

5 ol sl snllf =eodfS
cos cos ~ sin sin = cos
5 5 5 5 5
TT TT 1
4 En déduire que : cos cos R
5 5 4

) At To_ 154
5.Démontrer que : Ccos 5 ——— et cos 5 —_—

4

3.Démontrer que :

Exercice 10 Carrés et parallélogramme
ABC est un triangle de sens direct.
DBA est un triangle isocele et rectangle en D de sens direct.

ACE est un triangle isocele et rectangle en E de sens direct.
— —

On construit le point Ltel que CL = DB .
1.Faire une figure.

2.Démontrer que EDL est un triangle rectangle isocele en E de sens direct.
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Exercice 11 Des carrés autour d'un quadrilatére (Théoréme de Von Aubel)

On considere un quadrilatere ABCD de sens direct.

On construit quatre carrés de centres respectifs P, Q, R et S qui s'appuient extérieurement sur les cotés [ AB],
[BC], [CD] et [DA] du quadrilatere ABCD. (Voir figure)

Le but du probléme est de démontrer que les diagonales du quadrilatere PORS sont perpendiculaires et de

méme longueur.

Onnotre a, b, ¢, d, p, q, r et s les affixes respectives des points A, B, C, D, P, Q, R et S dans un repere
uruyr

orthonormé (O.ge,e12 de sens direct.

1.Démontrer que dans le carré construit sur [AB],on a :

_abi
171

p

Etablir des relations analogues pour ¢, r et s en raisonnant dans les trois autres carrés.

5q

P

2.Calculer :

Conclure.
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Exercice 12 Des carrés autour d'un triangle (Point de Vecten)
On considere un triangle ABC de sens direct.
On construit trois carrés de centres respectifs P, Q et R qui s'appuient extérieurement sur les cotés [AB], [BC] et

[CA] du triangle ABC. (Voir figure)

On notre a, b, c, p, g et r les affixes respectives des points A, B, C, P, Q et R dans un repére orthonormé

uruur
(Oe£12 de sens direct.

1.Démontrer que les triangles ABC et POR ont le méme centre de gravité.
2 .Démontrer que dans le carré construit sur [AB],on a :

_abi
17i

p

Etablir des relations analogues pour g et r en raisonnant dans les deux autres carrés.
3.Démontrer que les droites (AQ) et (PR) sont perpendiculaires

En déduire que les droites (AQ), (BR) et (CP) sont concourantes.

Information : ce point de concours s'appelle "point de Vecten" du triangle ABC.
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Exercice 13 Théoréme de Napoléon
uruyr

On munit le plan d'un repere orthonormé (Oegl2 de sens direct.

PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral

2i™

Onnote j = e 3 . Soient U, Vet W trois points du plan d'affixes respectives u, v et w.
1.Démontrer I'équivalence suivante :

UVW est équilatéral de sens direct < u ~v = "j*(w ~v)
2 .Démontrer I'équivalence suivante :

UVW est équilatéral de sens direct < u ¥ jy ¥ j?w=0

PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

ABC est un triangle quelconque de sens direct. On construit les points P, Q et R tels que BPC, CQA et ARB
soient des triangles équilatéraux de sens direct.
On note U, Vet W les centres de gravité de BPC, CQA et ARB respectivement.

Démontrer que UVW est équilatéral de méme centre de gravité que ABC.
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Exercice 14 Nombres complexes et suites

Le but de cet exercice est I'étude de la suite (S,) définie, pour n @4.“,’72, par:

1.0n pose, pourn (¥ : 75 e"
Calculer la somme E Z
k=0
2 -
2.Montrer que, pour n b . - 1
Z

3.En déduire que, pour n : Sn =

. 1

+i =

tan g
n

1
G T

tan

n

4 Etudier la limite de la suite (u ,) définie, pour n , par:

S
u, - =&+
n
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EXERCICES REDIGES SUR LES NOMBRES COMPLEXES : SOLUTIONS

Exercice 1 Valeur exacte du cosinus et du sinus de /12

10na: 21

2 Forme algébrique de z 1z, :

zz=()§3*‘\/_ Oﬁl.x/_=~/€2h/_+.x/52\/_
122 2l— > 1— 1

2 4 4
T e T
. _ o ip Tie_ i
Forme exponentielle de 7,2, : z7zz"e e 4T el?
T T
Forme trigonométrique de z,2, : 0" COSE *isin 0

3.En identifiant la forme trigonométrique avec la forme algébrique de z 122, il vient :

T _Jery m_ ez

et sin —
12 4 12 4

Cos

Exercice 2 Des pistes pour démontrer qu'un complexe est réel ou imaginaire pur

D'une part : Zestréel © Im(2)=0 © 2-2=0 727
Z est imaginaire pur < Re(2)=0 < Z+Z =0
D'autre part :

Z€ M (Z=0 ou arg(Z2) =02 ou arg(2) =T [2M) < (Z=0 ou arg(Z) =0[Y)

T T T
Z€il¥] < (Z2=0 ou arg(2) = 3 2 ou arg(2) =7 2M) < (Z=0 ou arg(Z) = 3 ™)

lications -
1.D'apres ce qui précede et d'apres les propriétés de la conjugaison :
Ziéel © 27 € 242737742273 2~ DIt 2)*2170
Z réel < (z° Z ou2Re(z)=72) < (zréel ou Re(z) =~ 1)

L'ensemble E recherché est I'union des deux droites d'équations respectives y = O et x = ~1.

2.Détermination de E :

On rappelle que z * i. Autrement dit M est distinct de A. On a alors :

- -

Z€EMS Z=0ouargeZ=0[") < (z=1 ou arg UZ};—B =0[™) < (M=B ou (AM ,BM )=0[)
L A

ZE )< A, Met B alignés, M * A
On en déduit : E est la droite (AB) privée du point A
Détermination de F -
On rappelle que z * i. On a alors :

n - n
Z€il Z=0 ou arg2) = — ™) © (=1 ouarg sz};iB =— 1
2 2 4 2

- -

T
ZSil¥]< (M=B ou(AM ,BM )= 3 ™)

D'ou : F est le cercle de diametre [AB] privé du point A
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Exercice 3 Ecriture complexe de transformations

1.a"2
Montrons que f admet un unique point invariant. Pour cela on résout I'équation :
f@=o
w= 2(,0 + 3i
©=-34

La transformation J admet un unique point invariant Q Jaffixe © = 73i.

Pour déterminer la nature de / on exprime z' ~ @ en fonctionde 7 = @ .
o {ZZZB’" i
na: - .
W=k

En soustrayant, membre a membre, ces deux égalités, on obtient :
2707279

On en déduit, grice a son écriture complexe, que f est 'homothétie de centre Q(_3i) et de rapport k = 2.

a 1

Montrons que f admet un unique point invariant. Pour cela on résout I'équation :
f@=o
O =—0 + 34

we 3 3%

i 2
L f . .. . Q . w=33i
La transformation / admet un unique point invariant *“ d'affixe e
Pour déterminer la nature de f on exprime z' ~ @ en fonctionde 7 = @ .
FATN T
Ona: { -
0=t 3

En soustrayant, membre a membre, ces deux égalités, on obtient :

2T 0= i)
o n
On en déduit, grace a son écriture complexe, que f est rotation de centre €2 et d'angle ~ E .

20na: AB=AB' =2

Qe d'angle 9. Son écriture complexe est :

_ 0 _
Zl—(l)—el (Z (JJ)

Montrons que I'on peut choisir, de maniére unique, © €M bE [0, 27 tels que r(A) = A'et r(B) = B'.

Soit r une rotation de centre

- R
La condition r(A) = A' donne : 207 P= e (179
= -
La condition r(B) = B' donne : 1Ti—@=e" 2ti™ O
-
En soustrayant membre a membre : i“17e (T1710)
N 0= —
D'ou : e =
T
0=- .
— [2
5 (271
On en déduit : 2i " O="j(1 O
w=33i
2
. . . Q . 3% i , _T
La transformation cherchée est la rotation de centre = d'affixe et d'angle E .
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Exercice 4 Lieux de points

% A

X B

L'idée est de se ramener & une expression du type Z = afin de pouvoir l'interpréter géométriquement.

Introduisons pour y parvenir le point A d'affixe ~i et le point B d'affixe 1.

1.0n a ainsi :
Zréel < (Z=0 ou arg(Z) =0[™) < (z=z4 ou (BM ,AM ) =0[T)
Or, (BM ,AM )=0[™ < M appartient 2 la droite (AB) privée de A et B
On en déduit finalement :
E est la droite (AB) privée de B
2. 1Z1=2 < 1z 7zl Tz "zl © AM = BM < M appartient a la médiatrice de [AB]
F est la médiatrice de [AB]
T - = 7
3. arg(Z) = 5 2™ < (BM ,AM )= 3 2™

G est le demi-cercle de diametre [ AB], privé de B, tel que le triangle AMB soit direct

Exercice 5 Urilisation des nombres complexes pour établir une propriété algébrique
Ona: ab=|x* iy |orti [
Et d'apres les propriétés des modules : ab = | (i \2

ab = 0@ i i

ab ™= (xz~ yt)2 ozt xt)?

Or,xz ~ yt € [t vz + xt € donc ab est aussi la somme de deux carrés.

Exercice 6 Identité du parallélogramme
Ona:
izt zZP+iz-ZP =@zt 200Z2t @z~ 2)0ZZ= ZZ Y77 t7Z*77Z tzZ ~77 ~727 *77

VAVA VA A chal) V/ bl VA b

— —

Soit ABCD un parallélogramme. Notons Z l'affixe deAB et Z' 'affixe deAD .

On a donc :

AC* ¥ BD® = 2AB* * 2AD’

Autrement dit : dans un parallélogramme, la somme des
carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des

coteés
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Exercice 7 Racines de l'unité. Applications

2k T
1.Déja, pour tout nombre complexe  © défini pour k € {0, 1, ...n " 1} par %= e " ,ona:

Les éléments de £/ sont bien des racines n°™ de 1'unité.
Réciproquement, soit z une racine n°™ de I'unité :

"7 1
Notons r le module de z et 0 l'argument de z situé dans [0, 2 "[. Ainsi,on a :

oy 0= 1= el
Or, deux nombres complexes égaux ont méme module et des arguments égaux (modulo 27, d'ot :
r"=1 et n9 =027

Comme r est un réel positif, on a nécessairement r = 1. D'autre part, I'égalité n B=p [27 signifie qu'il existe

un entier relatif & tel que :

n® = 2
0= 2k"
n
Et comme on a choisi © € [0, 27, il vient :
0 <n
Et comme £ est un entier : 0 ¥k 04

1l y a donc exactement 7 racines n°™ de l'unité qui sont les nombres ©; pour 0 “1:

2ik™
(= 1¢ » o1}
Avec les notations précédentes, et en notant © = @, on constate que :

W = Wk
k

La formule de sommation de termes consécutifs d'une suite géométrique donne alors :

2 1o _
w = =0 puisque " =1
k=0

1—(1)
W )
De plus, pour tout & = [U],n 1 ona:
uuuuruuuuuur . 2" On a noté, par commodité :
= k1 = TT
(OAk ’OAk+]) aIg o) en [2 ] U‘)"=0‘)0=1 et A,,=A0
k

On en déduit que ApA;... A,-1 est un polygone régulier.

2.Applications :
_ .0 .
a)On procede comme pour les racines de 'unité. Soit z =~ re' S

Ona:

3

.0 ) rR= o el
Zn =Z <> rn em =Re1 <> <= @1-1'127 <= @J'lf 2k
nn

D
1]

n9=0m 2] il existe &&FaE

—
[ —

nn
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Et comme on peut toujours choisir be [E 2=+ il vient :
n

0 ~1
Les racines n”™" de Z sont donc les n nombres complexes suivants :

T 2k
(P __
YRe'm 0 ~1
Remarque : si on connait déja une racine n°™ particuliére zo de Z, on peut en déduire toutes les autres en
multipliant z, par les racines n°™* de l'unité. En effet :

" ;
_ _ _ . . 2: i: _
(wg=Zet "=2) < ()i =1 ©11ex1steke,n_1“telque L=0

20 )

_ _ L (] b -
D'ou : (zx=Zet "=2) < 11ex1steke,n_lE:gelquez_wkzo

b)Les racines quatriémes de 'unité sont : 1,7 1,iet7i

On connait une racine quatrieme particuliere de 1 :

T

i—
e4

Les racines quatriemes de ~1 sont donc :

f1d e f1d e
i— i— i— i—

et,"et,ietet " ie?

T 3T 3T T

A
Clest-a-dire : et,e 4 ,etete *

. 4 L . N _ L.
Or, les racines de x* T 1 sont précisément les racines quatriemes de ~1.On a donc la factorisation :

& & £ 3

Foo=x*+1= ket Tet Ted Te

En regroupant les racines deux par deux (en choisissant celles qui sont conjuguées), on obtient :

f(x) = Ov% ~Dcosl ; Ox)zc ~Dcosl 37:
f(x) = (x)2c -1 ) (x,% +521 )

Nota : les amateurs de forme canonique peuvent retrouver ce résultat sans passer par les complexes :

P (x2+1)z_2x2 = (x)%-t/il )(x%+*</§1 )

¢)On sait que : 1t4+2=0
En multipliant par z : ¥t =0
Puis encore : 2L+ =0

Z3 + Z7 + le = 0

En sommant les quatre égalités, membre a membre :
2 =0
k=0
Il est clair que z ne peut pas étre égal a 1. La formule de sommation de termes consécutifs d'une suite

géométrique donne alors :
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D'od : Z22=1

Donc z est une racine douzieme de 1'unité.

Exercice 8 Transformation de a cos x * b sin x

Sia = b = 0,il suffit de choisir R = 0 et 8 quelconque.

Supposons (a, b) (0, 0) et posons Z = a * ib. On a donc Z * 0.
Notons : R=1Zlet%un argument de Z.
On sait qu'alors : a=1Zcos® et b=1Zsin®

On a ainsi, pour tout x €

0 +

cos x T sin 0

acos x T b sin x = R(cos sin x)

Et d'apres les formules d'additions :
acosxthbsinx =Rcos(x~ e)

lication -

T
En utilisant ce qui précéde en posant Z =1 ti (R = J2et 0= " [2™]), I'équation proposée s'écrit :

Tm T 7
Dol : xT—="—=012™ oux~ —="— 27
4 4 4 4
T
x=5 2™ ou x =027

Exercice 9 Caicul de la valeur exacte de cos(2Y5) et cos(4Y5)
1.0n procede par substitution. La premiere équation donne :

1
v TuT —
2

En remplacant v par ~u ~ % dans la seconde équation, il vient :
(}_ 1 __1
ulfu — -
2 4

T2 170

En multipliant par 74 et en développant :

On obtient une équation du second degré. Son discriminant est :
A=p=4ac=20

A

Comme = >0, il y a donc deux racines réelles distinctes :

_ A 15 _ AT 15y
4 et up

2a 2a 4

U
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On en déduit les valeurs de v correspondantes :

__ _1_154 __ _1_715\
Vi IZ31 — et vy U —
2 4 2 4
Conclusion : le systéme admet deux couples de solutions :
g = {(}(%Nﬁblb v v v
\)Ja444™

2.1l s'agit de la somme de cinq termes consécutifs d'une suite géométrique de raison e

_ 1703

WL ol a2 w3 ¥ =0 car @ =1
1—(,0
23'[ 4317 6317 8317
S L L e
Dol : IteS TeStTestTes=0
67" - _ 4" g _ _ 2%
Or: — =T 2T et —="=[27
5 5 5
2317 43'[ 43'[ 27'[
=i “it
On peut donc écrire : I1teSteste 5te 550

U U
Et d'apres les formules d'Euler : 1*2cos (% *2 cos 04? =0

cos + Ccos T =
5 5 2

3.D'apres les formules d'additions :

ol el -l ol el

2
. n adaonc .

o 2 el el el el el sl

4 En additionnant, membre a2 membre, les deux égalités ci-dessus et en utilisant la question 2. :

1 T T
~—%2cos cos
2 5 5

n n n 7 T
Or,cos()zf >0 car 2 e 4),— etcos()“f <0 car e
5 5 2 5 5

£ TE ’
D'apres la question 1, on en déduit :

()zj _ sy Og 15y
COos —— et Cos -
5 4 5 4
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Exercice 10 Carrés et parallélogramme

1. Figure

uruyr
2. Munissons le plan d'un repere orthonormal direct (Oeﬁl2

Notons a, b, c, d, e et [ les affixes respectives des points A, B,C,D,Eet L.

n
Comme A est I'image de B par la rotation de centre D et d'angle Py :

a”~d~i(b~d

De méme dans ACE : c eTila" e

Enfin, puisque L est 1'image de C par la translation de vecteur DB
I=ctb~d
Exprimons / ~ e en fonctionde d ~ e :
I"e=c etb™dTi(a"e) "i(a"d)Tid e
n

Donc L est I'image de D par la rotation de centre E et d'angle 5

Le triangle EDL est bien rectangle isocele en E de sens direct.
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Exercice 11 Des carrés autour d'un quadrilatére (Théoréme de Von Aubel)

1.Puisque ABCD est de sens direct et que P est le centre du carré construit extérieurement sur [ AB], on peut
n

affirmer que A est I'image de B par la rotation de centre P et d'angle E :

a~p~ib~p)
a”ib=p~ip
D'ou : = ab_l_
171
On obtient de méme :
_ bci _cdi _dai
q —, I —— ¢cts
171 171 i
2.0n a alors : 9 = dbeti” i =i

rp cabd i()

On en déduit, d'une part, que les droites (PR) et (QS) sont perpendiculaires.

De plus, comme S_ “l,ona: PR= QS

P

Les diagonales du quadrilatere PORS sont donc perpendiculaires et de méme longueur.
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Exercice 12 Des carrés autour d'un triangle (Point de Vecten)

T
1.Comme A est I'image de B par la rotation de centre P et d'angle E :

a”p~ib"p)
De méme : b~qTilc™q

cTrSia™r
En additionnant membre a membre ces trois égalités :

atbtce~(ptqgtnTiatTbTc (ptqgtr)

D'oti : a cTptqTr
. =y — g —abi
2.Delarelation a ~ p Ti(b ~ p) on déduit : p =1
i
= bci = ca
De méme : q- C_l_ et r= < !
i i
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—_ +— .
30na : P~ cdbd i0 =i
ga  badc i()

On en déduit que les droites (PR) et (AQ) sont perpendiculaires. Autrement dit :

(AQ) est la hauteur issue de A dans le triangle POR
En raisonnant de méme par rapport aux autres cotés, on constate que ( BR) et (CP) sont les deux autres
hauteurs du triangle POR.

Les droites (AQ), (BR) et (CP) sont donc concourantes.

Exercice 13 Théoréme de Napoléon

PARTIE A : des caractérisations du triangle équilatéral
7

1.Si UVW est équilatéral de sens direct, alors U est I'image de W par la rotation de centre V et d'angle g :

u-v-ed(w) w
4T -2t Sl
Or: P=Ted="e 3 =6 e 3 =3
D'ou : u-v= _jz(w V)
Réciproquement, supposons : U %

u” v T Fw Ty T eg(w_v)
T
Alors, U est I'image de W par la rotation de centre V et d'angle 3 donc UVW est équilatéral de sens direct.

2.Supposons UVW équilatéral de sens direct. D'apres ce qui précéde, on a :

u-v _jz(w_v)

ut (1Pt iw=0

Or,1 *j*j=0donc: utjytiw=0
Réciproquement, supposons : utjytiw=0

Alors, par le méme calcul : u” v TPEw )

Et d'apres la question 1. : UVW équilatéral de sens direct
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PARTIE B : démonstration du théoréme de Napoléon

Par hypothese,on a :

a”~wTjb"w) (E)
b~ u~jlc™uw (E)
cTvTi@Ty) (E3)

En additionnant, membre a membre, les trois égalités, il vient :

atbte wtvtwTjatbtewtvtw)

D'ou :

atbtcTutvtw

Ce qui prouve déja que UVW a le méme centre de gravité que ABC.

De (E)) on déduit :

De méme avec (E)) et (E3) :

On calcule maintenant :

. 2 =
utjytiw

Donc :

aEb"j;ﬁj_ 22 -0

17

UVW est équilatéral de sens direct
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Remargue : pour aller plus loin avec cette configuration, on peut aussi démontrer que les droites ( AP), (BQ) et
(CR) sont concourantes en un point 7 appelé "point de Torricelli". Ce point 7 posseéde de belles propriétés : il
est le point de concours des cercles circonscrits aux triangles ABC, ABR, ACQ et BCP, c'est aussi le point qui

rend minimal la distance MA * MB * MC (lorsque les angles du triangle sont inférieurs a 120°).
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Exercice 14 Nombres complexes et suites

1.11 s'agit d'une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique de raison z

*1,donc:
17 7"_ 2 I
Ezk‘ _Z = car 7' = e =71
k=0 1z 17z
2.0n a, pour tout n [h
it ﬂ _Eﬂ: it

- i x
17z517 en = e2n | pe22n~ = "2ie?" sin O;
n

e
. o i in -~ — |
D‘Ofl: 1% = len = 22”1 = = 1+i =
< sin (); sin (); tan
n n

3.En identifiant les parties imaginaires, on obtient :

Sn Im ()l 3 = ; TT
< tan (%
n
1
1 cos ( b
h . = = n
4.0n a, pour tout 7 : uy, T T
ntan O; nsin (
n n
1
_2 o, O;
u, - = 75'; cos
n T T
sin n
n
1
Or, on sait que : lim, 28— =1
sin
n
(Car lim 22 =1)
x~0 X
T
Et comme l_i)l’_{lm cos (2% =1, il vient finalement :
n n
. =2
Jm o x

. . 2
On dit que la suite (S,) converge "en moyenne" vers

T
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