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Cet ouvrage est destiné aux étudiants de deuxième année des classes 
préparatoires aux grandes écoles et aux étudiants du tronc commun de 
technologie des universités ainsi que les étudiants du semestre 3 des 
sciences techniques du système LMD. Il contient des chapitres de cours et 
des exercices résolus  à la fin de chaque chapitre. Les solutions sont souvent 
détaillées et permette à l’étudiant de compléter sa compréhension du cours et 
faire soit même son évaluation.   
Les deux premiers chapitres traitent les outils mathématiques notamment les 
torseurs utilisés pour simplifier l’écriture des équations de la mécanique.  
Le chapitre trois décrit l’équilibre statique des solides et les différentes liaisons 
entre les solides et les équations qui les régissent. 
Le chapitre quatre est consacré à la géométrie des masses donc aux centres 
d’inertie et aux tenseurs d’inertie des solides. Savoir utiliser le théorème de 
Huygens permet de résoudre un bon nombre de problèmes en mécanique des 
solides et vibrations. 
Les chapitres cinq, six et sept traitent la cinématique du point matériel et la 
cinématique du  solide indéformables ainsi que les contacts entre les solides. Le  
maniement des angles d’Euler et leur assimilation sont indispensables pour la 
compréhension de la mécanique des solides.  
Les chapitres huit et neuf  décrivent la cinétique et les théorèmes fondamentaux 
de la dynamique et le principe de l’action et de la réaction.  
Le dernier chapitre traite la dynamique des solides en mouvements de rotation 
autour d’un axe et de leur équilibrage statique et dynamique.  
De nombreux exercices résolus dans cet ouvrage montrent aussi la manière dont 
il faut utiliser les théorèmes généraux de la mécanique et combien il est 
important de faire un bon choix des repères pour la détermination des éléments 
cinématiques et cinétiques des solides. 
La mécanique est la science qui décrit les lois des mouvements et de l’équilibre. 
Elle est à la base du dimensionnement des mécanismes, des machines, des 
structures, des ouvrages et  autres réalisations de l’homme.  
J’espère que le lecteur ayant utilisé l’ouvrage pourra à la fin, en utilisant les 
torseurs des actions mécaniques et les différentes liaisons, écrire les équations de 
mouvement d’un mécanisme quelconque et résoudre le problème. 
Je tiens à remercier, toutes celles et  ceux qui voudrons me faire parvenir leurs 
critiques, remarques ainsi que leurs suggestions afin d’améliorer le contenu de cet 
ouvrage. 
 
 

L’auteur 
                                                                                 Email : kadikali@yahoo.fr 



 

Préface  

 
 
 
Quand  Ali KADI m’a amicalement demandé d’écrire la préface de cet ouvrage, je 
n’ai pas hésité à répondre affirmativement. L’occasion qui m’est donc offerte me 
permet de m’adresser directement aux étudiants, aux enseignants et ingénieurs 
concernés par cet ouvrage. Elle me permet aussi de témoigner toute ma 
reconnaissance à l’auteur qui nous a offert, là, un ouvrage fort intéressant 
traitant d’un domaine clé des sciences de l’ingénieur, à savoir la « cinématique et 
dynamique des solides indéformables » où chaque cours est suivi d’une série 
d’exercices corrigés. 
 
L’ouvrage est structuré en chapitres complémentaires les uns des autres, 
traitant en détail de la géométrie des masses jusqu’à la dynamique des solides en 
passant par les théorèmes fondamentaux de la dynamique et du principe de 
l’action et de la réaction. Il s’adresse aussi bien aux étudiants des deux 
premières années des universités, aux étudiants des classes préparatoires aux 
grandes écoles, ainsi qu’aux enseignants et ingénieurs. Chacun en trouvera ce 
dont il a besoin. L’étudiant, pour approfondir ses connaissances et aller au-delà 
des concepts vus aux cours. L’enseignant, pour améliorer sa source de savoir. 
L’ingénieur pour en faire une référence indispensable. 
 
L’ouvrage proposé intègre un élément nouveau : l’approche méthodologique de 
résolution de problèmes. Corollaire d’une dizaines d’années de travail 
universitaire effectuée par l’auteur, l’approche est construite avec le souci 
constant de proposer des exercices corrigés à difficulté croissante, permettant 
la maîtrise graduelle des principes directeurs du cours. 
 
Enfin, l’heureuse idée d’avoir inclut au début de l’ouvrage une sélection des 
principaux outils mathématiques connexes à la compréhension de la science 
mécanique, ne peut que renforcer la notoriété de cet ouvrage. 
 

              
Professeur Kamel BADDARI 

Doyen de la faculté des sciences 
Université de Boumerdès  

Algérie 
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LES OUTILS MATHEMATIQUES  

 

 

La modélisation de l’espace réel, considéré dans le cadre de la mécanique classique comme 

étant à trois dimensions, homogène et isotrope suppose l’introduction d’outils mathématiques 

tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous présenterons les 

rappels et l’ensemble des opérations mathématiques sur les vecteurs. Nous développerons 

aussi l’étude sur les torseurs qui sont des outils mathématiques très important en mécanique 

classique, notamment en mécanique des solides. L’utilisation des torseurs en mécanique 

permet de simplifer l’écriture des équations relatives aux grandeurs fondamentales de la 

mécanique. 

1.   Opérations sur les vecteurs  

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera à l’ensemble E des vecteurs V   de l’espace usuel. E est 

un espace Euclidien à trois dimensions. 

→

2. Défnition 

Un vecteur est un segment de droite OA  sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité 

A ; il est défni par : 

- son origine ; 

O
A 

- sa direction ;  

- son sens ; 

- son module. 

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : V  
→−−→

OA

3. Classifcation des vecteurs 

Il existe plusieurs types de vecteurs : 

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support et le 

point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ; 

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fxé ; 

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ; 

- Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est égal à 1. 
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4. Composantes d’un vecteur  

Considérons une base de l’espace 3R  notée :  .  Cette base est orthonormée 

si :       e  

),,,( 3210

→→→

= eeeOR

⎩
⎨
⎧

≠

=
=

→

•

→

  ji   si    0

ji   si    1
ji e

→

1e 

→

2e

→

3e  

 
La base    est dite directe si un observateur se plaçant à 

l’extrémité du vecteur  e  verra le vecteur    tourner vers le 

vecteur e  dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 

0R
→

3

→

1e
→

2

 

 

 

Dans cette base un vecteur V   de composantes (   s’écrirait :  
→

3),, Rzyx ∈

→→→→

++=
321 ezeyexV  

Les quantités réelles  x, y, z  sont appelées composantes du vecteur V  dans la base 
→

3R. 

La notation adoptée est la suivante :   V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

z

y

x

R0

∈+=
→→→

321 aaa

5.  Loi de composition interne : Somme vectorielle 

La somme de deux vecteurs V  et  V  est un vecteur W   tel que :  
→

1

→

2

→

3
21    ,   RVV ∈∀

→→

    nous avons   W  3
21 RVV

Soit  (  les  composantes du vecteur V d’où : V   et  

 les  composantes du vecteur V d’où : V  

),,
→

1

→→→→

++=
3322111 eaeaea

),,( 321 bbb
→

2

→→→→

++=
3322112 ebebeb

Le vecteur somme est défni par la relation :  
→→→→→→

+++++=+=
33322211121 )()()( ebaebaebaVVW  

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté :  )0,0,0(0 =
→

 

5.1   Propriétés de la somme vectorielle  

- la somme vectorielle est commutative : V  ; 
→→→→

+=+
1221 VVV
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- la somme vectorielle est associative :  ; ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

→→→→→→

321321 VVVVVV

- l’élément neutre est défni par :  ; 
→→→

=+ VV 0

- A tout vecteur  correspond un vecteur opposé noté  tel que :  
→

V
→

−V
→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+ 0VV

5.2  Multiplication par un scalaire  

Si  λ  est un nombre réel et  un vecteur, leur produit est un vecteur. 
→

V

R∈∀λ   ,    ========>   3  RV ∈∀
→

3RVW ∈=
→→

λ

Le vecteur   est colinéaire au vecteur .  
→

W
→

V

Si le vecteur  a pour composantes (a, b, c) tel que :  ; le vecteur  

s’écrirait :  

→

V
→→→→

++=
332211 eaeaeaV

→

W

  332211

→→→→

++= eaeaeaW λλλ

La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérife les propriétés suivantes : 

a) Distribution par rapport à l’addition des scalaires :     ; 
→→→

+=+ VVV 2121 )( λλλλ

b) Distribution par rapport à la somme vectorielle :     ; 
→→→→

+=+
2121 )( VVVV λλλ

c) Associativité pour la multiplication par un scalaire :  
→→

= VV 2121 )( λλλλ

6. Combinaison linéaire des vecteurs 

Soit les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R  et  n

λλλλ ,........,, 321  des 

nombres réels. Les vecteurs     sont aussi des 

vecteurs de l’espace 

→→→→→

nnii VVVVV λλλλλ ..................,.........,, 332211

3R ainsi que leur somme  défni par : 
→

W

∑
→→→→→→

=++++=
n

i
iinn VVVVVW λλλλλ .............332211   

Le vecteur  est appelé combinaison linéaire des vecteurs :  
→

W
→→→→

nVVVV ...,.........,, 321

6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs 

6.1.1. Défnition 

On dit que les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R sont linéairement  
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indépendant si et seulement si, ils vérifent la relation suivante :  entraîne que  
→→

=∑ 0
n

i
ii Vλ

tous les i
λ   sont nuls. 

→→→→→→

=++++=∑ 0.............332211 nn

n

i
ii VVVVV λλλλλ   ⇔   01

=λ   ,  02
=λ   , …….. 0=

n
λ  

Si les i
λ  ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux. 

6.1.2.  Propriétés sur l’indépendance des vecteurs 

a) Un vecteur    est à lui seul un vecteur linéairement indépendant ; 
→

V

b) Dans un système de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut être un 

vecteur nul ;  

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs 

forme un système de vecteurs indépendants. 

 

6.1.3.  Propriétés sur la dépendance des vecteurs 

Si  n  vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins l’un d’entre eux est une combinaison 

linéaire des autres. Soit les  n  vecteurs : de l’espace 
→→→→→

ni VVVVV ..................,.........,, 321
3R  et  

n
λλλλ ,........,, 321  des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation : 

 
→→

=∑ 0
n

i
ii V

λ

Implique qu’il existe des i
λ  non nuls, de telle sorte que la relation puise s’écrire : 

→→→→→

=++++ 0.............332211 nn VVVV λλλλ   qui donne par exemple :  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++−=

→→→→

nn VVVV λλλλ .............332211  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++−=

→→→→

nn VVVV λλλ
λ .............
1

3322

1

1  

On dit alors que  dépend linéairement des vecteurs :  
→

1V
→→→

nVVV .........,........., 32

Remarque : 

a)  Si     sont linéairement indépendant,  alors les vecteurs 

  le sont aussi quel que soit les vecteurs    

→→→→

nVVVV .........,.........,, 321

,...,,.........,.........,,
       

2

      

1321

→

+

→

+

→→→→

nnn VVVVVV ,...,,
      

2

     

1

→

+

→

+ nn VV
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Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une 

combinaison unique des autres vecteurs. 

b)  Soit   W     et      U   deux vecteurs indépendants: ∑
→→

=
n

i
ii V ∑

→→

=
n

i
ii V

L’égalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente à  n égalités entre les nombres 

réels :    Si   W     
→→

= V ⇔
ii

βα=  

7. Produit scalaire de deux vecteurs 

On appelle  produit scalaire de deux vecteurs  V  et  V  une loi de composition externe qui 

associe aux  deux vecteurs, un scalaire (nombre réel)  noté : V   tel que :  

→

1

→

2

→

•

→

21 V

RVVRVV ∈⇒∈∀
→

•

→→→

21
3

2    ,1          

)cos(  2,12121

→→→→→

•

→

= VVVVVV  ;    le résultat d’un produit scalaire est un scalaire. 

Le produit scalaire  est  nul, si : 

 Les deux vecteurs sont orthogonaux ; 

 L’un des vecteurs est nul. 

7.1  Propriétés du produit scalaire  

a) linéarité :  ⎜
⎛

     2  12  1

→

•

→

+

→

•

→→

•

→

+

→

=⎟
⎠

⎞

⎝
WVWVWVV

                           ⎟⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

→

•

→→

•
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →

WVWV λλ

b) symétrie par rapport aux vecteurs :  V  donc : V   si   V  
→

•

→→

•

→

= VWW 0>
→

•

→

V
→→

≠ 0

Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs V   et  W . 
→ →

7.2  Expression analytique du produit scalaire  

Considérons une base b de l’espace 3R notée : b .  Cette base est orthonormée si : ),,( 321

→→→

= eee

⎩
⎨
⎧

≠

=
=

→

•

→

  ji   si    0

ji   si    1
ji ee  

→

1e 

→

2e

→

3e  

La base  b  est dite directe si un observateur se plaçant à l’extrémité  

du vecteur  e  verra le vecteur  e  tourner vers le vecteur   
→

3

→

1

→

2e

dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. 
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Soient deux vecteurs   et  . Leurs expressions dans cette base sont : 
→

1V
→

2V

→→→→

++=
3322111 eaeaeaV  

→→→→

++=
3322112 ebebebV  

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par : 

33221133221133221121 bababaebebebeaeaeaVV ++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=

→→→

•

→→→→

•

→

 

 

7.3.  Norme ou module d’un vecteur  

On appelle norme ou module d’un vecteur , noté : 
→

V
→

V   la racine carrée positive du produit 

scalaire du vecteur par lui-même. 

→→

•

→→

== 2VVVV    

Nous avons en particuliers : 
→→

= VV λλ  

                                         
→→→→→→

+≤+≤−
212121 VVVVVV  :  appelé inégalité triangulaire. 

7.4.  Vecteurs orthogonaux  

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul : 

Si     
→→

•

→→→

=⇔⊥ 0           WVWV

Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux à deux, ils sont alors linéairement 

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans 3R. 

 

7.5.  Base orthonormée   

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux à 

deux et si leurs normes sont égales à 1. Si   est orthonormée nous avons alors : ),,( 321

→→→

= eeeb

021
=

→

•

→

ee            ,               ,          031
=

→

•

→

ee 032
=

→

•

→

ee

12
111
==

→→

•

→

eee     ,       ,      12
222
==

→→

•

→

eee 12
333
==

→→

•

→

eee
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8. Produit vectoriel de deux vecteurs 

Le produit vectoriel de deux vecteurs V  et  V de l’espace 
→

1

→

2
3R  est un vecteur W   

perpendiculaire à  V  et  V   , défni par : 

→

→

1

→

2

→→→→→→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∧= nVVVVVVW    ,sin   212121

ou   : est un vecteur unitaire perpendiculaire à V et  V 
→

n
→

1

→

2

→

1V 

→

2V 

→

W

→

n

Le produit vectoriel est  nul si : 

- Les deux vecteurs sont colinéaires ; 

- L’un des vecteurs, est nul. 

 

8.1.  Propriétés du produit vectoriel 

a) Le module du produit vectoriel est égal à l’aire du parallélogramme formé par V et  V ; 
→

1

→

2

b) Le produit vectoriel est distributif à gauche et à droite pour la somme vectorielle :  

              )( 2121

→→→→→→→

∧+∧=∧+ WVWVWVV

       
→→→→→→→

∧+∧=+∧
2121         )(   VWVWVVW

c) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre réel : 

      )     (     )( 
→→→→

∧=∧ WVWV λλ

       )    ( )   
→→→→

∧=∧ WVWV λλ

d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif) 

       
→→→→

∧−=∧
1221         VVVV

Si on applique cette propriété au produit vectoriel d’un même vecteur, nous aurons : 

     
→→→→→

=∧−=∧ 0)    (    VVVV

On déduit à partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et 

seulement si leur produit vectoriel est nul.  

Si     alors    
→→

21 //   VV
→→→

=∧ 0    21 VV

En effet si    on peut écrire :   ⇒  
→→

21 //   VV
→→

=
21     VV λ

→→→→→

=∧=∧ 0)   (    2221 VVVV λ
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8.2.  Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée 

Si   est orthonormée nous avons : ),,( 321

→→→

= eeeb

Sens direct :        e            ,       e         ,      e  
→→→

=∧
321 ee

→→→

=∧
132 ee

→→→

=∧
213 ee

Sens opposé :              ,      e       ,      
→→→

−=∧
312 eee

→→→

−=∧
123 ee

→→→

−=∧
231 eee

8.3.  Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct 

Le produit vectoriel de deux vecteurs   de composantes respectives dans une base 

orthonormée direct  R:         

→→

21 et    VV

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

1

1

1

1

Z

Y

X

R

V       et    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

2

2

2

2

Z

Y

X

R

V  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧
→→

2121

2121

2121

2

2

2

1

1

1

21           

XYYX

ZXXZ

YZZY

Z

Y

X

Z

Y

X

VV  

 

8.4.  Produit mixte 

On appelle produit mixte de trois vecteurs  V  pris dans cet ordre, le nombre réel défni 

par : V  

→→→

321 ,, VV

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧

→→

•

→

321 VV

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume  

→

3V

→

1V  

→

2V

du parallélépipède formé par les trois vecteurs. 

Le produit mixte est nul, si : 

- les trois vecteurs sont dans le même plan ; 

- deux des vecteurs sont colinéaires ; 

- l’un des vecteurs, est nul. 

 

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant 

scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est 

commutatif:  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧

→→

•

→→→

•

→→→

•

→

132213321 VVVVVVVVV  
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⎝
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Remarque : 

Une notation simplifée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce 

cas pour faciliter l’écriture des équations vectorielles :  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧

→→

•

→

321 VVV  est équivalent à ⎜
⎛

 ⎟⎠

⎞

nous avons alors :                   ⎜
⎛

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞

8.5.  Double produit vectoriel  

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs  V   est un vecteur W  exprimé 

par la relation : W .  Le vecteur W   est perpendiculaire au vecteur V  et au 

vecteur formé par le produit : V  , il est donc dans le plan formé par les vecteurs 

.      Le vecteur W   peut s’écrire : W  

→→→

32  1 ,, VV

→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=

→→→→

321 VVV
→ →

1

→→

∧
32 V

→→

32 et     VV
→ →→→

+=
32 VbVa

Nous pouvons présenter cette relation autrement par identifcation des scalaires  a et b, on 

obtient :  
→→

•

→→→

•

→→→→

−=∧∧
321231321 )(        )( VVVVVVVVV  

Il faut faire attention à l’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif. 

Pour retenir cette formule, il est plus simple de l’écrire sous la forme :  

)(        )(
→

•

→→→

•

→→→→→

−=∧∧ BACCABCBA  

9.  Projection des vecteurs 

9.1.  Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe 

Soit  V   un vecteur quelconque, et  (
→

Δ ) un axe de l’espace défni par son vecteur unitaire  u . 

La projection orthogonale du vecteur V  est la composante V  de ce  vecteur du cet axe. 

→

→ →

u

 

→

u

→

V

→

uV

→→

•

→→

= uuVVu )(  
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9.2.  Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan 

Soit  V   un vecteur quelconque, et  (
→

π ) un plan de l’espace défni par la normale  . La 

projection orthogonale du vecteur V  est la composante V  dans le plan. 

→

n
→ →

π

Le vecteur V  a deux composantes l’une dans le plan et l’autre perpendiculaire au plan. On a 

ainsi : V  

→

→→

•

→→→→→

−=−= nnV(    VV    V
→

nV

→

n

→

V  

→

πV  

π(

n )π

)(    )(π

π

Qui s’écrit aussi sous la forme : V  
→→

•

→→→

•

→→

−= nnVVnn

On retrouve la relation du double produit vectoriel  

entre les vecteurs V   et   :     V  
→ →

n )(
→→→→

∧∧= nVn

 

10.  Division vectorielle  

Si   , on dit que 
→→→

=∧ WVX
→

X  est le résultat de la division vectorielle de W  par  V  
→ →

i) ne doit pas être un vecteur nul ; 
→

V

ii)  et  V   doivent être orthogonaux 
→

W
→

S’il existe une solution particulière  , alors elle est la  forme    
→

0X
→→→

∧= WVX α
0

En remplaçant cette valeur dans  l’expression   on obtient : 
→→→

=∧ WVX

→→→→

=∧∧ WVWV )(α    ⇔
→→

•

→→→

•

→→

=− WWVVVVW )()( αα  

Comme   V  alors V  ; on obtient : 
→→

⊥W 0=
→

•

→

W
→→

•

→→

=WVVW )(α           ⇒
2

1

V
=α  

Nous avons aussi :           cette expression montre que le 

vecteur (  est parallèle à  V , dans ce cas nous pouvons écrire que : 

→→→→

∧=∧ VXVX 0
⇒

→→→→

=∧− 0)( 0 VXX

)0

→→

− XX
→

→→→

=− VXX λ)( 0    avec  IR∈λ   ou    
→→→

+= VXX λ
0

fnalement :               
→

→→
→

+
∧

= V
V

WV
X λ

2
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11. Règle des sinus dans un triangle 

Soit un triangle quelconque  ABC  nous pouvons établir une relation entre les trois côtés et les 

trois angles du triangle. 

θ  

β  

α

C 

B A E 

D

θπ−  

Dans les triangles ABD  et CBD , nous avons : 

AB

DB=αsin       et    
BC

DB=βsin  

d’où : βα sinsin BCAB =  

On déduit :  
sinsin βα
ABBC =  

De même pour les triangles AEC  et  BEC  , nous avons : 

AC

EC=αsin       et    
BC

EC=− )sin( θπ     d’où  θθπα sin)sin(sin BCBCAC =−=  

On déduit : θα sin

ACBC =
sin

 

On déduit fnalement une relation appelée règle des sinus dans un triangle:  

θβα sin

AC
 

sinsin
== ABBC

 

12. Opérateurs et vecteurs 

12.1  Opérateur gradient dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

On défni l’opérateur vectorielle noté :  
→→→→

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ k

z
j

y
i

x
  comme étant la dérivée dans 

l’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires. 

Le gradient d’un scalaire U  est défni comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois 

directions respectives   par rapport aux variables : x, y, z . 
→→→

kji ,,

→→→→−−−−−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= k

z

U
j

y

U
i

x

U
zyxgradU ),,(   ou    UUgrad

→→−−−

∇=

Exemple :    

yzzxxyU 523 +−=  :   zy
x

U
23 −=

∂

∂
  ,   zx

y

U
53 +=

∂

∂
   ,   yx

z

U
52 +−=

∂

∂
 

→→→→−−−−−

+−+++−= kyxjzxizyzyxgradU )52()53()23(),,( 

Le gradient d’un scalaire est un vecteur. 
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12.2  Opérateur divergence dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

La divergence d’un vecteur    est défnie comme étant le produit scalaire  
→→→→

++= kVjViVV zyx

de l’opérateur :  
→→→→

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ k

z
j

y
i

x
   par le vecteur   ; noté :  

→

V
→

•

→→

∇= VVdiv

z

V

y

V

x

V
kVjViVk

z
j

y
i

x
Vdiv zyx

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

→→→

•

→→→→

)( 

La divergence d’un vecteur est un scalaire. 

12.3  Opérateur rotationnel  dans un repère orthonormé   ),,,(
→→→

kjiOR

Le rotationnel d’un vecteur    est défnie comme étant le produit  
→→→→

++= kVjViVV zyx

vectoriel de l’opérateur :  
→→→→

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ k

z
j

y
i

x
  par le vecteur   ;   

→

V

→→→→−−

∧∇= VVrot  ;         ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

→→→→→→→→−−

kVjViVk
z

j
y

i
x

Vrot zyx)( 

Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.   

Sous la forme matricielle nous aurons :

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂

∂
−

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂

∂
∂

∂
∂

∂

=
→→−−

y

V

x

V
x

V

z

V
z

V

y

V

V

V

V

z

y

x

Vrot

xy

zx

yz

z

y

x

    )(  

Remarque : 

Si   f  est un champ scalaire  et   et  
→

A
→

B  deux vecteurs quelconques, les relations suivantes 

sont vérifées : 

-  
→−−−−→→→

+= gradfAAfdivAfdiv        )( ;

-    ,     avec  
→→→−−−−→

Δ−= AAdivgradArotrot        )()(
2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=Δ  ; 

-  ; )(      ))(
→→−−→→−−−−→→−−

+∧= Arot  fAgradfAfrot

-   ; 
→→−−−−→−−

= 0)( gradfrot

-  ; 0)( ( =
→→−−

Arotdiv

-  )()() (
→→−−

•

→→→−−

•

→→→

−=∧ BrotAArotBBAdiv
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EXERCICES ET SOLUTIONS 

 

Exercice 01 : 

Deux points A  et  B, ont pour coordonnées cartésiennes dans l’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2) 

Déterminer les composantes du vecteur ainsi que son module, sa direction et son sens. 
→−

AB

Solution : 

Le vecteur est donné par :   
→−

AB
→→→→−→−→−

++=+= iiiOAOBAB 543

Son module : 50543 222 =++=AB  

Sa direction est déterminée par les angles ),,( θβα qu’il fait avec chacun des axes du repère. 

Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur par les vecteurs unitaires du 

repère orthonormé :   

→−

AB

),(
→→−

= iABα  :    αcos.1.ABiAB =•
→→−

⇔   424.0
50

3
cos        ==

•
=

→→−

AB

iABα ⇒ °= 89.64α  

),(
→→−

= jABβ  :    βcos.1.ABjAB =•
→→−

⇔   565.0
50

4
cos ==

•
=

→→−

AB

jABβ      ⇒ °= 54.55β  

),(
→→−

= kABθ  :    θcos.1.ABkAB =•
→→−

⇔   707.0
50

5
cos ==

•
=

→→−

AB

kABθ     ⇒  °= 99.44θ  

son sens :  comme le produit scalaire du vecteur   avec les trois vecteurs unitaires est 

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repère. 

→−

AB

 

 
→

k

 A

 B

 
→

i 

 
→

j 
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Exercice 02 : 

La résultante de deux forces    et    est égale à 50 N  et fait un angle de 30° avec la 

force  . Trouver le module de la force   et l’angle entre les deux forces. 

→

1F  2

→

F

 151 NF =
→

2F

 

Solution : 

R = 50 N   ;   V  ;   N °= 30α   , n ous avons :  
→→→

+=
21 FFR

Dans le triangle rectangle:  ACD  rectangle en D, nous avons : 
222 DCADAC +=  

θcos21 FFBDABAD +=+=  
θsin2FDC =  

 

On obtient alors :   θθθ cos2)sin()cos( 21
2

2
2

1
2

2
2

21
2 FFFFFFFR ++=++=

θcos2 21
2

2
2

1
2 FFFFR ++=          (1) 

Nous avons aussi :  
θθ

αα

sin      sin

sin      sin

2

2

 F CD
F

CD

 R CD
R

CD

=⇒=

=⇒=

      (2) θα sinsin 2FR =⇒
⎭
⎬
⎫

 

et        
R

FF

R

AD θ
α cos

cos 21
+

==    ⇒     
2

1cos
cos               (3) 

F

FR −
=

α
θ

en remplaçant l’expression (3) dans (1), on aboutit à : 

 

)cos(2
cos

2 11
2

2
2

1

2

1
21

2
2

2
1

2 FRFFF
F

FR
FFFFR −++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
++= α

α
 

 

d’où :  )cos(2 11
2

1
2

2 FRFFRF −−−= α  

 

NxF 44,44)1530cos50(1521550 22
2

=−°−−=  

L’expression (3) nous donne : 566,0
50

1530cos50
cos =

−
=θ   ⇒   °= 528,55θ  

 

α

→

2F  

→

1F
A 

C 

D B 

θ  

→

R
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Exercice 03 : 

Soient les vecteurs suivants :   et    
→→→→

++= kAjAiAU 3211

→→→→

++= kBjBiBU 3212

1)  Calculer les produits scalaires :   ,   ,    , 221121

→

•

→→

•

→→

•

→

UUUUUU

      On donne :   ,    ,     
→→→→

+−= kjiV 521

→→→→

−+−= kjiV 5.75,132

→→→→

++−= kjiV 453

2) Calculer   ;  et          2121

→→→

•

→

∧VVVV

3) Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du 

vecteur  par rapport à  ;  2

→

V   1

→

V

4) Calculer les produits suivants   et     ; )  ( 321

→→

•

→

∧ VVV )  ( 321

→→→

∧∧ VVV

5) Déterminer la surface du triangle formé par les vecteurs  
→→

32 et       VV

 

Solution : 

1)   ,      ,      33221121   BABABAUU ++=
→

•

→
2
3

2
2

2
111   AAAUU ++=

→

•

→
2
3

2
2

2
122   BBBUU ++=

→

•

→

2)  455,375,16  21
−=−−−=

→

•

→

VV

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

+−

−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧
→→

0

0

0

33

5,15,1

5,75,7

5,7

5,1

3

5

5,1

2

  21 VV

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont parallèles 

                 
→→→

=∧ 0  21 VV ⇒    //   21

→→

VV

      De plus leur produit scalaire est négatif ,  alors les vecteurs  sont 

parallèles et de sens opposés 

45  21
−=

→

•

→

VV
→→

21 et      VV

4)  05,225,4063

5,4

5,40

5,31

5

1

2

1

4

5

5,7

5,1

3

5

1

2

)  ( 321
=−−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

•
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

•
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧
→→

•

→

VVV

on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle : 

Nous avons   soit       //   21

→→

VV   32

→→→

∧= VVW ⇔     ,   calculons 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⊥

⊥
→→

→→

 

 

3

2

WV

WV
→

•

→

WV1  
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→→→→→→

⊥⇒⊥ WVVVWV 1212          //  et          ⇔         0 1
=

→

•

→

WV

    V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧∧
→→→

5,112

5,166

198

5,4

5,40

5,31

5

1

2

1

4

5

5,7

5,1

3

5

1

2

)  ( 321 VV

    V  
→→→→→→

++−=∧∧ kjiVV 5,112166198)  ( 321

5) La surface du triangle formé par les vecteurs V  est donnée par la moitié du 

module du produit vectoriel des deux vecteurs : 

→→

32 et       V

      Nous avons :   alors : 
→→→→→

−+=∧ k,ji,VV 545,40531  32

50,51)54(5,40531  222
32

=−++=∧
→→

,,VV  

→

2V

→

3V

       75,25
2

50,51

2

 

 
32

==

∧

=

→→

VV

S  

c’est la demi surface du parallélogramme : 

 

Exercice 04 : 

Soient les vecteurs :    
→→→

+= kiU 62  , V  , , 
→→→→

++= kzjyi8

et      

et    

→→→→

+−= kjiP 243
→→→→

++−= kjyiQ 122 

1) Déterminer  y et z  pour que les vecteurs  U  soient colinéaires ; 
→→

V

2) Déterminer  la valeur de y   pour que les vecteurs   soient perpendiculaires; 
→→

QPet      

 

Solution : 

1)  Si U  sont colinéaires alors:U     
→→

V
→→→

=∧ 0   V
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−

−

=∧⇔

0

0

0

2

482

68

6

0

2

   

y

z

y

z

y ⇒
⎩
⎨
⎧

=

=

24

0

z

y

2) Si     sont perpendiculaires alors :  
→→

QPet      0   =
→

•

→

QP

         0    

12

2

2

4

3

      0   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−

−⇔= •

→

•

→

yQP ⇔     02446 =+−− y    
2

9=y  
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Exercice 05 : 

Trouvez le volume d’un parallélépipède dont les cotés sont les vecteurs : U  tel que : ,   ,  ,
→→→

QP

→→→

+= jiU 62  ,  ,    53
→→→

+= kjP ,
→→→→

−+= kjiQ 24

 

Solution : 

Le volume d’un parallélépipède est un scalaire positif. On doit utiliser une opération 

vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : c’est le module du produit mixte des trois 

vecteurs :  )   (
→→

•

→

∧= QPUv  

223025    

3

5

26

  

0

6

2

      

2

4

1

5

3

0

  

0

6

2

)   ( −=+−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧ •

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

•

→→

•

→

QPU  ;    ⇒

2222)   ( =−=∧=
→→

•

→

QPUv  

 

Exercice 06 : 

La trajectoire d’un mobile dans un repère orthonormé directe est donnée par les 

équations paramétriques suivantes :   ,  

),,,(
→→→

kjiOR

24tx = )
3

(4
3t

ty −=   ,    33 ttz +=

Montrer que le vecteur vitesse  V   fait un angle constant avec l’axe oz. Quelle est la valeur de 

cet angle. 

→

Solution : 

xV

yV

xyV  

zV  

θ  

→

V  

→

k  

→

j

→

i

La vitesse du mobile est donnée par : V  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

−=

=

=
→

)

)1(3

1(4

      8

2

2

tV

tV

tV

z

y

x

Nous avons en effet : 

z

yx

z

xy

V

VV

V

V
tg

22 +
==θ  

)1(3

16321664

)1(3

)1(1664
2

242

2

222

t

ttt

t

tt
tg +

+−+
=

+

−+
=θ  
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3

4

)1(3

)1(4

)1(3

)1(16

)1(3

)12(16
2

2

2

22

2

22

=
+

+
=

+

+
=

+

++
==

t

t

t

t

t

tt
tgθ  

 
3

4=θtg       ⇒ °= 13,53θ     la valeur de l’angle est bien constante. 

 

Exercice 07 : 

La ligne d’action d’une force   de  800 N ,  passe par les points      et    

dans un repère orthonormé. Déterminer les composantes de cette force  

→

F
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

74,2

0

22,1

 A
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

61,0

22,1

0

  B

 

Solution : 

Nous avons :    
     

  
→→−

=
ABuABAB ⇒

AB

AB
u AB

→−
→

=
     

     vecteur unitaire porté par la ligne d’action. 

 

  
74,2

13,222,122,1

)13,2()22,1()22,1(

13,222,122,1
 

222

     

→→→→→→→−
→ −+−

=
−++−

−+−
== kjikji

AB

AB
u AB  

 
→→→→

−+−= kjiu AB 777,0445,0445,0 
     

 

La force    s’écrira :  
→

F

  ) 6,621356356)777,0445,0445,0(800
     →→→→→→→→

−+−=−+−== kjikjiuFF AB

 

Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repère. 

 

Exercice 08 : 

Soit  un repère orthonormé direct  dans l’espace vectoriel Euclidien ),,,( 321

→→→

eeeOR 3R   à trois 

dimensions dans le corps des nombres réels.  Soit un axe  passant par le point O et de 

vecteur unitaire  tel que :  , et un vecteur quelconque   

),(
→

Δ uO

→

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

3

2

1

u

u

u

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

3

2

1

V

V

V

V
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On note  u
π   un plan orthogonal à l’axe  ),(

→

Δ uO

1) Calculer les produits scalaires suivants : ; 
→

•

→→

•

→→

•

→

VuVVuu            ,       ,    

2) Déterminer les composantes du vecteur     dans le repère  ; En 

déduire dans cette base la matrice représentant l’opérateur produit vectoriel noté : 

 ; 

→→→−

∧= VuW ),,,( 321

→→→

eeeOR

[]uu *    =∧
→

3) Trouver l’expression du vecteur  : projection orthogonale du vecteur  sur l’axe  

 ;  En déduire la matrice 

  →

uV
→

V

),(
→

Δ uO [ ]
Pu  représentant l’opérateur projection orthogonale sur 

l’axe  ; ),(
→

Δ uO

4) Trouver l’expression du vecteur  : projection orthogonale du vecteur  sur le plan 
  →

πV
→

V

u
π  ;  En déduire la matrice [  représentant l’opérateur projection orthogonale sur sur le 

plan 

]
πu

u
π  ; 

5) Déterminer l’expression de la distance d  d’un point 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z

y

x

R

P    à l’axe  ; En déduire 

l’expression matricielle représentant la distance au carrée :   dans le repère R. 

),(
→

Δ uO

2d

 

Solution : 

1) Calcul des produits scalaires : 

       ,      ,    2
3

2
2

2
1    uuuuu ++=

→

•

→
2

3
2

2
2

1    VVVVV ++=
→

•

→

332211    VuVuVuVu ++=
→

•

→

2)   dans le repère  

→→→−

∧= VuW ),,,( 321

→→→

eeeOR

       , sous forme matricielle l’expression s’écrira : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∧=
→→→−

1221

3113

2332

3

2

1

3

2

1

VuVu

VuVu

VuVu

V

V

V

u

u

u

VuW

              
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=
→−

3

2

1

12

13

23

0

0

0

V

V

V

uu

uu

uu

W ⇔
→→−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

= V

uu

uu

uu

W

0

0

0

12

13

23
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[] →→−

= VuW *    avec :  []    opérateur produit vectoriel. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

0

0

0

*

12

13

23

uu

uu

uu

u

3)  Expression du vecteur , projection de  sur l’axe   dans  R 
→

uV
→

V ),(
→

Δ uO

     Nous avons :   
→→

•

→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= uuVVu     

      ()() ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++++=++=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

→→→→→→

•

→→

332211332211332211    eueueuVuVuVuuVuVuVuuuVVu

     
()() ( )→→→

++++++++=
33

2
323213123322

2
212113312211

2
1 eVuVuuVuueVuuVuVuueVuuVuuVu  

      () [] [] →→

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= VuuVuuu

u

u

u
T    321

3

2

1

       Nous avons donc : []  [][] ()
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==

2
33231

32
2
221

3121
2
1

321

2

2

1

uuuuu

uuuuu

uuuuu

uuu

u

u

u

uuu T
P

4)  Expression du vecteur , projection de  sur le plan  
→

πV
→

V )(π orthogonal à  
→

u

Le vecteur   a  deux composantes, l’une perpendiculaire au plan elle est portée par l’axe 

et l’autre dans le plan

→

V

)(Δ )(π . 

Nous avons alors :  
→→→

•

→→→→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+=

ππ VuuVVVV u          

→→

•

→→→

•

→→→

•

→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= uuVVuuuuVVV                π    , on retrouve la forme du double produit 

vectoriel d’où :   .    Le produit vectoriel est anticommutatif, alors : 

 ,  ce qui donne :         

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=

→→→→

uVuVπ  

[] →→→→→

−=∧−=∧ VuVuuV * [][]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

→→

VuuV **
  

π

mais nous savons que : []    on a fnalement :  [ uu
T

** −= ]

[][] [][]{ } [] →→→→

==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= VuVuuVuuV P

TT
****

  

π  
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avec   [][][] T

P uuu **=

Développons cette expression : 

[][][]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+−

−−+

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

==

2
2

2
13231

32
2
3

2
121

3121
2
3

2
2

12

13

23

12

13

23

0

0

0

0

0

0

**

uuuuuu

uuuuuu

uuuuuu

uu

uu

uu

uu

uu

uu

uuu
T

P  

sachant que :   u  alors : u    , u    , u  12
3

2
2

2
1

=++ uu 2
1

2
3

2
2 1 uu 2

2
2
3

2
1 1 uu 2

3
2
2

2
1 1 uu

La matrice [   s’écrira : Pu

[]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−−

−−−

=

2
33231

32
2
221

3121
2
1

2
33231

32
2
221

3121
2
1

100

010

001

1

1

1

uuuuu

uuuuu

uuuuu

uuuuu

uuuuu

uuuuu

uP  

[] [][][] T

p uuu −= 1 

or nous avons [      ][][] T

P uuu **= ⇒ [ ][ ] [] [ ][]TT
uuuu −= 1**  

fnalement :                                        [ ][ ] [ ][] []1        ** =+ TT
uuuu  

5)  Expression de la distance d  du point  P à l’axe   ),(
→

Δ uO

 
→−

= HPd  

H

O  

)(Δ  

→

u
P  

Calculons le produit vectoriel :  OP  
→→−

∧ u

Le vecteur  a pour composantes : 
→−

OP
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
→→−

z

y

x

R

rOP  

→→−→→−→−→→−

∧=∧⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=∧ uHPuHPOHuOP  

dHPuHPuHP ==°=∧
→−→→−→→−

90si
n

 

nous avons alors : 

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=

→→−

•

→→−

uOPuOPd 2   nous allons utiliser la règle du produit mixte afn de développer 

cette expression.     
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=

→−→→−→→→−→→−→→−

•

→→−

OPuOPuuOPuOPuOPuOPd ,,,,2  

      qui s’écrit sous forme : ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=

→−→→−

•

→→−→→−→

OPuOPuOPuOPu ,,

→

•

→

= Vud 2      avec    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=

→−→→−→

OPuOPV

D’après ce que l’on a vu précédemment, nous pouvons écrire : 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ →

0

0

0

*

xy

xz

yz

r  

[][]()
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=∧−∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧−∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=

→→→→→

•

→→→−→−

•

→→−→→−

•

→

urruurruuOPOPuOPuOPud
T

**)((2  

or nous avons [] [ ]Trr ** =−  

 

[][]() []
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=

→→→→

uIuurrud O

T
T

T

**2    avec    [ ][ ]( ) [ ]
O

T
Irr =**  

 

[]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+−

−−+

=

22

22

22

yxyzxz

yzzxxy

xzxyzy

IO  

en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme : 

  

[]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+−

−−+

=

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

SSS

SSS

SSS

dmyxyzdmxzdm

yzdmdmzxxydm

xzdmxydmdmzy

J

)(

)(

)(

22

22

22

0    

 

qui est  une matrice très particulière que l’on retrouvera dans les chapitres sur la cinétique et 

la dynamique des solides. 

Elle est appelée matrice d’inertie du solide. 
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Exercice : 09 

Résoudre l’équation vectorielle :     où    sont deux vecteurs non nuls. 
→→→

=∧ bxa
→→

baet     

Solution : 

L’équation n’admet de solution que si   sont orthogonaux.  Soit  (
→→

baet     )π   un plan 

contenant les vecteurs    , alors le vecteurs    est perpendiculaire à ce plan 
→→

xaet     
→

b )(π . 

On cherche d’abord une solution particulière avec un vecteur   tel que :   soient 

deux vecteurs perpendiculaires entre eux :  

→

0x
→→

0et     xa

0              00
=⇒⊥

→

•

→→→

xaxa

Alors on a aussi :   Multiplions vectoriellement  à gauche cette équation par le 

vecteur  , on obtient :     

     0

→→→

=∧ bxa

 
→

a          0

→→→→→

∧=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧ baxaa ⇔           00

→→→

•

→→→

•

→→

∧=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
baaaxxaa

200

    
             

a

ab
xbaaax

→→
→→→→

•

→→ ∧
=⇒∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−  

nous avons ainsi :    en faisant la différence entre ces deux équations, nous  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=∧

=∧
→→→

→→→

     

     0

bxa

bxa

obtenons la solution générale   :   
→

x
→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−∧⇔=∧−∧  0            0        00 xxaxaxa

Comme le produit vectoriel est nul alors  alors   d’où :  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

→→→

0    //    xxa       0

→→→

=− axx λ

On a fnalement :    ⇒        0

→→→

+= axx λ   
    

   
2

→
→→

→

+
∧

= a
a

ab
x λ  

 

Représentation géométrique : 

 

→

aλ

→

0x

→

b

→

a
→

x
π
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Exercice : 10 

On dispose de deux forces l’une de 9 N  l’autre de  7 N . Comment doit-on les disposer pour 

obtenir une résultante de : 16 N ;   11,40   ;    3 N  

Exercice 11 : 

Calculer la surface du triangle  ABC,  où les sommets ont pour coordonnées dans un repère 

orthonormé : )4  ,2  ,3(  , )2 ,2  ,2(  ,  )2 ,3 ,1( CBA −−−−  

Exercice 12 : 

Déterminer la résultante des trois forces concourantes au point  : )3,2,2(A

→→→→

+−= kjiF 5,271    ;      ;    
→→→→

+−= kjiF 522

→→→→

++−= kjiF 433

Calculer :   
→→

−
21 FF  ,    

→→

∧
21 FF    ,   

→→

+
21 FF  

En déduire le module, la direction et le vecteur unitaire porté par la résultante 

Que peut-on dire de   et    . 
→

1F
→

3F

Exercice 13 : 

Soit le système d’équations vectorielles dans un repère orthonormé direct , 

déterminer les deux vecteurs    tels que : 

),,,(
→→→

kjiOR

→→

Yet      X

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=∧

=+
→→→

→→→

(2)        

(1)        

2

1

VYX

VYX
     avec      →→→→

→→→→

+−=

++=

kjiV

kjiV

2158

247

2

1

On multiplie vectoriellement à gauche l’équation (1) par le vecteur  
→

X   puis on applique la 

règle de division vectorielle qu’on vient de voir dans l’exercice (09). 

→→→→→

∧=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∧

1VXYXX      , on remplace cette expression dans l’équation (2) 

d’où :      on déduit d’après ce que l’on a vue dans l’exercice (9) que : 

⇒
→→→→

∧=∧
1VXYX

→→→

=∧
21 VVX

    
    

   12
1

12
→

→→
→

+
∧

= V
V

VV
X λ  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
→→→→

kjiX 247

2

4

7

2

15

8

69

1 λ       247

137

2

38

69

1 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
→→→

kjiλ  
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→→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
= kjiX λλλ 2

69

137
4

69

2
7

69

38
 

On déduit  
→

Y   facilement par : 

  2
69

137
4

69

2
7

69

38
 2471

→→→→→→→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=−= kjiiiiXVY λλλ  

  )1(2
69

137
)1(4

69

2
)1(7

69

38
 

→→→→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

−
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+= kjiY λλλ  

 

Exercice 14 : 

Dans un repère orthonormé  on donne trois points A, B, C de l’espace ayant pour 

coordonnées : ,  ,  . Soit  

),,,(
→→→

kjiOR

)4,3,1(A )2,4,1( −−B )1,1,0(C )(π   un plan défni par ces trois points et 

la normale  à celui-ci.   
→

n

Déterminer les composantes du vecteur    dans le plan 
→→→→

−+= kjiV 43 )(π  et suivant la 

normale à ce plan. 

Solution : 

Le vecteur   s’écrirait :   
→

V
→→→

+=
πVVV n

 Où       et     )(  π⊥
→

nV )(  ππ
∈

→

V

Le vecteur unitaire  est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs    
→

n
→−→−→−

BCACAB,,

Alors :     ,      ,    0=
→−

•

→

ABn 0=
→−

•

→

ACn 0=
→−

•

→

BCn

Nous avons :    ,    ,  
→→→→−

−+−= kjiAB 62
→→→→−

−−−= kjiAC 32
→→→→−

+−= kjiBC 33 

 Soit     
→→→−→−→−

+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=∧= kiACABW 515

5

0

15

3

2

1

6

1

2

Le vecteur   est perpendiculaire au deux vecteurs    donc aussi au vecteur , 

alors il est perpendiculaire au plan 

→−

W
→−→−

ACABet    
→−

BC

)(π formé par ces trois vecteurs.  On déduit le vecteur 

unitaire normal au plan )(π  par :  
10
6

515
→→→−

→ +−
== ki

W

W
n  
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On peut vérifer facilement :  

  0303062
106

515 =−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−

=
→→→

•

→→
→−

•

→

kji
ki

ABn  

0151532
106

515 =−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−

=
→→→

•

→→
→−

•

→

kji
ki

ACn  

    0151533
106

515 =+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−

=
→→→

•

→→
→−

•

→

kji
ki

BCn  

La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’écrirait : 

→→→→

•

→→→→→

•

→→

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= nnkikjinnVVn

106

65
515

106

1
43 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−

−=−=
→→

→→
→→

ki
ki

nVn 325975
106

1

106

515

106

65

106

65
 

La composante dans le plan )(π se déduit par : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=−=

→→→→→→→→→→→

kjikikjiVVV n 9965
710

6

1
32
5

97
510

6

1
43π  

Exercice 15 : 

Déterminer l’expression générale des vecteurs    orthogonaux aux vecteurs : 

   et  .  En déduire les vecteurs unitaires porté par  . 

→

W

→→→→

++−= kjiV 321

→→→→

−+= kjiV 532

→

W

 

Exercice 16 : 

Soient trois vecteurs libres     ; montrer qu’il vérifent la relation suivante : 
→→→

WVU   ,  ,

→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧ 0          UWVVUWWVU  

 

Solution :  

On utilise la formule de développement du double produit vectoriel. 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧

→→→→→→→→→

VUWWUVWVU            
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧

→→→→→→→→→

UWVVWUVUW            

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧

→→→→→→→→→

WVUUVWUWV            

La somme des trois termes donne : 

→→→→→→→→→→→→→→→→→→→

→→→→→→→→→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•

0                        

                        

WVUVWUUVWVUWUWVWUV

WVUUVWUWVVWUVUWWUV

 

Comme le produit scalaire est commutatif alors : 

→→→→→→→→→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 0             WVUUUVWWUWVV  

Exercice 17 : 

Soient deux forces   et     faisant chacune respectivement un angle de 25°  et  35°  avec 

la résultante 

→

1F
→

2F

→

R  qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules des deux forces. 

Solution : 

B 

A 

α  

°35  °25

°35

→

2F

→

1F

→

R 
C 

Utilisons la règle des sinus : 

αsi
n

35si
n

25si
n

ACABBC =
°

=
°  

°=°+°−°= 120)3525(180α  

or nous avons :    ,    et   1FAB =
2FBC = RAC =  

D’où :  NRF 19
5

    
12
0

si
n

25si
n  2

=
°

°
=          et      NRF 26

5
    

12
0

si
n

35si
n  1

=
°

°
=  

 

Exercice 18 : 

Soit      ,    Q  
→→→→

−+= ktjtitP 32 752
→→→→

−+−= ktjtit 2104 23

1)  Vérifer les relations suivantes :  
dt

Qd
PQ

dt

Pd
QP

dt

d
→

•

→→

•

→
→

•

→

+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
     

                                                     
dt

Qd
PQ

dt

Pd
QP

dt

d
→

→→
→

→→

∧+∧=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧      
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2)  Calculer les produits suivants :     et     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→

•

→

∧QPP
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→→

∧∧ QPP

Soit un vecteur  ;  quelle est la valeur de 
→→→→

−+= kjtiU 2α α   pour que le vecteur  soit 

perpendiculaire à  

→

U

→

P. 

3)  Déterminer le volume du parallélépipède formé par les vecteurs    
→→→

QPU ,, ;

4) Déterminer la composante de   sur l’axe 
→

Q Δ  passant par les points A(0,0,1)  et  B(1,2,1) 

Exercice 19 : 

Soit  f  un scalaire et    trois vecteurs quelconques, vérifer les relations suivantes : 
→→→

CBA    ,   ,

1)  
→−−−

•

→→→

+= gradfAAfdivAfdiv  )( ;

2) 
→→→−−−→→

+∧= ArotfAgradfAfrot  )( 

3)  ; ) () (
→

•

→→→

•

→→→→→

−=∧∧ BACCABCBA

4)  
→→→−−−→−−→−

Δ−= AAdivgradrotArot )()( ;

5)    ;   0)(
→→−−−→

=gradfrot

6)  
→→→

= 0) Arotdiv(

7) 
→−−→→−−

•

→→→

−=∧ rotBArotABBAdiv   )( 

Solution : 

1) )()()()( zyx fA
z

fA
y

fA
x

Afdiv ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

→

 

                    
z

f
A

y

f
A

x

f
A

z

A

y

A

x

A
f zyx

zyx

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=  

                    =  
→−−−

•

→→

+ gradfAAfdiv        

2) 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
∂

∂
∂

∂

=
→→

y

f
A

y

A
f

x

f
A

x

A
f

z

f
A

x

A
f

z

f
A

z

A
f

z

f
A

z

A
f

y

f
A

y

A
f

y

fA

x

fA
x

fA

z

fA
z

fA

y

fA

fA

fA

fA

z

y

x

Afrot

x
x

y

y

z
z

x
x

y

y

z
z

xy

zx

yz

z

y

x

)(  
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂
∂

∂
−

∂

∂
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
−

∂

∂
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂

=

y

f
A

x

f
A

y

A

x

A
f

z

f
A

z

f
A

x

A

z

A
f

z

f
A

y

f
A

z

A

y

A
f

xy
xy

zx
zx

yz

yz

  =  
→→→−−−

+∧ ArotfAgradf   

3)  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∧∧
→→→

xyyx

zxxz

yzzy

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

CBCB

CBCB

CBCB

A

A

A

C

C

C

B

B

B

A

A

A

CBA

                    

() ( )
()(
() () ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−

−−−

=

yzzyyzxxzx

xyyxxyzzyz

zxxzzxyyxy

CBCBACBCBA

CBCBACBCBA

CBCBACBCBA
)

 

                       

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++−−

−++−−

−++−−

=

zzzzzzyzyzyyzxxxzx

yyyyyyxyxyxxzxzxzz

xxxxxxzxzxzzxyyyxy

CBACBACBACBACBACBA

CBACBACBACBACBACBA

CBACBACBACBACBACBA

                  

() ( )
()(
()( ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−++

++−++

++−++

=

zzyyxxzzzyyxxz

zzyyxxyzzyyxxy

zzyyxxxzzyyxxx

BABABACCACACAB

BABABACCACACAB

BABABACCACACAB
)
)

 

                  ) () (
→

•

→→→

•

→→

−= BACCAB

4)  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

∂

∂

∂

∂
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
−
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D’une autre manière :  
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D’une autre manière :  
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−=∧ rotBArotABBAdiv   )( 

 

Exercice 20 : 

Soit   un vecteur    exprimé dans un repère orthonormé . 
→→→→

++= kzjyixr ),,,(
→→→

kjiOR

1) Calculer     et     ()     →−−−

rgrad ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛→−−−

r
grad

1
 ; 

2) Si  U(r)  est un champ scalaire à symétrie sphérique, montrer que   est un 

vecteur radial ; 

( )(rUgrad
→−−−

)

3) Calculer     et en déduire que pour un champ électrique Coulombien : )(
→

rdiv
r

r
kE

→
→

=  on a 

 ; 
→→

= 0Ediv

4) Montrer que  0
1 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Δ

r
     avec    0≠r  ; 

5) Calculer    ⎟⎠

⎞
⎜
⎝

⎛→→−−

rrot

 

Solution : 

1) Nous avons :  
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Car   x ,  y  , z :  sont des variables indépendantes 
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LES TORSEURS 

 

 

Les torseurs sont des outils mathématiques très utilisés en mécanique. L’utilisation des 

torseurs dans l’étude des systèmes mécaniques complexes est très commode car elle facilite 

l’écriture des équations vectorielles. Une équation vectorielle représente trois équations 

scalaires et une équation torsorielle est équivalente à deux équations vectorielles donc à six 

équations scalaires. Nous verrons dans les prochains chapitres quatre types de torseurs 

différents : le torseur cinématique, le torseur cinétique, le torseur dynamique et le torseur des 

actions. 

 

1. Moment d’un vecteur par rapport à un point 

Le moment  d’un vecteur  V   d’origine B  ( glissant ou lié) par rapport à un point A est  
→−

AM
→

 égal au produit vectoriel du vecteur 

position   par le vecteur  V .    
→−  →

AB
 

 

 

 

 

 

Remarque : 

 

 

 

 

 

 

Or nous avons :     ⇒     
→→−

VBC  //  
→→→−

=∧ 0) VBC

→→−→→−→−→→−→→−

∧=∧+=∧= VABVBCABVACVM A )()( 

Il s’écrit :    
→→−→→−

∧= VABVM A )( 

Le trièdre formé respectivement par les 

vecteurs (   est direct. )   ,    ,  
→−→→−

AMVAB

→

V  

)(
→→−

VM A

A 

B 
)(Δ

Le moment au point  A  est indépendant 

de la position du vecteur V  sur l’axe 

.  En effet nous avons : 

→

)(Δ

→→−→−→→−→→−

∧+=∧= VBCABVACVM A )()( 

→

V  

)(
→→−

VM A

A 

B )(Δ
C 
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Le moment    est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs   . )(
→→−

VM A

→→−

VABet    

La distance AB  est souvent appelée bras de levier.  

2. Moment d’un vecteur par rapport à un axe 

Le moment d’un vecteur V   par rapport à un axe )(
→→−

Δ VM
→

)(Δ  défni par un point A et un 

vecteur unitaire u ,  est égal à la projection du moment  sur l’axe ( . 
→

)(
→→−

VM A )Δ

 →→

•

→→

 

−→→−

Δ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= uuVMVM A   )()( 

 

 

 

3. Les torseurs  

3.1. Défnition 

Un torseur que nous  noterons  [  est défni comme étant un ensemble de deux champs de 

vecteurs défnis dans l’espace géométrique et ayant les propriétés suivantes : 

]T

a) Le premier champ de vecteurs fait correspondre à tout point  A de l’espace un vecteur 
→

R  

indépendant du point  A  et appelé résultante du torseur [ ]T  ; 

b) Le second champ de vecteur fait correspondre à tout point  A  de l’espace un vecteur  

qui dépend du point  A. Le vecteur  est appelé moment au point  A  du torseur [ . 

→−

AM

→−

AM ]T

3.2. Notation 

La résultante 
→

R   et le moment résultant   au point A , constituent les éléments de 

réduction du torseur au point  A.   

→−

AM

Soit 
→

R   la résultante des n  vecteurs glissants : V   appliqués 

respectivement aux points : . Nous pouvons défnir à partir de ce 

système de vecteurs deux grandeurs : 

→→→→

nVVV .....,.........,, 321

nBBBB ......,.........,, 321

- La résultante des   n  vecteurs :    ; ∑
=

→→

=
n

i
iVR

1

- Le moment résultant en un point A de l’espace est donné par :  ∑
=

→→−→−

∧=
n

i
iiA VABM

1

 

Le moment par rapport à l’axe  est 

indépendant du point  A. 

Δ

→

V

)(
→→−

VM A

A 

B 

)(
→→−

Δ VM  

)(Δ
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Les deux grandeurs constituent le torseur développé au point  A  associé au système de 

vecteurs donnés. On adopte la notation suivante :   []
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →−

→

A

A

M

RT

Remarque :  Un torseur n’est pas égal à un couple de vecteur, mais il est représenté au point 

A  par ses éléments de réduction. 

4. Propriétés des vecteurs moments  

4.1. Formule de transport des moments 

Connaissant le Torseur []     en un point A de l’espace nous pouvons 

déterminer les éléments de réduction de ce même  torseur en un autre point  C de l’espace. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=

=

∑

∑

=

→→−→−

→→

n

i
iiA

i
i

A

VABM

        VR

T

1

Le moment au point  C  s’exprime en fonction du moment au point  A  , de la résultante 
→

R  et 

du vecteur CA .   Nous avons en effet : 
→−

∑∑∑∑∑∑
=

→→−

=

→→−

=

→→−

=

→→−

=

→→−→−

=

→→−→−

∧+∧=∧+∧=∧+=∧=
n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii

n

i
iiC VABVCAVABVCAVABCAVCBM

111111

)(  

→−→→−→−

+∧=
AC MRCAM    

         
→→−→−→−

∧+= RCAMM AC  

Cette relation très importante en mécanique permet de déterminer le moment en un point C en 

connaissant le moment au point A. 

4.2. Equiprojectivité des vecteurs moments 

Les vecteurs moments    au point  A   et    
→−

AM
→−

CM

 au point  C  ont la même projection sur la droite AC :  

→−

•

→−

ACM A
A

→−

AM
→

R  
→

R

→−

CM

C
→−

•

→−

ACM C

 On dit que le champ des vecteurs moments,  

 est équiprojectif. 

 

                     
→→−→−→−

∧+= RCAMM AC
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La projection du vecteur moment sur l’axe  CA  revient à faire le produit scalaire avec le 

vecteur   à un facteur multiplicatif près.  Nous avons par la formule de transport : 
→−

CA

         
→→−→−→−

∧+= RCAMM AC  

Multiplions cette relation scalairement par le vecteur . 
→−

CA

)(
→→−

•

→−→−

•

→−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→−→−

•

→−→−

•

→−

∧+=∧+= RCACAMCARCAMCAMCA AAC  

or   est un vecteur perpendiculaire à   alors :   
→→−

∧ RCA
→−

CA 0) ( =∧
→→−

•

→−

RCACA

on obtient fnalement :  

     
→−

•

→−→−

•

→−

=
AC MCAMCA   ou      

→−

•

→−→−

•

→−

= CAMCAM AC  

Le produit scalaire est commutatif. 

Cette expression exprime que les projections des vecteurs moments   sur la droite 

CA  sont égales. 

→−→−

AC MM et    

 

5. Opérations vectorielles sur les torseurs 

5.1. Egalité de deux torseurs 

Deux torseurs sont égaux (équivalents), si et seulement si, il existe un point de l’espace en 

lequel les éléments de réduction sont respectivement égaux entre eux. Soient deux torseurs   

  et  [  tel que :  []
1T ]

2T [ ][]
PP TT 21

=  égaux au point P, cette égalité se traduit par deux égalités 

vectorielles : []         []
PP TT 21

= ⇔
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
→−→−

→→

     

2

    

1

21       

PP MM

RR

5.2. Somme de deux torseurs 

La somme de deux torseurs   et  []
1T [ ]

2T   est un torseur [ ]T  dont les éléments de réduction 

  sont respectivement la somme des éléments de réduction des deux torseurs. 
→−→

PMR et      

[][][]
PPP TTT 21

+=             ⇔ []
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=
=

→−→−→−

→→→

     

2

    

1

    
21           

PPP

P

MMM

RRR
T
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5.3. Multiplication d’un torseur par un scalaire 

Si   [] []
PP TT 1  λ=      ⇔     []         avec    

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

→−→−

→→

    

1

    
1

  

          

PP

P

MM

RR
T

λ

λ
IR∈  λ    

5.4. Torseur nul 

Le torseur nul, noté  [ ]0   est l’élément neutre pour l’addition de deux torseurs. Ses éléments 

de réduction sont nuls en tout point de l’espace. 

[]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∀=

== →→−

→→

3
    

         0 

                           0 0
IRPM

R

P

 

 

6. Invariants du torseur 

6.1 Défnition 

On appelle invariant d’un torseur []   toute grandeur indépendante du point de l’espace où 

elle est calculée. 

PT

 

6.2 Invariant vectorielle d’un torseur 

La résultante  
→

R  est un vecteur libre, indépendant du centre de réduction du torseur, elle 

constitue l’invariant vectorielle du torseur [ ]PT  

 

6.3 Invariant scalaire d’un torseur ou automoment 

L’invariant scalaire d’un torseur donné, est par défnition le produit scalaire des éléments de 

réductions en un point quelconque de ce torseur. 

Le produit scalaire   est indépendant du point A.  Nous avons vu précédemment la 

formule de transport :  ; en faisant le produit scalaire de cette relation 

par la résultante 

→−

•

→

AMR 

         
→→−→−→−

∧+= RCAMM AC

→

R , on obtient : 

→

•

→→−→−→

•

→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+= RRCAMRM AC               ⇒       

→

•

→→−→

•

→−→

•

→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+= R  RCA       R MRM AC

  
→

•

→−→

•

→−

= RMRM AC  
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on voit bien que le produit scalaire, des deux éléments de réduction d’un torseur, est 

indépendant du point où est mesuré le moment. 

 

7. Axe central d’un torseur  

7.1. Défnition 

Soit un torseur donné de résultante non nulle.  L’axe central ( Δ ) est défni par l’ensemble des 

points  P de l’espace tel que le moment du torseur en ce point, soit parallèle à la résultante. 

Δ∈∀   P   ⇒         avec   
→→−

=
      

  RM P
α IR∈α  

L’axe central d’un torseur est parallèle à la droite support de la résultante du torseur : 

Démonstration : 

Soient  P  et  P’  deux points de l’axe central, nous pouvons écrire : 
→→−

=
      

  RM P
α    et      car les deux moments sont parallèles à 

→→−

=
      

'  ' RM P
α

→  

R  

et nous avons aussi par la formule de transport :  

  '       '

→→−→−→−

∧+= RPPMM PP  

 '  '   
    →→−→→

∧+= RPPRR αα   ⇒     ') '   (
  →→−→

∧=− RPPRαα

Par défnition le vecteur résultat de 
→→−

∧ RPP'   est perpendiculaire à 
→−

'PP   et  
→

R   ou  nul. 

La seule possibilité ici est, qu’il soit nul, alors dans ce cas :  
→→→−

=∧= 0 'et      '   RPPαα

→→→−

=∧ 0 ' RPP       : d’où l’axe central est parallèle à la résultante du torseur. ⇔    //  ' 
→→−

RPP

Nous allons montrer aussi que l’axe central est le lieu des points  ou le module du moment 

→−

PM  du torseur est minimum. 

Soit  P  un point appartenant à l’axe central et soit A un point quelconque de l’espace 

n’appartenant pas à l’axe central. Nous pouvons écrire par la formule de transport : 

         
→→−→−→−

∧+= RAPMM PA   

on déduit alors : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→−

•

→−→→−→−→−

∧+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+= RAPMRAPMM PPA 2      

222

   or nous avons :  
→→−

=
      

  RM P
α
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→−

•

→→→−→−→−

∧+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+= RAPRRAPMM PA

α2      
222

 

             
2222 →−→→−→−→−

>⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+=

PPA MRAPMM  

 

Quel que soit  P  appartenant à l’axe central le moment en ce point est minimum. 

 

7.2. Symétrie du champ des moments d’un torseur 

Soit un repère orthonormé direct dont l’axe vertical  est confondu avec l’axe 

central du torseur défni au point O par :    []  

),,,(
→→→

zyxOR

),()(
→

=Δ zO
⎪⎩

OO

⎪
⎨
⎧

=

== →→−

→→

zMM

zRRT O
      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On défni un autre repère local orthonormé direct en un point  A  quelconque de l’espace tel 

que l’axe Oz  reste confondu :   tel que   ),,,(
→→→

zvuAR )
→→→

=∧ zvu

L’axe   rencontre l’axe  en un point C.   ),(
→

uA ),(
→

zO

On pose     et  CA   d’où  OA  
→→−−

= zhOC
→→−−

= uL
→→→−−→−−→−−

+=+= uLzhCAOC

Par la formule de transport nous pouvons écrire : 

)(          
→→→→→−→→−→−

+∧+=∧+= uLzhzRzMOARMM OOA  

→→→−

+= vL R    zMM OA  

 

→

z  

   

2

→−

AM

   

1

→−

AM

   →−

AM
→

v

   →−

CM

→

R

   →−

OM A2

A1

A 

C 

O 

→

z

→

u
→

y

 )(Δ→

x  
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D’après cette relation, on constate que les vecteurs moments autour de l’axe central sont 

situés dans le plan  . ),(
→→

zv

- Si   L = Cte   alors :  ; OOA MuzRLzzMzM =+=
→

•

→→

•

→→

•

→−

  

- Le module du moment  est constant si  L = Cte :   
→−

AM 22 )()( RLMM OA
+=  

On remarque que les vecteurs moments situés à une même distance L de l’axe central sont 

tangents au cylindre de révolution de même axe 

)(Δ

)(Δ . 

On constate aussi que lorsque le point  A où est mesuré le moment se déplace le long de l’axe  

, le moment en ce point fait des rotations. Nous avons alors ),(
→

uC

- pour        est parallèle à   0=L
→−

AM
 →

z

- pour        est orthogonal à l’axe  ∞→L
→−

AM
 →

z

On constate donc une torsion du moment lorsque le point  A s’éloigne de l’axe central du 

torseur, c’est de là que vient l’origine du mot torseur. 

 

7.3. Equation vectorielle de l’axe central 

Soit  O l’origine des coordonnées dans un repère orthonormé et )(Δ  l’axe central  d’un 

torseur [  .  Nous avons :     ⇒    ]T )(Δ∈∀P
→→−

=
      

  RM P
λ ⇔

→→−       

  // RM P
⇒

→→→−

=∧ 0   
      

RM P  

              Et            ⇒             
→→−→−→−

∧+= RPOMM OP  0            
→→→−→→−→→−→

=∧∧+∧=∧ RPORMRMR OP

En utilisant la propriété du double produit vectoriel, on aboutit à : 

→→−

•

→→→→−→−→

=−+∧ 0)   (   )(       2 PORRRPOMR O  

 )   (     )(   2
→−

•

→→→−→→→−

−∧= PORRMRROP O   ⇒   
)   ( 

  
 

   
22

→

→

→−

•

→

→

→−→
→−

+
∧

= R

R

OPR

R

MR
OP O  

 

  
)   ( 

  
 

   
22

→

→

→−

•

→

→

→−→
→−

+
∧

= R

R

OPR

R

MR
OP O  
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Le premier terme de cette équation est indépendant du point P, on peut le noter comme étant 

un vecteur →

→−→
→− ∧

=

2
0

 

R

MR
OP O   et le second terme dépend du point  P  car c’est un vecteur 

parallèle à 
→

R . On pose  λ=
→

→−

•

→

2

)   ( 

R

OPR
  d’où :          0

→→−→−

+= ROPOP λ

L’axe central du torseur   passe par le point   défni à partir de O  par l’équation : []T 0P

→

→−→
→− ∧

=

2
0

 

R

MR
OP O  et parallèle à 

→

R  donc au vecteur unitaire : →

→
→

=

R

R
u . 

7.4. Pas du torseur  

Nous savons que pour tout point  P  de l’axe central nous avons :   
→→−

=
      

  RM P
λ

Le produit scalaire de cette expression par l’invariable vectorielle 
→

R   donne : 

→

•

→→

•

→−

=
          

  RRRM P
λ      d’où :  →

→

•

→−

=
  

2

      

   

R

RM Pλ  

Comme le produit   est l’invariant scalaire du torseur, la valeur  
→

•

→−       

RM P
λ   est indépendante 

du point  P.  λ  est appelée ‘’ Pas du torseur’’ elle n’est défnie que si :  
→→

≠ 0R

 

8. Torseurs particuliers  

8.1.  Glisseur 

8.1.1. Défnition  

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est 

nul.  Cette défnition peut se traduire par :[ ]T   est un glisseur  ⇔
[]

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≠

∀=•=
→→

→→−

                    R    avec

P    RMTI P

0

,0
 

On sait que l’invariant scalaire est indépendant du point  P où il est calculé. Comme la 

résultante n’est pas nulle alors on peut dire que : un torseur est un glisseur, si et seulement si, 

il existe au moins un point en lequel le moment du torseur est nul. 
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8.1.2. Moment en un point d’un glisseur  

Soit  [   un glisseur donné. Il existe au moins un point où le moment du glisseur est nul.  

Soit  A  ce point, nous pouvons écrire :       ,  

]T

→→−

= 0
  

AM

Par la formule de transport le moment en un point P quelconque s’écrit :  
→−→→−→−

∧+= APRMM AP         

→−→→−

∧= APRM P      

Cette relation exprime le vecteur moment en un point  P quelconque d’un glisseur dont le 

moment est nul au point A. 

 

8.1.3. Axe d’un glisseur  

Soit  [   un glisseur donné et A un point quelconque tel que : ,  ]T
→→−

= 0
  

AM

Cherchons l’ensemble des points  P  pour lesquels le moment du torseur est nul : 

Si         ; cette relation montre que le vecteur  0 
→→−

=
PM ⇔

→→−→

=∧ 0    APR
→−

AP  est colinéaire à la 

résultante  
→

R . 

L’ensemble des points  P  est déterminé par la droite passant par le point A  et de vecteur 

unitaire parallèle à la résultante 
→

R .  

Cette droite est appelée axe des moments nul du glisseur ou axe du glisseur. Elle représente 

l’axe central du glisseur. 

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est 

nul. 

 

8.2.  Torseur couple 

8.2.1. Défnition 

Un torseur non nul est un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle. 

Cette défnition se traduire par :    est un torseur couple  []T ⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠∃

=
→→−

→→

0  :que   tel  

                    0

PMP

R  
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8.2.2. Propriétés du vecteur moment 

Le moment d’un torseur couple est indépendant des points de l’espace où il est mesuré. 

Nous avons : V   tel que :  21 V

→→→→→→

−=⇒=+=
1221       0 VVVVR  

Le moment en un point A quelconque de l’espace est donné par : 
→

1V

→

2V

P 

Q 

(S) 

H

→→−→→−→→−→→−→−

∧−∧=∧+∧=
1121 VAQVAPVAQVAPM A  

→→−→→−→→−→−

∧=∧−∧=
111 VQPVAQVAPM A  

 

On voit bien que le moment au point A est indépendant  

du A. on va montrer qu’il est aussi indépendant des points P  et  Q. 

En effet nous avons :      
→→−→→−→−→→−→−

∧=∧+=∧=
111 )( VHPVHPQHVQPM A

H  est la projection orthogonale du point  P sur la droite support du vecteur . 
→

2 V

En réalité le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux 

droites supports des deux vecteurs, il est indépendant du lieu où il est mesuré. 

 

8.2.3. Décomposition d’un torseur couple 

Soit  [   un torseur couple défni par : []    .  Ce torseur couple peut être décomposé  ]
CT

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →−

→

M
TC

0

en deux glisseurs [   et  [   tel que : ]
1T ]

2T [ ] [ ] [ ]
21 TTTC

+=   où les deux glisseurs sont défnis 

comme suit :    []
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=+
=

→−→−→−

→→→

quelconquepoint un est  où       

                                                         0
   

2

   

1

21

PMMM

RR
T

PP

C

Les invariants des deux glisseurs sont nuls:     ;    0
   

1

   

11
==

→−

•

→−

RMI P 0
   

2

   

22
==

→−

•

→−

RMI P

Il existe une infnité de solution équivalente à un torseur couple. 

Le problème est résolu de la manière suivante : 

a) on choisis un glisseur [   en se donnant : ]
1T

- la résultante du glisseur :  ; 
→

1R
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- l’axe  du glisseur, défni par un point   tel que :  )( 1
Δ

1P ),()( 111

→

=Δ RP

b) Le glisseur   est défni alors par : []
2T

- sa résultante   ; 
→→

−=
12 RR

- son axe  est déterminé facilement car il est parallèle à )( 2
Δ )( 1

Δ  ;  il sufft alors de 

connaître un point  de cet axe. Le point   est déterminé par la relation suivante : 2P 2P

→−→−−−→

=∧ MPPR 211  

Cette relation détermine la position du point  de façon unique. 2P

 

9.  Torseur quelconque 

9.1. Défnition  

Un torseur est quelconque, si et seulement si, son invariant scalaire n’est pas nul. 

[ ]T   est un torseur quelconque  ⇔   
→→−→

≠• 0PMR

 

9.2. Décomposition d’un torseur quelconque  

Un torseur  quelconque peut être décomposé d’une infnité de façon en la somme d’un 

torseur glisseur [ et d’un torseur couple

[]T
]

1T [ ]
2T . 

Nous procédons de la manière suivante : 

a) Choix du point P 

On choisit un point  P  où les éléments de réduction du torseur [ ]T   sont connus :[]  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →−

→

PM

RT

Le choix du point  P dépendra du problème à résoudre, on choisit le point le plus simple à 

déterminer. Une fois que le choix est fait, la décomposition du torseur quelconque est unique. 

b)  Construction du glisseur []  1T

- la résultante égale à la résultante du torseur quelconque :    , avec son axe qui passe 

par le point P  déjà choisi ; 

→→

= RR1

- Le moment est nul sur cet axe :   
→→−

= 0
   

1PM

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     
 

 64

A.KADI 

 

 

Le glisseur  aura pour éléments de réduction :  []
1T []

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

→→−

→→

0
    

1

1
1

PM

RR
T

c)  Construction du torseur couple [ ]
2T  

- la résultante est nulle :   ,  
→→

= 02R

- Le moment du torseur couple est égal au moment du torseur quelconque:   
→−→−

=
PP MM

   

2

Le glisseur  aura pour éléments de réduction :  []
1T []

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

→−→−

→→

        

2

2
2

0

PP MM

R
T

On obtient ainsi  [][ ][]
21 TTT +=  

En chaque point choisi initialement nous pouvons faire cette construction. Tous les glisseurs 

obtenus auront la même résultante. Ils différent par leurs axes mais gardent la même direction 

car ils sont tous parallèles à l’axe portant la résultante du torseur quelconque. 

 

10. Tableau récapitulatif sur les torseurs 

 

Eléments de réduction au point A Construction minimum Type de torseur 
→→

≠ 0R  
→→−

•

→

= 0  AMR  

 
Un vecteur lié unique 

   
Torseur glisseur 

→→

= 0R  
→→−

≠ 0AM  

Deux vecteurs liés formant 
un couple 

 
Torseur couple 

 
→→−

•

→

≠ 0  AMR  

 

 
Un vecteur lié + 2 vecteurs 
liés formant un couple 

 
Torseur quelconque 

→→

= 0R  
→→−

= 0AM  

 
Vecteurs nuls 

 
Torseur nul 
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EXERCICES ET SOLUTIONS 

 
 

Exercice : 01 

Dans un repère orthonormé , deux points  A  et  B  ont pour coordonnées :  ),,,(
→→→

kjiOR

A(2, 2, -3)  et  B(5, 3, 2) ;   Déterminer : 

1) Le moment du vecteur glissant   par rapport au centre O du repère ; 
→−

AB

2) Le moment du vecteur glissant   par rapport à la droite 
→−

AB )(Δ passant par le point O et le 

point  C(2, 2, 1) 

Solution : 

1) Le moment du vecteur  par rapport au point O est donné par :  
→−

AB

→→→→−−→−−→−

−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=∧= kjiABOAM O 41913

4

19

13

5

1

3

3

2

2

 
  

 ; 

2) Moment du vecteur  par rapport au point à la droite 
→−

AB )(Δ défnie par le point O et le 

vecteur unitaire    tel que : 
→

u

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=

++

++
==

→→→
→→→→−−

→

kji
kji

OC

OC
u 22

3

1

144

22
 

 

 
3

16
 )4 3826(

3

1
  

1

2

2

3

1

4

19

13

    

    →→→

•

→→

•

→−→−

Δ
−=−−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= uuuuuMM O  ; 
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Exercice : 02 

Soient les trois vecteurs  ;   ,   défnis dans un repère 

orthonormé  et  liés respectivement au points     

→→→→

++−= kjiV1

→→→

+= kjV 22

→→→

−= jiV3

),,,(
→→→

kjiOR )0,2,1(  ),2,0,1(   , )2,1,0( CBA

1) Construire le torseur []   associé au système de vecteurs  ; OT
→→→

321 ,, VVV

2) En déduire l’automoment ; 

3) Calculer le pas du torseur ; 

4) Déterminer l’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement. 

 

Solution : 

1) Les éléments de réduction du torseur [ ]OT  sont : 

La résultante :  
→→→→→→

+=++= kjVVVR 3321

Le moment au point O :  
  

3

  

2

  

1

  

   
→→−−→→−−→→−−→−

∧+∧+∧= VOCVOBVOAM O

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→−

1

2

1

3

2

2

1

2

2

1

2

1

0

1

1

2

2

1

2

1

0

2

0

1

1

1

1

2

1

0

OM  

2) L’automoment :  53223 −=−−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−−•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+==

→→→→→→−

•

→

kjikjMRA O

3) Pas du torseur :  
10

5

31

5 
222

−=
+

−
==

→−

•

→

R

MR
p O   

4) Equation vectorielle de l’axe central : 

 Si l’axe est un axe central alors : )(Δ )(  Δ∈∀ P      ⇒
→→−

= RM P
λ

 Son équation vectorielle est donnée par :  
→

→−→
→−

+
∧

= R
R

MR
OP O λ

2
   avec    IR∈λ  
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→→→→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−+=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= kjiOP λλλλ 3
10

1

10

3

2

1

3

1

0

1

3

5

10

1

3

1

0

1

2

1

3

1

0

10

1
 

Si        alors :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

z

y

x

R

OP

0

2

1=x    ;   λ+−=
10

3
y    et    λ3

10

1 +=z  

D’où :   13
10

9
3

10

1

10

3
3

10

1 +=++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++= yyyz  

L’axe central est une droite dans un plan parallèle au plan  (yOz) situé à  
2

1=x   et 

d’équation :   13 += yz

 

Exercice : 03 

Soit le torseur [   défni par les trois vecteurs  ;   ,  

 défnis dans un repère orthonormé  respectivement au points 

A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) ; et  le torseur []   où     et 

. 

]
OT1

→→→→

−+−= kjiV 7321

→→→→

−−= kjiV 32

→→→→

+−−= kjiV 823 ),,,(
→→→

kjiOR

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−

→

20

2
2

M

R
T O

→→→→

++= kjiR 322

→→→→−

−+−= kjiM 72320

1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [ ]OT1   , conclusion; 

2) Déterminer le pas et l’axe central du torseur [ ]
OT2  ; 

3) Calculer la somme et le produit des deux torseurs ; 

4) Calculer l’automoment du torseur somme . 

Solution : 

1)  Eléments de réduction du torseur: []  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∧+∧+∧=

++=
=

→→−→→−→→−→−

→→→→

321

    

1

3211
1

                          

VOCVOBVOAM

VVVR
T

O

O

                                   0  3211

→→→→→

=++= VVVR



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                      

 68

A.KADI 
 

→→→−

+=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= jiM O 6

0

6

1

0

1

2

3

0

1

3

7

0

8

2

1

1

0

0

1

1

3

0

1

0

7

3

2

0

0

1
    

1  

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=
=

→→→−

→→

jiM

R
T

O

O

6

        0
    

1

1
1  

2) Pas et axe central du torseur [  ]OT2

Pas du torseur :  
7

11

14

2123

914

72332

2
2

22
2

−=
−+−

=
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

==

→→→

•

→→→
→−

•

→ kjikji

R

MR
P  

Axe central du torseur : 
→

→−→
→−

+
∧

=
22

2

22 R
R

MR
OP λ  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→−

λ

λ

λ

λλ

3
2

1
14

5

2
14

13

3

1

2

7

5

13

14

1

3

1

2

7

2

3

3

1

2

14

1
OP  

3)  Somme et produit des deux torseurs 

a) Somme des deux torseurs : 

      [][][]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=+=

++=+=
=+=

→→→→−→−→−

→→→→→→

kjiMMM

kjiRRR
TTT

OOO

OOO

782

              32
    

2

    

1

21
21

b) Produit des deux torseurs : 

[][] 25 723 32
        

12

    

21    

2

2
    

1

1
21

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−•⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=+=

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

→→→→→→→−

•

→→−

•

→

→−

→

•→−

→

• kjikjiMRMR
M

R

M

R
TT OO

OO

OO  

4) Automoment du torseur somme : 

17782 32  −=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++==

→→→

•

→→→→−

•

→

kjikjiMRF O  
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Exercice : 04 

On considère les points  A(0, 1, 1),  B(0, 1, -1), C(1, 1, 1)  et D(0, 2, -1) dans un repère 

orthonormé . Déterminer : ),,,(
→→→

kjiOR

1) Les éléments de réduction du torseur associé aux vecteurs  et 
→−

AC
→−

BD ; 

2) L’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement. 

 
Exercice : 05 

Soit  A  un point de l’espace dans un repère orthonormé , avec ),,,(
→→→

kjiOR
→→→→

−−−= kjiOA
9

12

9

4

9

21
   et un vecteur  dont l’axe passe par le point A  . 

Soit [  un torseur défni au point O  par ses éléments de réduction   et   tel que :    

→→→→

++−= kjiV 331

]
02T

→

2R
→−

20M

 

[]
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−++=

++−=
= →→→−

→→→→

kjM

kjiR
T

)
3

2
3()92(

3)4(

20

2

02 αα

ααα
 

1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [ ]01T  dont la résultante est le vecteur  ; 
→

1V

2) Pour quelle valeur de α  les deux torseurs sont égaux ; 

3) En déduire le pas et l’axe central du torseur [ ]
02T  pour cette valeur de α . 

4) Calculer le produit des deux torseurs pour 2=α  
 
Solution : 
1)  Eléments de réduction du torseur [ ]01T  

       ;   d’où         []
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∧=

++−=
=

→→−→−

→→→→

       

33

110

1
01

VOAM

kjiV
T

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=∧=
→→−→−

3/11

11

0

3

1

3

9/12

9/4

9/21

110 VOAM

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

++−=
=

→→→−

→→→→

kjM

kjiV
T

)3/11(11

33

10

1
01  

 
2) Les deux  torseurs sont égaux si leurs éléments de réductions sont égaux. 
 

[][]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
⇔=

→−→−

→→

2010

21
0201

 
        

MM

RV
TT     

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−++=−

++−=++−
⇒ →→→→

→→→→→→

kjkj

kjikji

)
3

2
3()92(

3

11
11

3)4(33

αα

ααα
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Cette égalité est vérifée pour :  1=α  

 
4)  Pas et axe central du torseur  pour  []

02T 1=α . 

 

Le torseur s’écrit :  []  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

++−=
=

→→→−

→→→→

kjM

kjiR
T

)3/11(11

33
   

20

2
02

 

Pas du torseur :  0
3

11
1133

19

1
2
2

202
2

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−==

→→

•

→→→
→−

•

→

kjkji
R

MR
P  

 

Axe central du torseur : C’est l’ensemble des point P tel que : 
→

→−→
→−

+
∧

=
22

2

202 R
R

MR
OP λ  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

+−

−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
→−

λ

λ

λ

λ

3
19

33
19

11

3
57

110

3

1

3

3/11

11

0

3

1

3

19

1
OP  

 
si  (x, y, z)  sont les coordonnées du point P  alors : nous aurons les trois équations scalaires:  
 

λλλ 3
19

33
    ,   

19

11
    ,   3

57

110 +−=+−=−−= zyx  

le point  P décrit la courbe :  
57

385
32 −=++ zyx  

 
5)  Produit des deux torseurs pour 2=α  
 

Pour  2=α  le torseur [   s’écrit :  ]
02T []

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

++−=
= →→→−

→→→→

            
3

20
13

        622

20

2

02
kjM

kjiR
T  

[][] 7
        

12

    

21    

2

2
    

1

1
21

−=+=
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−

•

→→−

•

→

→−

→

•→−

→

•
OO

OO

OO MRMV
M

R

M

V
TT  
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Exercice : 06 

Soient deux torseurs   et  [  défnis au même point A par leurs éléments de réduction 

dans un repère orthonormé  : 

[]
AT1

]
AT2

),,,(
→→→

kjiOR

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

++−=
=

→→→→−

→→→→

kjiM

kjiR
T

A

A

74

223

1

1
1          et      []  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

++=

−−=
=

→→→→−

→→→→

kjiM

kjiR
T

A

A

74

223
     

2

2
2

1) Déterminer l’axe central  et le pas du torseur [ ]AT1  ; 

2) Déterminer l’automoment du torseur [ ]AT1   , montrer qu’il est indépendant du point A ; 

3) Construire le torseur [] [] [ ]
AAA TbTaT 21

+=      avec   IRba ∈et     ; 

4) Quelle relation doivent vérifer a et b  pour que le torseur [ ]AT   soit un torseur couple ; 

5) Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure ; 

6) Déterminer le système le plus simple de vecteurs glissants associés au torseur somme : 

 [][]
AA TT 21

+

Solution : 

1)  Axe central  et  Pas du torseur [   ]
AT1

Axe central : Il est défni par l’ensemble des points  P  tel que :   
→

→−→
→−

+
∧

=
12

1

    

11 R
R

MR
OP A λ  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

+−

−−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
→−

λ

λ

λ

λλ

2
17

5

2
17

13

3
17

12

2

2

3

5

13

12

17

1

2

2

3

7

1

4

2

2

3

17

1
OP  

Pas du torseur [  :    ]
AT1

17

28
74223

17

1
2

1

11
1

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−==

→→→

•

→→→
→−

•

→

kjikji
R

MR
P A  

 

2) Automoment du torseur [  :     ]
AT1 287422311

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−=

→→→

•

→→→→−

•

→

kjikjiMR A
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L’automoment est indépendant du point A. En effet,  d’après la formule de transport nous 

pouvons écrire :      
→→−→−→−

∧+=
1RABMM BA

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ →→−

•

→→−

•

→→−

•

→

∧+=
1111 RABRMRMR BA

→−

•

→→−

•

→

=
BA MRMR 11   ,  on voit bien qu’il est indépendant du point A. 

3)         [] [] []
AAA TbTaT 21

+= ⇔ []
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=
=

→−→−→−

→→

AAA

A

MbMaM

RbRaR
T

21

21           

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−−−+=

−+−+−−=
=

→→→→−

→→→→

kbajbaibaM

kbajbaibaR
T

A

A

)(7)()(4

)(2)(2)(3

1

 

 

4)   Condition pour que []  soit un torseur couple : AT

il faut que la résultante soit nulle :  baR =⇒=
→→

       0

Le moment dans ce cas sera égal à :   
→→→−

=+= iaibaM A 8)(41

5) Le moment d’un torseur couple où les résultantes ont le même module mais de 

sens opposées et appliquées aux points quelconque A  et  B  s’écrit : 

→→

21   ,  RR

    

     
→→−→→−→−

∧+∧=
21 ROBROAM A ( 11

→→−→→−

−∧+∧= ROBROA

              
→→−→−→→−

∧⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=∧=

11 RHABHRBA

A 

B
H

→

1R
→

2R

              
→→−→→−→→−

∧=∧−=∧=
211 RAHRAHRHA

 

 

 

Le moment d’un couple est indépendant de la distance entre les points A et B , il dépend 

uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des résultantes. Cette distance 

est appelée bras de levier.  

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                      

 73

A.KADI 
 

6) Système simple de vecteurs glissants associés au torseur somme : [ ][] AA TT 21
+  

Le torseur somme  []  est donné par : []  AT
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

== →→−

→→

iM

RT

A

A

8

    0

La résultante peut être décomposées en deux vecteurs quelconque de même module et de sens 

opposé dont l’un des vecteurs est placé au point A,   on obtient alors :  
   →−

AM

B  A
→

V

→

−V  

 y

 z 

x→→→−→→−→→−→−

=−∧=−∧+∧= iVABVABVAAM A 5 

système de deux vecteurs glissants :  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →

V  ,A

et  ⎜
⎛

  ,  tel que :  V  ⎟
⎠

⎞

⎝
−

→

V   ,B

)

0=
→−

•

→

AM

 

Exercice : 07 

Soient deux torseurs   et  [  défnis au même point O  dans un repère orthonormé 

  par : 

[]
01T ]

02T

,,,(
→→→

kjiOR

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

+=
=

→→→−

→→→

jaiaM

jiR
T

αα

αα

sincos

cos2sin2

10

1
01          et       []

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−=
=

→→→−

→→→

jaiaM

jiR
T

αα

αα

sincos

cos2sin2
     

20

2
02

1) Déterminer les pas des deux torseurs ; 

2) Quelle est la nature des deux torseurs ; 

3) Déterminer l’axe central du torseur [ ]
02T  ; 

4) Déterminer l’invariant scalaire du torseur  [ ]
03T  défni par : [ ] [ ][

02201103 TkTkT + ]=   où  

 ; IRkk ∈
21 et   

5) En déduire l’équation scalaire de la surface engendrée par l’axe central quand   

varient ; 

21 et   kk

6) Calculer le produit des deux torseurs [ ]01T   et  [ ]
02T  ; 
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Exercice : 08 

On considère deux points  A(0, 1, 0),  B(0, -1, 0) et deux vecteurs    

 dans un repère orthonormé .  

→→→−

+−= kimAM βα

→→→−

+= kimAP βα ),,,(
→→→

kjiOR

1) Déterminer les équations de l’axe central du torseur défni par les vecteurs  
→−→−

APAM et   , ;

2) Déduire l’équation de la surface balayée par cette axe lorsque α   et  β  varient en gardant 

m  constant. 

 

Exercice : 09 

Soit  [  un torseur et  A un point quelconque de l’espace. ]T

Déterminer l’ensemble des points  P  tels que le moment du torseur 
  →−

PM [ ]T  au point  P  soit 

parallèle au moment  du torseur 
  →−

AM [ ]T  au point A . 

 

Exercice : 10 

On applique à un solide de forme quelconque deux forces tel que :  
→→→

=−= uNFF 20021

aux points A et B du solide. 

1) Quelle est la nature du torseur lié aux deux forces ; 

2) Montrer que le moment de ce torseur est indépendant des point A et B. 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                      

 75

A.KADI 
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STATIQUE DES SOLIDES 
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STATIQUE 

 

La statique est la partie de la mécanique qui étudie l’équilibre des systèmes matériels soumis 

à un ensemble de forces. Ces systèmes peuvent se réduire à un point matériel, un ensemble de 

points matériels, un solide ou à un ensemble de solides. Dans ce chapitre nous analyserons les 

actions mécaniques exercées sur ces systèmes à travers l’étude de l’équilibre de celui-ci. 

Un système matériel est en équilibre statique par rapport à un repère donné, si au cours du 

temps, chaque point de l’ensemble garde une position fxe par rapport au repère. 

1. Les systèmes de forces dans l’espace  

Les systèmes de forces sont classés en trois catégories : 

 Concourants :  les lignes d’action de toutes les forces du système passent par un même 

point. C’est ce que l’on appelle forces concourantes en un point. 

- Parallèles :  les lignes d’actions des forces sont toutes parallèles, on dit aussi elles 

s’interceptent à l’infni 

- Non concourantes et non parallèles :  les forces ne sont pas toutes concourantes et pas 

toutes parallèles. 

1.1. Composantes d’une force 

Soit une force    appliquée à l’origine O d’un repère orthonormé . Les 

composantes de cette force sont défnies par : 

→  

F ),,,(
→→→

kjiOR

 

→−

yF  

→  

F

→

x

→

y

→

z

θ

ϕ

→−

xF

→  

F

→

x  

→

y

→

z  

θ  

ϕ  
→−

HF  

→−

zF  

 

 

 

 

 

 

θϕθϕθθθ cossinsincossincossin
→→→→→→→→

++=+=+= FFFFFFFF zH  

→→→→

++= kFjFiFF θϕθϕθ cossinsincossin   

→→→→

++= kFjFiFF zyx             nous avons aussi :   
2222

zyx FFFF ++=
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1.2.  Cosinus directeurs 

Les projections de la force  sur les trois axes ox, oy, oz   
→

F

→

y
→

x

→

z

x
θ

z
θ  

y
θ  

→

F  donnent respectivement les angles : 

zyx
θθθ  ,   ,  nous aurons alors : 

zzyyxx FFFFFF θθθ cos  ,  cos  ,   cos ===  

 

Si      sont les vecteurs unitaires du repère nous aurons :   
→→→

kji   ,    ,  
→→→→

++= kFjFiFF zyx

→→→→→

=++= λθθθ FkjiFF zyx )coscos(cos   avec    
→→→→

++= kji zyx
θθθλ coscoscos

Le vecteur   a la même direction que la force  et pour module 1.  

 

→

λ
→

F

1coscoscos 222 =++
zyx

θθθ

 

2. Force défnie par son module et deux points sur sa ligne d’action 

Soient deux points  et appartenant à la droite  support de la 

force  .   Le vecteur   s’écrira :  

),,( AAA zyxA ),,( BBB zyxB )(Δ
→

F
→−

AB
→→→→−

−+−+−= kzzjyyixxAB ABABAB )()()( 

 

 

 

 

→

x

→→

ddddAB zyx
=++= 222  

 

→→−

++= kdjdidAB zyx  

A

B 

 
x 

x →

F

→

z

→

y
 

 

Soit   le vecteur unitaire le long de la ligne d’action de la force.  Il est donné par : 
→

u

)(
1

222

→→→

→→→→−
→

++=
++

++
== kdjdid

dddd

kdjdid

AB

AB
u zyx

zyx

zyx
Comme la force est donnée par : 

)(
→→→→→

++== kdjdid
d

F
uFF zyx ,  

Composantes suivant les trois axes du repère :  
d

d
FF

d

d
FF

d

d
FF z

z
y

y
x

x
===    ,     ,  . 
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3. Equilibre d’un point matériel 

On appelle, point matériel, une particule suffsamment petite pour pouvoir négliger ses 

dimensions et repérer sa position par ses coordonnées. 

 →

nF  

→

1F  

→

2F  

→

3F  

→

x  

→

y  

→

z

o 

 

 

 

 

 

Un point matériel est en équilibre statique lorsque la somme de toutes les forces extérieures 

auxquelles  il est soumis, est nulle. 

Ces forces peuvent être coplanaire ou dans l’espace. 
→→→→→→

=+++++ 0.............. 14321 FFFFF      ⇔       ∑
→→→

==

i
iFR 0

Une particule soumise à deux forces est en équilibre statique si les deux forces ont le même 

module, la même direction mais de sens opposé tel que leur résultante, soit nulle. 
→→→

=+ 021 FF     ;     ⇒   021
=− FF

21 FF =
→

1F
→

2F  

 

4. Liaisons des solides  

4.1.  Liaisons sans frottements  

Dans le cas d’une liaison sans frottement entre un solide et un plan, la réaction est toujours 

normale au plan au point de contact quelques soit le nombre de  forces extérieures appliquées 

au solide. 

 

 

 

 

 

 

 

 

→

N  
→

n  

→

nF  →

1F
→

2F  →

P
action 

réaction→

N

→→→

=+ 0PN  

→→→

=+∑ 0
i

iFN  

→

N  

  Mur lisse 
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Dans le cas d’un contact ponctuel sans frottement, la condition d’équilibre est réalisée, si la 

somme de toutes les forces extérieures appliquées en ce point est égale à la réaction normale 

en ce même point.    
→→→

=+∑ 0
i

iFN

 

4.2.  Liaisons entre solides avec frottements  

On pose une pièce de bois en forme de parallélépipède sur un plan horizontal. Cette pièce de 

bois est en équilibre statique. La réaction du plan horizontal est égale et opposée au poids de 

la pièce. 
→

T
→

F  
→

P

→

N

→

P  

→

N

Figure : b.1 
Figure : b.2 

 

 

 

 

Appliquons graduellement en un point de cette pièce une force horizontale  
→

F  (fgure : b.1) 

La pièce ne bougera pas tant que cette force est inférieure à une certaine valeur limite, il 

existe alors une contre force 
→

T  qui équilibre et s’oppose à cette force 
→

F .    
→

T  est appelée 

force de frottement statique.  

Elle résulte d’un grand nombre de paramètres liés aux états de surfaces, à la nature des 

matériaux et aux forces de contact entre la pièce et la surface considérée. 

Cette force de frottement statique obéit à la variation représentée sur la fgure suivante. 

Si  μ0  est le coeffcient de frottement statique ( dépend uniquement de la nature des surfaces 

de contact) nous pouvons écrire : 

 

Partie statique 

Tm : force maximum 
       de frottement statique 

Tk : force de frottement 
      dynamique 

→

T

→

F  

 

 

 

 

 

 Pour que l’équilibre statique soit réalisable il faut que :  
→→

NT 0
μp   

 A l’équilibre limite on aura :  
→→

= NT 0
μ     
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Dans le cas d’une surface avec frottements (fgure ci-dessous), la condition d’équilibre 

s’écrira :           (la somme des actions et des réactions, est nulle) 
→→→→

=++ ∑ 0
i

iFTN

 

 

 

 

 

 

La force de frottement 
→

T est dirigée dans le 

sens contraire du mouvement et l’angle ϕ   est appelé angle de frottement statique. 

→

P  

→

R
ϕ

→

N  

→

T

→

F  ϕμ tg
N

Tm ==
→

→

0

Si 
→→

mTF f    le solide se met en mouvement de glissement sur la surface. 

  k   
N

T
  φ   et   tg μavec  k NkT

   

==<=
→

→

→→

0       

Ce coeffcient  k  indépendant du temps est appelé coeffcient de frottement dynamique, il est 

aussi indépendant de la vitesse. 

Ce tableau reprend quelques coeffcients de frottement statiques et dynamiques des surfaces 

de matériaux en contact : 

 

 Coeffcient de frottement  

statique μ  0

Coeffcient de frottement 

dynamique  k 

Acier /  Acier 

 

Mouillé            0.1 

 

A sec                0.6 

0.05 

0.4 

Bois  /  Bois Mouillé            0.5 0.3 

Métal  /  glace                        0.03 0.01 

Téfon  /  Acier                         0.04 0.04 

Cuivre  /  Acier  A Sec              0.5  0.4 
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5. Système de forces 

5.1 Moment d’une force par rapport à un point 

Le moment  par rapport à un point O, d’une force  0)(
→−−

FM
→

F  appliquée au point  A  est égale 

au produit vectoriel :     .  Le trièdre formé par les vecteurs 

 est direct. 

→→−→−−

∧= FOAFM
0)(

)   ,   ,)(( 0

→→−→−−

FOAFM

  

 

 

Remarque : 
Le moment d’une force, glissant le long d’un axe  

)(Δ , par rapport à un point O est indépendant du point A où elle s’applique. 
→→−−→−−→→−−→−

∧+=∧= FHAOHFOAM O )(  avec    )(    Δ⊥
→−−

OH
→→−−→→−−→−

∧+∧= FHAFOHM O   comme  
→→−−

FHA   //  

Alors     d’où     
→→→−−

=∧ OFHA
→→−−→−

∧= FOHM O

 

 

 

 

5.2 Moment d’une force par rapport à un axe 

Soit  O  un point sur l’axe  (  et   vecteur unitaire porté par cet axe. )Δ

0)(
→→−

FM

→

u

→

F  
O 

A π

0)(
→→−

FM  

→

F  
O 

A π

)(Δ

H

On détermine le moment par rapport au point  O, noté :   ,  sa projection sur  OFM /)(
→→−

l’axe est donnée par :  )(Δ
→→→→−

Δ

→→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
•= uuFMFM O   /)(/)(

 

→

u  

0)(
→→−

FM

→

F  
O 

A 

)(Δ

Δ
→→−

/)(FM  
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5.3 Théorème de VARIGNON 

Le moment d’un système de forces concourantes en un point  A  par rapport à un point  O est 

égal au moment de la résultante des forces par rapport au point O. 

Dans les deux cas de fgure nous montrerons que le moment résultant est égal au moment  de 

la résultante des forces du système. 

3
M

nM  

1
M

→

y

→

nF

→

x

→

z
→

1
F

→

2
F  

→

3
F

→

R
A

2
M

O

 

→

nF  

→

x  

→

y  

→

z  
→

1
F  

→

2
F  

→

3
F

→

R
A  

O  

 

 

 

 

 

 
  fgure :a 

  fgure :b  

Figure a :    Nous avons       et le moment au point  O  est donné par : )(AFR
i

i
∑

→→

=

→→−−→→−−→→−−→→−→→−

∧++∧+∧==∑
n

i
iiO FOAFOAFOAFMRM ........................()()( 21/  

)........................(()( 21/

→→→→−−→→−

+++∧=
nO FFFOARM  

→→−−→→−−→→−

∧=∧= ∑ ROAFOARM
i

iO    )( /  

Figure b :   Nous avons     )( i
i

i MFR ∑
→→

=

→−−→−→−−

+=
11

AMOAOM   ,  OM , ………… OM  
→−−→−→−−

+=
22

AMOA
→−−→−→−−

+=
nn AMOA

→→−−→→−−→→−−→

∧++∧+∧=∑
nnOi

i
i FOMFOMFOMFM ............................)( 2211/  

→→−−→−−→→−−→−−→→−−→−−→

∧+++∧++∧+=∑
nnOi

i
i FAMOAFAMOAFAMOAFM )(.......................)()()( 2211/  

Or         ;     on obtient fnalement :  0    //
→→→−−→→−−

=∧=====>
iiii FAMFAM

OnOi

i
i RMROAFFFOAFM

/21/ )().......................()(
→→→→−−→→→→−−→→

=∧=+++∧=∑  
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5.4. Moment d’un couple de forces 

Un couple de force est défni par deux forces de même module, de sens opposée et portées par 

deux droites parallèles tel que :  2121    ;   FFFF =−=
→→

OOOi
i

i FMFMFM
/22/11/ )()()(

→→→→→

+=∑  

                      
→→−−→−−→→−−→→−−

∧+−=∧+∧=
2212211 )( FOAOAFOAFOA

 →

0z

O

A

→

0x

→

0y  

A2

→

1F →

2F  

    Oi
i

i FM
/)(∑

→ →→−−

∧=
221

FAA

 

 

 

 

 

 

La somme des forces, est nulle mais le moment n’est pas nul. Un couple de force produit 

uniquement un mouvement de rotation. Le moment d’un couple est indépendant du point où 

on le mesure, il dépend uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des 

deux forces. 

• Un couple ne peut jamais être remplacé par une force unique ; 

• Un système force couple tel que  
→→

⊥FM   peut toujours se réduire en une résultante 

unique. On choisit la résultante des forces au point O  où s’applique le moment de telle 

sorte que son propre moment soit nul et le moment en ce point serait égal à la somme des 

moments de toutes les forces du système. 

 
→

2M

→

1M

→

3F

→

1F

→

2F

→

3M

O

→

0M
→

R

O 

→

3F

→

1F

→

2F

A3

A2 A1 O 
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6.  Statique du solide 

Tous les solides que nous étudierons dans ce chapitre sont considérés indéformables : la 

distance entre deux points du même solide reste constante quels que soit les systèmes de 

forces extérieures appliqués.  

On considère un solide (S)  quelconque soumis à des forces :  appliquées 

aux points :  

),..........,( 321

→→→→

nFFFF

)....,.........,,( 321 nMMMM

 

6.1.  Equilibre du solide 

Pour que le solide soit en équilibre statique il faut et il sufft que : 

- La résultante de toutes les forces extérieures appliquées au solide, soit nulle ; 

- Le moment résultant de toutes ces forces en un point O, soit nul.  

 

→

0x

→

0z

O

A1

→

0y

An

→

1F
→

2F

→

nF

→

3F

A3 A2

 

 

 

 

 

 

 

•              0
   →→→

==∑
i

iFR

•   0)( /

    

/

→→−−−→−

==∑
i

OiO FMM

Un solide (S),  soumis à des actions mécaniques extérieures est en équilibre statique si et 

seulement si le torseur représentant l’ensemble de ces actions est un torseur nul. 

Ces deux équations vectorielles se traduisent par les six équations scalaires suivantes : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

⇒=
→→

0

0

0

         0

z

y

x

R

R

R

R                 et           
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

⇒=
→→−

0

0

0

         0
    

/

z

y

x

O

M

M

M

M

Le système est complètement déterminé si le nombre d’inconnues est égal au nombre 

d’équations indépendantes. 
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6.2.Equilibre d’un solide dans un plan 

Dans le cas d’un solide soumis à des forces coplanaires, le système précédent se réduit à trois 

équations scalaires.  

Soit  (xoy)  ,  le plan contenant les forces appliquées au solide, nous avons alors : 

0=z    et         0=
zF ⇔ 0==

yx MM     et   Oz MM
/

=  

Les équations d’équilibre se réduisent à : 

 

 0==∑
i

ixx FR    ;          ;    0==∑
i

iyy FR   0/
==∑

i
izO MM  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

0

iy

ix

i F

F

F  ;   OA    

0
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

i

i

i y

x
→

y

→

x  
O

A1 An
→

1
F

→

2
F  

→

nF

A2

 

 0

0

00

      

/ ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧=
→→−→−

izixiiyi

iy

ix

i

i

iiOi

MFyFx

F

F

y

x

FOAM  

0==∑
i

i/O

      

/O MM  

 

6.3.  Réactions aux appuis et aux liaisons à deux dimensions  

6.3.1.  Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement lisse 

Les contacts entre les solides sont ponctuels. 

Soit  (S)  un solide reposant sur une surface (P) ,  on dit que le point A  du solide est un point 

d’appui s’il reste continuellement en contact de la surface (P).  Si le plan (P) est parfaitement 

lisse alors la force de liaison (la réaction 
→

R  ) au point de contact est normale à ce plan. 

 

 

→

R  

A

→

R

A

B

 
→

BR  

 
→

AR  
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6.3.2. Articulation d’un solide 

Un point  A  d’un solide est une articulation lorsqu’il reste en permanence en un point fxe de 

l’espace. 

a) Liaison verrou  (Articulation cylindrique) 

Les solides sont en contact entre eux suivant une surface cylindrique. Le solide  a deux 

degrés de liberté par rapport au solide  (  : Une translation suivant l’axe Az, et une rotation 

autour du même axe. 

)( 1S

)

 

(S1) 

→

x  

→

z
→

y  

A

(S2) 

A

 
→

yR

→

x

→

y

 
→

xR
 

→

yR  

 
→

xRA →

x

→

y  
 

 

 

 

 
→→→

+=
AyAxA RRR    avec       La réaction suivant l’axe de l’articulation (Az) est nulle. 

→→

= 0AzR

 

b) Liaison rotule  (Articulation sphérique) 

 

 

 

 

                   

 
→

AzR  

→

x

→z

→

y  

A

 
→

AyR  
 

→

AxR  
 A 

 

 

                     Liaison sphérique : 3 degrés de liberté (rotations) 

La réaction au point A  de l’articulation sphérique a trois composantes :  
→→→→

++=
AzAyAxA RRRR

c) Encastrement d’un solide 

On dit qu’un solide est encastré lorsqu’il ne peut plus changer de position quels que soit les 

forces extérieures appliquées.  Cette liaison est représentée par deux grandeurs : 
→

R     :   la résultante des forces extérieures appliquées au solide et actives au point A 

     

AM
→−

/  :  le moment résultant des forces extérieures appliquées au solide par rapport au point A 
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2

→

F

 1

→

F

→

x  

→

y

A

 
    

/

→−

AM

→

R
 

→

nF  

→

z∑
→→

=

i
iFR

∑
→→−−→−

∧=

i
iiA FAMM

     

/

 

 

 

 

d) Combinaisons de liaisons  

Avec ces différents types de liaisons  (Appui simple, articulation cylindrique, articulation 

sphérique et encastrement)  nous pouvons réaliser des comobinaisons qui permettent de 

réaliser montages mécaniques statiquement déterminés.  

Exemples: 

  

 

 

(1) Appui simple deux fois 

 (2) Appui simple et une articulation 

 

 

 
(4) Encastrement et appui simple 

 

 

 
(3) Encastrement seul 

 

Ces combinaisons sont dites isostatiques (statiquement déterminées) si le nombre d’inconnues 

est inférieures au nombre d’équations indépendantes qu’on peut établir. Certaines 

combinaisons ne sont pas autorisées et ne peuvent trouver la solution par la statique seule. 

 

Exemples : 2 appuis articulés, une articulation et un encastrement, encastrement deux fois.  

                   Certaines combinaisons sont hyperstatiques, elles ne peuvent trouver solution par    

                   la statique. 
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Exemple : appui simple trois fois 

Nous représentons dans le tableau ci dessous les différents types d’appuis et de liaisons et les 

composantes des réactions associées à celles-ci. 

 

 

Type de liaisons Composantes de la réaction 

Appui simple rouleau ou 

Surface lisse sans frottement : 

→

R  :  la réaction est normale au point d’appui. 

Appui simple avec frottements →→

yx RR ,  : deux composantes dans le plan de contact 

Articulation cylindrique d’axe Oz →→

yx RR ,  avec   ;  La composante suivant l’axe 

de l’articulation est nulle 

→→

= 0zR

Articulation sphérique →→→

zyx RRR ,,  : trois composantes 

Encastrement  →→→

zyx RRR ,,    et     trois composantes plus le 

moment au point d’encastrement. 

→

AM
/
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EXERCICES  SOLUTIONS 

 

Exercice 01 : 

Déterminer les tensions des câbles dans les fgures suivantes : 

 

400N 

40° 20° B

C 

A A

10°

70°

B 

C

60Kg 

 

 

 

 

 

                                     fgure: 1                                                                 fgure : 2 

Solution : 

Figure 1 : 

20° 

40° →

C
B

T  

→

C
A

T

→

P

40°

20° B 

C

A

x

 y

Au point C nous avons : 
→→→→

=++ 0PTT
    

C
B

    

C
A

 

La projection sur les axes donne : 

020cos40cos =°+°−
C
B

C
A

TT  

020sin40sin =−°+° PTT C
B

C
A

 

d’où :  T    .     T  N N 

Figure 2 : 

Au point C nous avons : 

→

C
B

T  

A

10°

70°

B 

C

 P

→

C
A

T

 x 

 y 

→→→→

=++ 0PTT
    

CB

    

CA  

La projection sur les axes donne : 

010cos70sin =°+°−
C
B

C
A

TT  

010sin70cos =−°−° PTT C
B

C
A

 

d’où :  T    ;   T  N N 
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Exercice 02 : 

Une barre homogène pesant 80 N  est liée par une articulation cylindrique en son extrémité A  

à un mur. Elle est retenue sous un angle de 60°  avec la verticale par un câble inextensible de 

masse négligeable à l’autre extrémité B. Le câble fait un angle de 30° avec la barre. 

Déterminer la tension dans le câble et la réaction au point A. 

→

T  

→

AR  

D 

B 

A 

30° 
60° 

C 

 x

 y 

→

P  

 

B

A

30°

60°

C
 

 

 

 

 

 

Solution : 

Le système est en équilibre statique dans le plan (xoy), nous avons alors : 

∑
→→

=

i
iF 0                                (1) ⇔

→→→→

=++ 0PTR
    

A

∑
→→−

=

i

        

AiM 0/                 (2) ⇔
→→→−→→−

=∧+∧ 0PADTAB

 

⎩
⎨
⎧

°

°→−

30sin

30cos

L

L
AB     ;       ;             ;  T  

⎩
⎨
⎧

°

°→−

30sin)2/(

30cos)2/(

L

L
AD

⎩
⎨
⎧

−

→

P
P

0

⎩
⎨
⎧

°

°−→

60sin

60cos

T

T

 

L’équation (1) projetée sur les axes donne :   060cos =°−TRA
x

             (3) 

                                                                        060sin =−°+ PTRAy         (4) 

 

L’équation (2) s’écrira :   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°

°
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°

°−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°

°

0

00

30sin)2/(

30cos)2/(

60sin

60cos

30sin

30cos

PL

L

T

T

L

L

                  

030cos
2

30sin60cos60sin30cos =°−°°+°° PL
LTsLT            (5) 
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(5)           ⇒ N
P

T  64,3430cos
2

=°=

(3)            ⇒ NTRAX 32,1760cos =°=

(4)               ⇒ NTPRAy 3060sin =°−=

d’où  NRRR AYAxA 64.3422 =+=    et l’angle que fait la réaction avec l’axe ox est donné par : 

5,0cos ==

A

Ax

R

Rθ              ⇒ °= 60θ  

 

Exercice 03 : 

On maintient une poutre en équilibre statique à l’aide d’une charge P suspendue à un câble 

inextensible de masse négligeable, passant par une poulie comme indiqué sur la fgure. La 

poutre a une longueur de 8m et une masse de 50 Kg  et fait un angle de 45° avec l’horizontale 

et 30° avec le câble. 

Déterminer la tension dans le câble ainsi que  la grandeur de la réaction en A ainsi que sa 
direction par rapport à l’horizontale. 
 

 y 

  x

→

AR  

→

P

→

T  

G

50Kg A 

B 

30° 

45° 

 

50Kg A

B 

30°

45°

 

 

 

 

 

Solution : 

Toutes les forces agissant sur la poutre sont  dans le plan (xoy) . Le système est en équilibre 

statique d’où 

∑
→→

=

i
iF 0                            (1) ⇔

→→→→

=++ 0PTR
    

A

∑
→→−

=

i

        

AiM 0/             (2) ⇔
→→→−→→−

=∧+∧ 0PAGTAB
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Nous avons  T =  P  ,  et     
⎩
⎨
⎧→−

24

24
AB   ; 

⎩
⎨
⎧→−

22

22
AG   ;    ;  T  ;   

⎩
⎨
⎧

−

→

P
P

0

⎩
⎨
⎧

°−

°−→

15sin

15cos

T

T

⎩
⎨
⎧→

Ay

Ax

A R

R
R

L’équation (1) projetée sur les axes donne :   015cos =°−TRA
x

             (3) 

                                                                        015sin =−°− PTRAy         (4) 

L’équation (2) s’écrira :  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
∧⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°−

°−
∧⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

0

00

22

22

15sin

15cos

24

24

PT

T
 

                 02215cos2415sin24 =−°+°− PTT                               (5) 

                          
)15sin15(cos24

22
°−°

= P
T     ⇒   T N55,353=       

(3)       et    (4)  ⇒   ⇒ NRA
x

50,341= NRAy 50,591=  

d’où  NRRR AYAxA 68322 =+=    et l’angle que fait la réaction avec l’axe ox est donné par : 

577,0cos ==

A

Ax

R

Rθ              ⇒ °= 76,54θ  

 

Exercice 04 : 

La barre  AB=L  est liée en A par une articulation cylindrique et à son extrémité B, elle repose 

sur un appui rouleau. Une force de 200 N agit en son milieu sous un angle de 45° dans le plan 

vertical. La barre a un poids de 50 N. 

Déterminer les réactions aux extrémités A et B. 

G 45° 

→

F

A B 

→

AR →

BR 

 x

 x

→

P

 

 A B 

 

 

 

Solution : 

Toutes les forces agissant sur la poutre sont situées dans le plan (xoy) . Le système est en 

équilibre statique, nous avons alors : 
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∑
→→

=

i
iF 0                                          (1) ⇔

→→→→→

=+++ 0PFRR B

    

A

∑
→→−

=

i

        

AiM 0/                   (2) ⇔
→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0PAGFAGRAB B

La projection de l’équation (1) sur les axes donne : 

045cos =°− FRA
x

                                                                (3) 

045sin =−°−+ PFRR BAy                                                   (4) 

En développant l’équation (2) on aboutit à :  

0
0

0

2/

45sin

45cos

0

2/0

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

°−

°−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

P

L

F

FL

R

L

B

 

0
2

45cos
2

=−°− P
L

F
L

LRB      ⇔ 0
24

2 =−− PF
RB        (5) 

(5)       ⇒ N  RB 71,95=

(3)       ⇒ N  RA
x

42,141=

(4)       ;      d’où   ⇒ N  RAy 71,95= NRRR AyA
x

A 76,17022 =+=  

Exercice 05 : 

Une échelle de longueur 20 m pesant 400 N  est appuyée contre un mur parfaitement lisse en 

un point situé à 16 m du sol.  Son centre de gravité est situé à 1/3 de sa longueur à partir du 

bas. Un homme pesant 700 N  grimpe jusqu’au milieu de l’échelle et s’arrête. On suppose que 

le sol est rugueux et que le système reste en équilibre statique. 

Déterminer les réactions aux points de contact de l’échelle avec le mur et le sol. 

 

G  

→

BR
C

y 

→

P

→

Q

 
→

AR

A

B

O  x 

 

A 

 B 
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Solution : 

AB=L =20 m , OB=16 m,  Q =700 N ,  P =400 N,   8,0
20

16
sin ===

AB

OBα   ⇒ °= 13,53α  

L’échelle est en équilibre statique. La résultante des forces est nulle.  Le moment résultant par 

rapport au point A est aussi nul. 

∑
→→

=

i
iF 0                                                    (1) ⇒

→→→→→

=+++ 0PQRR BA

∑
→→−

=

i
AiM 0/                             (2) ⇒

→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0PACQAGRAB B

Nous avons aussi :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−→−

α

α

sin

cos

L

L
AB ;  ;  ;  ; Q  ;   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−→−

α

α

sin)2/(

cos)2/(

L

L
AG ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−→−

α

α

sin)3/(

cos)3/(

L

L
AG ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛→

0

B

B

R
R ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

→

Q

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

→

P
P

0

La projection de l’équation (1) sur les axes donne les équations scalaires : 

0=+−
BA

x

RR                   (3) 

0=−− PQRAy                 (4) 

En développant l’équation (2), on aboutit à : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−

0

00

sin)3/(

cos)3/(0

sin)2/(

cos)2/(

0sin

cos

PL

L

QL

LR

L

L B

α

α

α

α

α

α
 

0cos
3

cos
2

sin =++− ααα L
P

L
QLRB                   (5) 

(5)       ⇒ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

32sin

cos PQ
RB α

α
      d’où   NRB 5,362=  

(3)        ⇒ NRR BA
x

5,362==

(4)          ;  on déduit :   ⇒ NRAy 1100= NRA 34,1158=  

Exercice 06 : 

On applique trois forces sur une poutre de masse négligeable et encastrée au point A. 

Déterminer la réaction à l’encastrement. 

A
400N800N 200N 

1,5m 2,5m 2m 
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Exercice 07 : 

Un plaque carrée de coté  a, de poids P est fxée à un mur à l’aide d’une articulation sphérique 

au point A et d’une articulation cylindrique au point B . Un câble CD  inextensible et de masse 

négligeable maintient la plaque en position horizontale. Une charge Q = 2P est suspendue au 

point  E  de la plaque.  Les données sont :  ;  
3

a
b = °= 30α  

Déterminer les réactions des articulations en A et B ainsi que la tension dans le câble en 

fonction de a  et  P 

 

E

B
30°

A

 C

 z 

 y 
a 

 x

b

→

Q

 

b

G
→

P

D

→

T

B 
30° 

A 

C 

 z 

 y
a 

 x 

b 

E 

Q 

 

b 

D 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

La plaque est en équilibre statique dans le plan horizontale, nous pouvons écrire : 

∑
→→

=

i
iF 0                                                             (1) ⇒

→→→→→→

=++++ 0PQTRR BA

∑
→→−

=

i
AiM 0/                             (2) ⇒

→→→−→→−→→−→→−

=∧+∧+∧+∧ 0PAGQAETACRAB B

Articulation sphérique en A :   AzAyAx RRR ,,

Articulation cylindrique en B et d’axe y:  BzB
x

RR ,0, 

Le triangle ACD est rectangle en A , et l’angle (DA,DC) = 30°  alors l’angle (CA,CD)=60° 

La tension aura pour composantes :   
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
→

2/)3(

4/)2(

4/)2(

60sin

45sin60cos

45cos60cos

T

T

T

T

T

T

T    
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

P

Q

2

0

0

 ;   ;   ;  ;   ;   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

P

P 0

0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

3/2

0

aAB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

a

a

AC
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

3/2a

a

AB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

2/

2/

a

a

AB

Projetons l’équation (1)  sur les axes du repère : 

04/)2( =−+ TRR BxAx                              (3) 

04/)2( =− TRAy                                        (4) 

022/)3( =−−−+ PPTRR BzAz                (5) 

L’équation (2)  se traduira par : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

0

0

0

0

2/

2/

2

0

0

0

3/2

2/)3(

4/)2(

4/)2(

0

0

0

3/2

0

P

a

a

P

a

a

T

T

T

a

a

R

R

a

Bz

B
x

 

Le développement de ce produit vectoriel donnera trois équations : 

0
23

4

2

3

3

2 =−−+ aPaP
aTR

a
Bz                  (6) 

0
2

2
2

3 =++− aP
aPaT                              (7) 

0
3

2 =−
B
x

R
a

                                               (8) 

La résolution de ce système d’équations donne : 

(8)           ;       (7)  ⇒   ⇒ 0=
B
x

R PT
3

35=            ;               (6)     ⇒ PRBz
−=

(5)    ⇒ PRAz
2

3=    ;       (4)  ⇒   PRAy
12

65=         ;              (3)    ⇒ PRA
x 12

65=  

PRA 39,17=    et    PRB
=

 

Exercice 08 : 

Une enseigne lumineuse rectangulaire de densité uniforme de dimension 1,5 x 2,4 m   pèse 

120 Kg.  Elle est liée au mûr par une articulation sphérique et deux câbles qui la maintienne 

en position d’équilibre statique, comme indiqué sur la fgure. Déterminer les tensions dans 

chaque câble et la réaction au point A.     
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On donne : C(0 ; 1,2 ; --2,4) ,  D(0 ; 0,9 ; 0,6). 

D

B A 

1,8 m 0,6 m 

C

 z

 y

 x 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 09 : 

Une porte métallique rectangulaire de densité uniforme de  dimensions   a x b, de poids P , est 

maintenue en position verticale par deux articulations, l’une sphérique  au point  O et l’autre 

cylindrique au point A . Une force  F est appliquée perpendiculairement au plan de la porte au 

point  C milieu de la longueur.   Afn de maintenir cette porte en position fermée, on applique  

un moment 
→−

M  au point A.  Déterminer les réactions aux niveau des articulation O  et A  ainsi 

que la force F nécessaire pour ouvrir la porte.  On donne :  a = 2m,  b = 3m,  BC= b/2,  

  M = 400N,  P = 800N 

 

z

A

O

→

F  

x

y

C  

→−

M

b

a  
B  

z

A  

O  

→

F

x

y  

C

→−

M  

b  

a  

G  

B

→

P  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Nous avons :   ;   ;  OC  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→−

0

bOA
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→−

2/

2/

0

a

bOG
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→−

a

b 2/

0
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Et aussi :    ;   ;  ;  ;   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
→−

0

0

MM
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
→

0

0

PP
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→

0

0

F

F
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→

Az

Ay

Ax

O

R

R

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→

Az

Ax

A

R

R

R 0

La porte est en équilibre statique, nous pouvons écrire : 

∑
→→

=

i
iF 0                                                             (1) ⇒

→→→→→

=+++ 0PFRR AO

∑
→→−

=

i

    

OiM 0/                                      (2) ⇒
→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0POGFOCROA B

Projetons l’équation (1)  sur les axes du repère : 

0=++ FRR A
x

O
x

                             (3) 

0=− PROy                                        (4) 

0=+
AzO

z

RR                                     (5) 

L’équation (2)  se traduira par : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

0

0

0

0

0

2/

2/

0

0

02/

0

0

0

0

MP

a

b

F

a

b

R

R

b

Az

Ax

 

 

0
2

=+ aP
bRAz                              (6) 

0=− MaF                                  (7) 

0
2

=−− bF
bRA

x

                          (8) 

la résolution de ce système d’équation nous donne : 

(4)    ;                (6)     ⇒ NPRO
y

800== ⇒ N
b

aP
RAz 66,266

2
−=

−
=                              

(7)     ⇒ N
a

M
F 200==  ;                  (8)   ⇒   N

F
RA

x

100
2

−=
−

=                                         

(5)      ;        (3)   ⇒   ⇒ NRR AzO
z

66,266=−= NFRR A
x

O
x

100−=−−=  

  on déduit :               ;    NRO 849= NRA 8,284=  
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Exercice 10 : 

Une barre  AB de masse négligeable supporte à son extrémité B une charge de 900 N, comme 

indiqué sur la fgure ci-dessous. Elle est maintenue en  A  par une articulation sphérique et en 

B par deux câbles attachés aux points C et D.  Déterminer la réaction au point A et la tension 

dans chaque câble. Données :  ;  ; C  ;   
⎟
⎟
⎟

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

3

B
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5,1

3

0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 5,1

3

0

D

⎠⎝
 y 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Le système est en équilibre statique. La résultante des fores est nulle et le moment résultant de 

toutes les forces par rapport au point A est nul. Nous avons alors :  

∑
→→

=

i
iF 0                                                             (1) ⇔

→→→→→

=+++ 0QTTR
     

B
D

      

B
C

A

∑
→→−

=

i
AiM 0/                                    (2) ⇔

→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0B
D

       

B
C

B TABTABRAB

Noua avons une articulation sphérique en A :   AzAyA
x

RRR ,,

Déterminons les composantes des tensions dans les câbles BC et BD : 

Les vecteurs unitaires suivant les axes BC et BD  sont donnés par : 

→→→
→→→→−

→

++−=
++

++−
== kji

kji

BC

BC
uBC 33,066,066,0

)5,1(33

5,133
222

 

→→→
→→→→−

→

−+−=
++

−+−
== kji

kji

BD

BD
uBD 33,066,066,0

)5,1(33

5,133
222

 

 

 z 

 O 

 D 

 C 

 Q

 B 

 A 

 

→

B
D

T  

 

→

B
C

T  

 y 

 z 

 O

 D

 C 

 Q 

 B 

 A 

 x 
 x 
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Les tensions dans les deux câbles s’écriront sous la forme : 
→→→→→

++−== kTjTiTuTT B
C

B
C

B
C

B
C

B
C

B
C

33,066,066,0  

→→→→→

−+−== kTjTiTuTT B
D

B
D

B
D

B
D

B
D

B
D

33,066,066,0 

La projection de l’équation (1)  sur les axes donne les trois équations scalaires : 

066,066,0 =−−
B
D

B
C

A
x

TTR                             (3) 

066,066,0 =−++ QTTR BDBCAy                       (4) 

033,033,0 =−+
B
D

B
C

Az TTR                              (5) 

L’équation (2)  s’écrira : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 0

0

0

33,0

66,0

66,0

1

5,1

3

33,0

66,0

66,0

1

5,1

3

0

0

1

5,1

3

BD

BD

BD

BC

BC

BC

T

T

T

T

T

T

Q  

En développant ce produit vectoriel, nous obtenons les trois équations suivantes : 

066,0)33,05,1(66,0)33,05,1( =+×−+×+−
B
D

B
D

B
C

B
C

TTTTQ                                 (6) 

066,0)33,03(66,0)33,03( =+×++×−
B
D

B
D

B
C

B
C

TTTT                                              (7) 

0)66,05,1()66,03()66,05,1()66,03(3 =×+×+×+×+−
B
D

B
D

B
C

B
C

TTTTQ               (8) 

A partir de l’équation (7)  on déduit que :  B
D

B
C

TT 5=  

En remplaçant dans l’équation (6)  on obtient :   N
Q

TB
D

43,160
61,5

==  

D’où :   NTB
C

15,802=

 

(3)        NTTR B
D

B
C

A
x

30,635)(66,0 =+=  

(4)         NTTQR B
D

B
C

Ay 70,264)(66,0 =+−=

(5)        NTTR BDBDAz 70,156)(33,0 −=−=  

NRRRR AzAyA
x

A 85,705222 =++=  
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Exercice 11 : 

Une plaque triangulaire homogène ABC de poids  P  est lié à un support fxe par 

l’intermédiaire d’une articulation sphérique au point A et cylindrique au point C.  On donne 

OA=OC=OB = a.   La plaque est maintenue en position inclinée d’un angle de °= 30α  par 

rapport au plan horizontal (xoz) par un câble inextensible BD, accroché au point D à un mur 

vertical. La corde fait un angle de °= 60β  avec la verticale. Une charge de poids  Q = 2P est 

suspendue au point B∈(yoz).  

Le centre de gravité G de la plaque est situé 1/3 de OB à partir de O. 

1. Ecrire les équations d’équilibre statique ; 

2. Déterminer les réactions des liaisons aux points A  et  C ainsi que la tension du câble.  

 

 β  

 B  A 

 α

 y 

o 

C 

D 

 z 

 x

 
→

Q  

 
→

P  

 
→

T   β  

 B A

 α  

 y 

o

C 

D

 z 

 x

G

 β  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Nous avons  OA = OB = OC = a   ;  
3

a
OG  ;   Q = 2P ;  = °= 30α    ,   °= 60β  

Le point  ;  ;  ; T  ; Q  ;  )(yozB∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Az

Ay

Ax

A

R

R

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Cz

CyC

R

RR

0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

β

β

sin

cos

0

T

T
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

0

2

0

P
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

0

0

PP

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

0

0

a

A ; C   ; ;       ;    ;    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

0

0

a

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

α

α

cos

sin

0

a

aB
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

α

α

cos)3/(

sin)3/(

0

a

aG ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

0

0

2a

AC
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

α

α

cos

sin

a

a

a

AB
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

α

α

cos)3/(

sin)3/(

a

a

a

AG
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Le système est en équilibre statique, nous avons alors : 

 
→→

=∑ 0
i

iF                                                          (1) ⇔
→→→→→→

=++++ 0PQTRR CA

→→−

=∑ 0/
i

AiM                         (2) ⇔
→→→−→→−→→−→→−

=∧+∧+∧+∧ 0PAGQABTABRAC C

 

La projection de l’équation (1) sur les axes donne trois équations scalaires : 

0=
A
x

R                                                                    (3) 

02cos =−−++ PPTRR C
y

Ay
β                            (4) 

0sin =−+ βTRR C
z

Az                                           (5) 

En développant l’équation vectorielle  (2),  nous obtenons trois autres équations scalaires : 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

0

0

0

cos)3/(

sin)3/(

0

2

0

cos

sin

sin

cos

0

cos

sin

0

0

0

2

P

a

a

a

P

a

a

a

T

T

a

a

a

R

R

a

Cz

Cy

α

α

α

α

β

β

α

α  

0cos
3

cos2coscossinsin =++−− ααβαβα aP
aPaTaT              (6) 

0sin2 =+− βaTaRC
z

                                                                        (7) 

02cos2 =−−+ aPaPaTaRCy
β                                                        (8) 

Les six équations permettent de trouver toutes les inconnues : 

 

(3)                    (6)        ⇒ 0=
A
x

R ⇒ PT 32,2=    ;     (7)     ⇒    PRC
z

=  

 

(8)        ;   (5)     ⇒   ⇒ PRCy 92,0= PRAz
=        ;     (4)     ⇒    PRAy 92,0=  

 

d’où :  PRRRR AzAyA
x

A 358,1222 =++=    ;    PRRRR C
z

C
y

C
x

C 358,1222 =++=  
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Exercice 12 : 

Un système mécanique composé d’une barre coudée  ADE de masse négligeable et d’un 

disque de rayon R , de masse négligeable, soudé à celle-ci au point C comme indiqué sur la  

fgure ci-dessous. La barre est supportée par deux liaisons cylindriques en A et B. On relie le 

disque à une poulie fxe par un  câble inextensible, de masse négligeable, auquel est 

suspendue un poids  P. Au point E, dans un plan parallèle au plan (xAz), est appliquée une 

force 
→

F inclinée par rapport à la verticale d’un angle °= 30β  . Un moment  
→−

M est appliqué 

à la barre afn de maintenir le système en position d’équilibre statique dans le plan horizontal 

(xAy).   On donne F = 2P  , et  °= 60α . 

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre statique ; 

2. En déduire les réactions aux points A et B ainsi que la valeur du moment M   pour 

maintenir le système en position d’équilibre statique dans le plan horizontal (xAy), 

 

→

T

H

→−

M

D

B

 β  

 α

 y →

F
a 

 z 

 x 

C
A 

E
a

a
a

→

P

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Nous avons  AC = CB =CD =DE = a   ;   F = 2P ;  °= 60α  ;   °= 60β    

La poulie de rayon r est aussi en équilibre statique alors : T r = P r  d’où :  T = P 

             ;     ;       ;         ;   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

0

0

0

A
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

0

2

0

aAB
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

α

α

sin

cos

R

a

R

AH
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→−

0

3a

a

AE
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Az

Ax

A

R

R

R 0 ;      ;        ;        ;          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Bz

Bx

B

R

R

R 0
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
→

α

α

cos

0

sin

P

P

T
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
→

β

β

cos2

0

sin2

P

P

F
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→−

0

0

MM

 

Le système est en équilibre statique, nous avons alors : 
→→

=∑ 0
i

iF                                                           (1) ⇔
→→→→→

=+++ 0FTRR BA

→→−

=∑ 0/
i

AiM                             (2) ⇔
→→→−→→−→→−→−

=∧+∧+∧+ 0FAETAHRABM B

 

Projetons l’équation (1) sur les axes : 

0sinsin2 =−−+ αβ PPRR B
x

A
x

                      (3) 

00 =                                                                    (4) 

0coscos2 =+−+ αβ PPRR BzAz                      (5) 

En développant l’équation vectorielle  (2),  nous obtenons trois autres équations scalaires : 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

0

0

0

cos2

0

sin2

0

3

cos

0

sin

sin

cos

0

0

2

0

0

0

β

β

α

α

α

α

P

P

a

a

P

P

R

a

R

R

R

aM

Bz

Bx

 

0cos6cos2 =−+ βα aPaPaRBz                                     (6) 

022sin2cos =+−−− βαα os aPcRPRPM                 (7) 

0sin6sin2 =++− βα aPaPaRB
x

                                  (8) 

Le système d’équation permet de trouver toutes les inconnues. 

(7)         ⇒ )732,1()3(2 RaPRaPRP  os aPcM −=−=−= β  

(8)         ⇒ P
PP

PRB
x

933,1)36(
4

sin
2

sin3 =+=+= αβ  

(6)         ⇒ P
PP

PRBz 348,2)136(
4

cos
2

cos3 =−=−= αβ  
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(5)  ⇒ P
P

RPPR BzAz 116,1)132(
4

coscos2 −=+−=−−= αβ  

 (4)       ⇒ 0==
ByAy RR

(3)    ⇒ P
P

RPPR B
x

A
x

067,0)23(
4

sinsin2 =−=−+= αβ                        

 

Exercice 13 : 

Soit le système, constitué de deux masses ponctuelles, liées entre elles par une tige homogène 

de longueur AB= L  et de masse négligeable. Le système est soumis à deux liaisons sans 

frottement en A et O. on donne mmm AB 33 == . 

1. Trouver l’angle 0
θ  qui détermine la position d’équilibre en fonction de  m, d, L. ; 

2. En déduire les modules des réactions aux points A et O ; 

 

3. Calculer 0
θ  ,  les réactions   et    pour  L = 20 cm,  m = 0,1 Kg  et  d = 5 cm 0R AR

 

 

O

 

→

OR

 
→

AR 
→

AP

 
→

BP  

 0
θ

 0
θ

A

B

 d

x 

y 

 O 

 A 

 B 

 d 

 θ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

     ;  ; ; ; ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

0
θtg d

d

AO
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

sin

cos

0

0

θ

θ

L

L

AB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

0

0

A

A

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
→

0

cos

sin

0

0

θ

θ

O

O

O R

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

0

0

AA PP
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
→

0

0

BB PP
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1) le système est en équilibre statique : 
→→

=∑ 0
i

iF                                    (1) ⇒
→→→→→

=+++ 0BAOA PPRR

→→−

=∑ 0/
i

       

AiM                            (2) ⇒
→→→−→→−

=∧+∧ 0
       

B

        

O PABRAO

La projection de l’équation (1) sur les axes donne : 

0sin 0
=− θ

OA RR                                                               (3) 

0cos 0
=−−

BAO PPR θ                                                       (4) 

L’équation (2) s’écrira : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

0

0

0

0

sin

cos

0

cos

sin

0

0

0

0

0

0 BO

O

PL

L

R

R

tg d

d
θ

θ

θ

θ

θ  

0cos
cos

sin
cos 0

0

0
2

000
=−+ θ

θ

θ
θ LPdRdR B                             (5) 

L’équation (5)  donne :                                           0cos)sin(cos 0
2

0
2

0
2

0
=−+ θθθ LPdR B

    d’où     0
2

0
2

0 cos
3

cos θθ
d

mgL

d

LP
R B ==  

En remplaçant l’équation (4)  dans l’équation (5) on obtient : 

L

d

3

4
cos 0

3 =θ          ⇒ 3

1

0
3

4
cos ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

L

d
Arθ  

2) D’après l’équation (4) :      
00 cos

4

cos θθ
mgPP

R BA
O

=
+

=  

     D’après l’équation (3) :    0 4 θtgmgRA
=  

3)  A.N : pour  g= 10m/s2  nous aurons :   °= 1,460
θ     ,   NR 8,50

=    ,  NRA 2,4=

 

Exercice 14 : 

Un disque de faible épaisseur, de rayon R = 30 cm  et de poids P = 350 Kg  doit passer au 

dessus d’un obstacle en forme d’escalier de hauteur   h= 15 cm  sous l’action d’une force  
→

F   
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horizontale appliquée au point D situé à la même hauteur que le centre O du disque. 

Quelle est la valeur minimale de la force Fmin   pour faire démarrer de disque ?  

On considère que les frottements sons négligeables, et on prendra g = 10m/s2 . 

 
→

F 

→

P 

O

B 

h 

R 

 

 

 

 

 

 

Exercice 15 : 

Un arbre homogène horizontal AB de masse négligeable est maintenu à ses extrémités par une 

liaison sphérique en A et cylindrique en B. Au point C est emmanchée une roue de rayon R et 

de masse négligeable. Un fl inextensible est enroulé autour de la roue et porte une charge Q.  

Une tige DE, de masse négligeable, est soudée à l’arbre au point D . Elle supporte à son 

extrémité E une charge  P  de telle sorte qu’elle fasse un angle de  30°  à l’équilibre avec la 

verticale,  dans le plan (xDz).   On donne :  P = 15000 N ;  a = 0,5 m ;   L = 1 m ;  R = 0,3 m . 

Déterminer les réactions aux appuis A et B  ainsi que la charge Q à l’équilibre statique. 

 

 
→

Q 

E
30°

D

A 

 y  z 

 x 

4a

2a 

2a

B

 
→

P 

L

C
H
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Solution : 

P=1500 N ;  a = 0,5 m ;  DE=L=1m ;  R=0,3m ;  AC=DB= 2a ;  CD=4a   

Nous avons:  ; ;  ; ; ; ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

8

0

aAB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→−

0

2a

R

AH
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

°−

°−
→−

30cos

6

30sin

L

a

L

AE
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Az

Ay

Ax

A

R

R

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Bz

Bx

B

R

R

R 0
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

Q

Q 0

0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

P

P 0

0

1) le système est en équilibre statique : 
→→

=∑ 0
i

iF                                                     (1) ⇒
→→→→→

=+++ 0PQRR BA

→→−

=∑ 0/
i

       

AiM                             (2) ⇒
→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0PAEQAHRAB
        

B

La projection de l’équation  (1)  sur les axes donne : 

0=−
B
x

A
x

RR                                                       (3) 

0=
AyR                                                                 (4) 

0=−−+ PQRR BzAz                                           (5) 

L’équation vectorielle (2) se traduit par : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

°−

°−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0

0

0

0

0

30cos

6

30sin

0

0

0

20

0

8

0

PL

a

L

Q

a

R

R

R

a

Bz

Bx

 

En développant cette expression on aboutit à trois équations scalaires : 

0628 =−− aPaQaRBz                                            (6) 

030sin =°− LPRQ                                                 (7) 

08 =
B
x

aR                                                                  (8) 

On déduit facilement des six équations scalaires la réaction en A et B ainsi que la charge Q.    

(8)                                        ;      (7)   ⇒    ⇒ 0=
B
x

R N
R

LP
Q 2500030sin =°=  

(6)      ⇒ N
PQ

RBz 7375
8

62 =
+

=        ;      (5)   ⇒ NRPQR BzAz 19125=−+=                                            

(4)                                         ;      (3)   ⇒ 0=
AyR ⇒ 0==

B
x

A
x

RR                                            

                 ; NRR AzA 19125== NRR BzB 7375==  
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Exercice 16 : 

Un couvercle homogène ayant la forme d’un demi disque de rayon  a  de poids P  est 

maintenu  par un axe horizontal  AB avec une liaison sphérique en A et cylindrique en B. Une 

corde inextensible CD , de masse négligeable est  attaché au point C et soulève le couvercle 

de tel sorte qu’il fasse un angle °= 30α   avec l’axe horizontal (oy). L’autre extrémité est 

attaché au point D (- a,0, a). On donne : OA = OB = a 

Le centre d’inertie G  du couvercle est situé sur l’axe OC  et tel que :  π3

4a
OG  =

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre ; 

2. En déduire les réactions des liaisons  A et B  ainsi que la tension de la corde. 

 A 

 y 
α

B

C

 x 

 O 

 z 
D

 y 
α  

 B

 C 

 x

O 

 z 
 D 

GA

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Nous avons:  ;  ;  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
→−

0

0

2a

AB
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

°−

°

−
→−

30sin

30cos

a

a

a

AC

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

°−

°

−
→−

30sin
3

4

30cos
3

4

π

π
a

a
a

AG  

Déterminons les composantes de 
→

T, en effet nous pouvons écrire : 
CD

CD
TuTT  CD

→−
→→

==

→→→
→→→

→

+−−=
+−+−

+−−
= k0,750TjTiT 

a

kajaia
TT 433,05,0

)5,1()866,0()1(

5,1866,0
222

 

d’où :   ;      ;   T ;    
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Az

Ay

Ax

A

R

R

R

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
→

Bz

ByB

R

RR

0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
→

T

T

T

750,0

433,0

5,0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

→

P

P 0

0
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1) Le système est en équilibre statique : 

                                                         (1) 
→→

=∑ 0
i

iF ⇒  PTRR BA

→→→→→

=+++ 0

                                  (2) 
→→−

=∑ 0/
i

       

AiM ⇒
→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ 0PAGTACRAB
        

B

La projection de l’équation (1) sur les axes donne : 

05,0 =− TRA
x

                                                                                   (3) 

0433,0 =−+ TRR B
y

Ay                                                                      (4) 

0750,0 =−++ PTRR BzAz                                                                (5) 

L’équation vectorielle (2) se traduit par : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

0

0

0

0

0

3/)2(

3/)32(

750,0

433,0

5,0

)2/(

2/)3(

0

0

0

2

Pa

a

a

T

T

T

a

a

a

R

R

a

Bz

By

π

π  

0
3

32

2

433,0
750,0.

2

3 =−− P
a

aTaT π                                    (6) 

025,0750,02 =−++ aPaTaTaRBz                                         (7) 

05,0.
2

3
433,02 =++− aTaTaRB

y

                                         (8) 

(6)                                  ⇔ 0367,0432,0 =− PT ⇒ PT 849,0=  

(7)                                ⇒        ⇔ 02 =−+ PTRBz P
TP

RBz 075,0
2

=
−

=  

(8)                                     ⇔ 0866,02 =+ TRBy
⇒ PTRBy 367,0433,0 −=−=  

(3)                                           ⇔ 05,0 =− TRA
x

⇒ PTRA
x

424,05,0 ==  

(4)                ⇒         ⇔ 0433,0433,0 =−− TTRAy PTRAy 735,0866,0 ==  

(5)     ⇔ 0750,0075,0 =−++ PTPRAz             ⇒ PRAz 288,0=  

PPRRRR AzAyA
x

A 896,0)288,0()735,0()424,0( 222222 =++=++=  

PPRRR BzB
y

B 374,0)075,0()367,0( 2222 =+−=+=  
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GEOMETRIE DES MASSES 

 

Objectifs du chapitre  

Afn de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systèmes matériels, il est 

important de connaître la répartition géométrique afn de se préparer aux concepts de 

cinétiques et dynamiques des solides. 

L’intérêt de cette partie est de nous permettre de connaître un certain nombre de données sur 

la répartition des masses des systèmes.  Nous, nous intéresserons à la détermination : 

- des centres de masse du solide 

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport à des axes et aux tenseurs 

d’inertie des solides quelconques dans différents repères. 

L’opérateur d’inertie sert à caractériser la répartition des masses d’un solide, afn d’étudier 

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci. 

 

1. Notions de masse d’un système matériel 

A chaque système matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en 

mécanique classique, appelée : masse du système 

La masse d’un solide fait référence à la quantité de matière contenue dans le volume de ce 

solide. 

Cet invariant scalaire obéit aux propriétés mathématiques suivantes :  

Aditivité des masses  

La masse d’un système matériel (S) est égale à la somme des masses qui le composent. 

Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient. 

La masse d’un système matériel est défnie par la grandeur scalaire suivante : 

∫
∈

=

)(

)(  
SP

PdmM  
Mi(P)

L’élément est la mesure de la masse  )(Pdm

au voisinage du point (P). 

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     

 112

A.KADI 

      Si le système est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du système 

s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue :          

 

Un système matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore une 

réunion d’ensembles continus ou discrets de points matériels. 

 

1.1.  Systèmes discrets 

La masse d’un système discret est la somme des n points matériels discrets de masses  mi : 

 

mi
∑
=

=
n

i
imm

1

  

 

 

1.2.  Systèmes continus 

∫=
)(

)(
S

Pdmm

- Le système (S) est un volume    

      La masse s’écrirait :       dvPm
V

)(∫= ρ

       )(Pρ  est la masse volumique au point P  et  un élément de volume du solide (S) dv

- Le système (S) est une surface :  (cas des plaques fnes) l’épaisseur est négligeable 

devant les deux autres dimensions. 

La masse s’écrirait :    dsPm
S

)(∫= σ

     )(Pσ  est la densité surfacique au point P  et  un élément de surface du solide (S) ds

-   Le système (S) est linaire :  (cas des tiges fnes)  les deux dimensions sont négligeables 

devant la longueur de la tige. 

La masse s’écrirait :    d
l

Pm
L

)(∫= λ

     )(Pλ  est la densité linéique au point P  et  -un élément de longueur du solide (S) 

Dans les systèmes homogènes (solides homogènes) la densité des solides est constante. 
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2. Centre d’inertie (centre de masse) des solides  

On appelle centre d’inertie d’un système matériel (S) le point  G  défni par la relation : 

∫
∈

→→−

=

)(

0
SP

dmGP  

 

où P est un point du solide avec    et   
→→→→−

++= kzjyixOP
→→→→−

++= kzjyixOG GGG

Soit   O  le centre d’un repère orthonormé  nous pouvons écrire dans ce 

repère :          alors nous obtenons :   

),,,(
→→→

kjiO

→−→−→−

+= GPOGOP ∫∫∫
∈∈∈

→−→−→−

=

+=

)() () (

0

    
SPS PS P

d
m

G
P

d
m

O
G

d
m

O
P 43421

∫
∫ ∈

→−

∈

→−

=

)(

)(

    
1

SP

SP

d
m

O
P

d
m

O
G

              ;      ∫
∈

→−→−

=

)(

    
1

SP

d
m

O
Pm

O
G

 

 

Les coordonnées du centre d’inertie  G   d’un système homogène sont déterminées par des 

calculs utilisant les éléments infnitésimaux tel que : dl pour les éléments linéaires, ds  pour 

les éléments surfaciques et d
v

 pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire : 

 

∫
∫

∫

∈

∈

∈ ==

)(

)(

)(
  

1

 

  

SP

SP

SP

G d
m

x
m

d
m

d
m

x

x ,  ∫
∫

∫

∈

∈

∈ ==

)(

)(

)(
  

1

 

  

SP

SP

SP

G d
m

y
m

d
m

d
m

y

y    ,    ∫
∫

∫

∈

∈

∈ ==

)(

)(

)(
  

1

 

  

SP

SP

SP

G d
m

z
m

d
m

d
m

z

z  

 

Remarques : 

- Le centre d’inertie des masses homogènes coïncide avec le centre d’inertie de leurs 

volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques. 

- Si le solide présente des éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est 

nécessairement situé sur ces éléments de symétrie. 
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3. Centre d’inertie d’un système composé 

Dans la réalité c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires en 

résonnant sur chacun des éléments qui composent les systèmes.  

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément i
Δ du système au 

point
 
G

i , puis 

on détermine le centre d’inertie G du système comme barycentre des points Gi . 

Soient les éléments d’un système composé :  n
ΔΔΔ .,..........,........., 21  ayant pour centres 

d’inertie respectifs :    ayant pour vecteurs positions dans un repère 

 :     : 

nGGG .......,..........,........., 21

),,,(
→→→

kjiOR
→→→

nrrr .........,,........., 21

Le centre d’inertie de ce système est donné par : 
∑

∑

=

=

→

→

Δ

Δ

=
n

i
i

n

i
ii

G

r

r

1

1

 

   

   ;   où  est la ii
Δ ième  

quantité.   

Elle peut être un élément de longueur, de surface, de volume ou de masse. 

Le centre d’inertie du système aura pour coordonnées : 

 

∑

∑

=

=

Δ

Δ

=
n

i
i

n

i
ii

G

x

x

1

1

 

         ,         
∑

∑

=

=

Δ

Δ

=
n

i
i

n

i
ii

G

y

y

1

1

 

       ,          
∑

∑

=

=

Δ

Δ

=
n

i
i

n

i
ii

G

z

z

1

1

 

 

 

où :   sont les coordonnées des points Giii zyx    ,  , i  où l’élément  i
Δ  est concentré. 

 

Si  les     sont des éléments de masses alors on peut écrire : i
Δ

 

∑

∑

=

==
n

i
i

n

i
ii

G

m

x

x

1

1

m 

       ,           
∑

∑

=

==
n

i
i

n

i
ii

G

m

y

y

1

1

m 

         ,         
∑

∑

=

==
n

i
i

n

i
ii

G

m

z

z

1

1

m 
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4. Théorème de Guldin  

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou 

surfaciques homogènes fut trouvée par Guldin. Elle consiste à faire tourner ces solides autour 

des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides 

surfaciques décriront des volumes. 

4.1.  1er  Théorème de Guldin 

La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe ( Δ ) 

sans l’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur  L de l’arc par la longueur 

de la circonférence 
2

GR  π   décrite par le centre d’inertie G de l’arc de courbe. 

 
Soit   L  la longueur de l’arc  et    sont centre d’inertie. GR

GR  G  

)(Δ  

L  
La longueur (périmètre) décrite par la rotation du centre d’inertie G  

par rapport à l’axe (  est donnée par : )
 

Δ
GR  2π   ,  alors la surface 

décrite par cet élément est égale à : 
 

 

LRS G      2/
π=

Δ          d’où    
L

S
RG

2
/

π
Δ=   

 

Dans le cas d’un système homogène de plusieurs éléments on aura :   
totale

totale
G

L

S
R

  2
/

π
Δ=  

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

yO
L

S
x

oy

G
2

/

π
=  

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

xO
L

S
y ox

G
2

/

π
=  

4.2.  2ième  Théorème de Guldin 

Une surface plane homogène   , limitée par une courbe fermée  S

GR

G  

)(Δ

S  
simple et tournant autour d’un axe  sans le rencontrer   )(Δ

engendre un volume V. 

Le volume V engendré est égal au produit de la surface   S

 par la longueur du périmètre GR  2π   décrit par le centre  

d’inertie G  de cette surface autour de l’axe )(Δ . 
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Soit     la surface  et    la distance de son centre d’inertie à S GR )(Δ . 

La longueur (périmètre) décrite par la rotation du centre d’inertie G  par rapport à l’axe )(Δ  

est donnée par : GR  2π   ,  alors le volume décrit par cette surface est égal à : 

S     2/ GRV π=
Δ          d’où    

S

V
RG

2
/

π
Δ=  

Dans le cas d’un système homogène composé de plusieurs surfaces on aura : 

totale

totale
G

V
R

S   2
/

π
Δ=  

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

yO
totale

oytotal

G
S

V
x

   2

/

π
=  

 

si l’axe  représente l’axe  nous aurons : )(Δ ),(
→

xO
totale

oxtotal
G

S

V
y

  2
/

π
=  

 

5. Opérateur d’inertie (tenseur d’inertie) : Moment d’inertie et produit d’inertie  

La notion d’opérateur d’inertie permet d’exprimer les divers torseurs, déjà vue précédemment, 

afn de faciliter l’étude de la cinétique et de la dynamique des solides. 

5.1  Opérateur produit vectoriel 

Considérons deux vecteurs     et      dont les composantes sont exprimées dans une base 

orthonormée directe   : 

→

u
→

V

),,,(
→→→

kjiOR

→→→→

++= kujuiuu zyx      ,     
→→→→

++= kZjYiXV

Le produit vectoriel des deux vecteurs s’écrit :  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∧
→→

XuYu

ZuXu

YuZu

Z

Y

X

u

u

u

Vu

yx

xz

zy

z

y

x
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Comme le vecteur  est connu et    quelconque, on constate que l’on peut passer du 

vecteur  au vecteur     par une opération linéaire très simple à vérifer. Le produit 

vectoriel est distributif, par rapport à l’addition et à la multiplication, nous pouvons alors 

écrire :  

→

u
→

V
→

V
→→

∧Vu

IR∈∀λ     et      on a :   3IRV ∈∀
→

)(
→→→→

∧=∧ VuVu λλ

3
21 , IRVV ∈∀

→→

   on a aussi  :   
→→→→→→→

∧+∧=+∧
2121 )( VuVuVVu

on peut conclure que l’on passe du vecteur    au vecteur  , par application d’un 

opérateur linéaire que l’on notera : [    ;  d’où l’écriture :   qui se traduit sous 

forme matricielle dans la base orthonormée  par :   

→

V
→→

∧Vu

]A [] →→→

=∧ VAVu

),,,(
→→→

kjiOR

 

[]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

Z

Y

X

A

Z

Y

X

uu

uu

uu

XuYu

ZuXu

YuZu

xy

xz

yz

yx

xz

zy

0

0

0

 

La matrice     est antisymétrique dans cette base. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

−

0

0

0

xy

xz

yz

uu

uu

uu

Pour déterminer le tenseur d’inertie, nous avons besoin d’un nouvel opérateur qui est le 

double produit  Vectoriel :   car le produit vectoriel est 

antisymétrique. D’après les relations précédentes, nous pouvons écrire cet opérateur sous la 

forme : . 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧

→→→→→→

)()( VuuuVu

[] [] →→→→→→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧ VAVAuVuu

2
)(
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Cet opérateur est aussi un opérateur linéaire et son écriture sous la forme matricielle dans la  

base  est la suivante : []  ),,,(
→→→

kjiOR
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

+−

+−

=

)(

)(

)(

22

22

22

2

yxzyzx

zyzxyx

zxyxzy

uuuuuu

uuuuuu

uuuuuu

A

On voit bien que la matrice [   est symétrique et de même pour la matrice ]2A [][ ]2AB −=  , 

alors nous utiliserons cette dernière afn de représenter les tenseurs d’inertie d’un solide dans 

une base orthonormée . ),,,(
→→→

kjiOR

5.2.  Opérateur d’inertie  

5.2.1.  Défnition du moment d’inertie d’un solide 

Soit un solide de masse  d
m

  lié à une tige (AA’)  de masse négligeable, en rotation autour 

d’un axe ( . Si on applique un couple au système (tige + masse), il se mettra à tourner 

librement autour de l’axe . L’étude dynamique de ce système se fera dans les prochains 

chapitres. Le temps nécessaire à cet élément de masse  d
m

  pour atteindre une vitesse de 

rotation donnée est proportionnel à la masse  d
m

  et au carré de la distance  r  qui sépare la 

masse de l’axe .  C’est pour cette raison que le produit       est appelé moment 

d’inertie de la masse d
m

  par rapport à l’axe 

)Δ

)(Δ

)(Δ dmr 2

)(Δ . 

)(Δ  

A’ A r 

dm 
 

 

 

 

5.2.2.  Matrice d’inertie : Moments et produits d’inertie d’un solide 

Soit un repère orthonormé et un solide (S)  tel que O),,,(
→→→

kjiOR )(S∈ . Le moment d’inertie 

de ce solide par rapport au point O est obtenu en intégrant la relation   .      dmr 2 ∫=

)(

2

S

O dmrI
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les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut être linéaire, surfacique ou volumique. 

L’élément d’intégration dm(P) est situé en un point  P du solide. 

L’opérateur d’inertie s’écrit : ,  le vecteur  est indépendant du 

point P . Le point  P  est un point quelconque du solide (S)  et d
m

  est l’élément de masse 

entourant le point  P .  Le tenseur d’inertie du solide au point  O  est représenté dans la base  

 par une matrice notée   : appelée matrice d’inertie en O dans la base 

  du solide (S) :     

∫
→→−→−→

∧∧−=

)(

)()(
S

O d
m

VO
P

O
P

VI
→

V

),,,(
→→→

kjiOR RO SI /)(

),,,(
→→→

kjiOR
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

RO

III

III

III

CFE

FBD

EDA

SI /)(

La matrice    est symétrique, réelle et diagonisable.  Elle admet trois valeurs propres 

réelles et trois directions propres réelles et orthogonales. 

RO SI /)(

• Les valeurs propres sont appelées moments principaux d’inertie ; 

• Les directions propres sont appelées axes principaux d’inertie. 

Si le point  P  a pour coordonnées dans la base , le vecteur  a pour 

expression :   et d’après ce que l’on vient de voir précédemment, 

 , les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme : 

),,( zyx ),,,(
→→→

kjiOR
→−−

OP

→→→→−−

++= kzjyixO
P

∫
→→−→−→

∧∧−=

)(

)()(
S

O d
m

VO
P

O
P

VI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Ox) :  ∫ +=

)(

22 )(
S

xx dmzyI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Oy) :  ∫ +=

)(

22 )(
S

yy dmzxI

Moment d’inertie par rapport à l’axe (Oz) :  ∫ +=

)(

22 )(
S

zz dmyxI
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Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) :       :  ou  produit d’inertie ∫=

)(S

xy xydmI

Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) :        :  ou  produit d’inertie ∫=

)(S

xz xzdmI

Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) :        :  ou  produit d’inertie ∫=

)(S

yz yzdmI

5.2.3.  Solides présentant des plans de symétrie 

Certains solides présentent des formes particulières admettant des plans de symétrie par 

rapport aux axes du repère  choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits 

d’inertie sur les deux autres plans sont nuls : 

),,,(
→→→

kjiOR

)(xOy  plan de symétrie  ====>   0==
yzxz II  

)(yOz  plan de symétrie  ====>   0==
xyxz II  

)(xOz  plan de symétrie  ====>   0==
yzxy II  

a)  si  (xOy)  est un plan de symétrie du solide 

P(+z)  est symétrique du point P(-z) par rapport au plan (xOy
)

 d’où : 
∫
∈

=

)(

0
SP

xzdm   et    donc  ∫
∈

=

)(

0
SP

yzdm 0==
yzxz II  

x 

P(+z) 

P(-z) 

 z 

 
y

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

zz

yyxy

xyxx

RO

I

II

II

SI

00

0

0

)( /  

Dans ce cas l’axe Oz  qui est perpendiculaire au plan (xOy)  est un axe principal d’inertie ; 

nous pouvons le montrer facilement par le produit suivant : 

→−

                              
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

1

0

0

1

0

0

00

0

0

zz

zz

yyxy

xyxx

I

I

II

II
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En effet, tout axe orthogonal à un plan de symétrie matérielle est axe principal d’inertie sur 

tous les points du plan. 

b)  si  (yOz)  est un plan de symétrie du solide 

P(+x)  est symétrique du point P(-x) par rapport au plan (yOz) d’où : 

∫
∈

=

)(

0
SP

xzdm   et    donc  ∫
∈

=

)(

0
SP

xydm 0==
xyxz II  

 
y

x 
P(+x) 

P(-x) 

 z 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−=

zzyz

yzyy

xx

RO

II

II

I

SI

0

0

00

)( /  

Dans ce cas l’axe    perpendiculaire au plan (yOz)  est un axe principal d’inertie . 
→−

Ox

 

c)  si  (xOz)  est un plan de symétrie du solide 

P(+y)  est symétrique du point P(-y) par rapport au plan (xOz) d’où : 

∫
∈

=

)(

0
SP

yzdm   et    donc  ∫
∈

=

)(

0
SP

xydm 0==
xyyz II  

x 

 z 

 
y P(+y) 

P(-y) 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

zzxz

yy

xzxx

RO

II

I

II

SI

0

0

0

)( /  

 

Dans ce cas l’axe    perpendiculaire au plan (xOz)  est un axe principal d’inertie. 
→−

Oy

5.2.4   Solides présentant un axe de symétrie 

Soit    un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse  dm  

du solide ayant une coordonnée (+x)  nous pouvons lui associer un élément  dm  symétrique  

→−

Ox

par rapport à l’axe Ox et de coordonnée (-x)  de telle sorte 
que:

  et   
→−

∫
∈

=

)(

0
SP

xzdm ∫
∈

=

)(

0
SP

xydm

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     

 122

A.KADI 
 

On remarque de la même manière que précédemment, l’axe Ox  est un axe principal d’inertie. 

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de l’axe. 

→−

Remarques 

• Tout repère orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle 

du solide, est un repère principal d’inertie du solide. 

• Tout repère orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle 

du solide, est un repère principal d’inertie du solide. 

5.3.  Solides à symétrie de révolution 

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cône, etc…), la 

masse est répartie de façon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution 

 dans un repère orthonormé .  Tout plan passant par l’axe   est un plan de 

symétrie, d’après ce que l’on a vu précédemment tous les produits d’inertie sont nuls. 

 

→−

Oz ),,,(
→→→

zyxOR
→−

Oz

yzxzxy III ==

 z 

 
y

x 

  z 

 
yx 

 

 

 

5.4.  Solides à symétrie sphériques 

Pour tout solide à symétrie sphérique (sphère pleine où creuse)  

 z 

 
y

x 

de centre  O , tous les repères   ayant pour centre  ),,,(
→→→

zyxOR

le même point O  sont des repères principaux d’inertie. 

Les trois axes du repère jouent le même rôle, alors tous les 

 moments d’inertie sont égaux : 
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zzyyxx III ==    et tous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de 

symétrie :  0===
yzxzxy III

Nous pouvons écrire : 

∫∫∫∫ ++=+++++==++

)(

222

)(

22

)(

22

)(

22 )(2)()()(3
SSSS

xxzzyyxx dmzyxdmyxdmzxdmzyIIII

∫ ++=

)(

222 )(
3

2

S

xx d
m

zyxI  

 

5.5.  Solides plans 

Dans le cas des solides plans, l’une des coordonnées de l’élément , dm  est nulle. Si le solide 

est dans le plan (xOy) alors  z = 0  .  

On déduit immédiatement que :    ,         d’où :   ∫=

)(

2

S

xx dmyI ∫=

)(

2

S

yy dmxI

yyxx

S

zz IIdmyxI +=+= ∫
)(

22 )(  ; et 0==
yzxz II  ;    ∫=

)(S

xy xydmI

 
 
y

 
x

 o 

 

 

 

 

 

Le moment d’inertie par rapport à l’axe perpendiculaire au plan du solide est égal à la somme 

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide. 

5.6.  Moments d’inertie par rapport à O , aux axes et aux plans du repère  ),,,(
→→→

zyxOR

Le moment d’inertie d’un solide  (S)  déjà défni précédemment par rapport à un point O, un 

axe où un plan est donné par l’intégrale :     où  P  est un point du solide et  r la 

distance du point P par rapport au point O, par rapport à l’axe ou par rapport aux plans du 

repère. 

∫
)(

2 )(
S

Pdmr
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a) Moment d’inertie par rapport au point O. 

 z 

 y 

O

 P 

 
x

il est donné par :    ∫=

)(

2 )(
S

O PdmrI

où  2r  : représente la distance  2222 zyxO
P

++=

alors :  ∫ ++=

)(

222 )()(
S

O PdmzyxI

 

b) Moment d’inertie par rapport aux axes 

b.1.) axe  
→−

Ox

 
y

 
x

O

 P 
 z 

 r2 

il est donné par :   ∫=

)(

2 )(
S

xx PdmrI

où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Ox;  

d’où  ;   alors :  222 zyO
P

+= ∫ +=

)(

22 )()(
S

xx PdmzyI

b.2.) axe  
→−

Oy

 
y

 
x

O

 P 

 z 

 r2 

il est donné par :    ∫=

)(

2 )(
S

yy PdmrI

où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Oy ; 

d’où  ; alors :  222 zxOP += ∫ +=

)(

22 )()(
S

xx PdmzxI

b.3.) axe  
→−

Oz

il est donné par :   ∫=

)(

2 )(
S

zz PdmrI

 z 

 
y

 
x

O

 P 

 r2  où  2r  : représente la distance du point  P  à l’axe Oz ; 

 d’où  ;  alors :  222 yxO
P

+= ∫ +=

)(

22 )()(
S

zz PdmyxI
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Les moments d’inertie par rapport aux plans (xOy),  (xOz),  (yOz)  sont donnés en fonction de 

la distance qui sépare le point  (P)  du plan considéré, ce qui se traduit par les équations 

suivantes : 

∫=

)(

2 )(
S

xOy PdmzI    ,         ,      ∫=

)(

2 )(
S

xOz PdmyI ∫=

)(

2 )(
S

yOz PdmxI

Il résulte des différentes relations précédentes que :  

 

a) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport aux trois axes d’un repère 

orthonormé est  égale au double du moment d’inertie du solide par rapport au centre du 

repère. 

      
O

S

SSS

zzyyxx

Id
m

zyx

d
m

yxd
m

zxd
m

zyIII

2)(2                     

)()()(

)(

222

)(

22

)(

22

)(

22

=++=

+++++=++

∫

∫∫∫

    Ozzyyxx IIII 2=++

 

b) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport à deux plans perpendiculaires est   

égale au moment d’inertie du solide par rapport à l’axe d’intersection des deux plans. 

           ,     xxzOxyOx III =+
yyzOyxOy III =+      ,     zzyOzxOz III =+  

 

6.  Détermination des axes principaux et des moments principaux d’inertie 

Soit une matrice d’inertie d’un solide  (S),  dans une base orthonormée , de la 

forme :      , il existe au moins une base orthonormée de même 

centre  O  et de vecteurs unitaires  ,  notée    appelée base 

principale ou repère principal d’inertie au point O.   

),,,(
→→→

zyxOR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=

CDE

DBF

EFA

SI RO /)(

),,( 321

→→→

eee ),,,( 321

→→→

eeeORP
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Dans cette base principale, les axes  ,  ,   sont les axes principaux 

d’inertie et la matrice d’inertie est une matrice diagonale. Les éléments de cette diagonale sont 

appelés moments principaux d’inertie dans cette base. 

),( 1

→

eO ),( 2

→

eO ),( 3

→

eO

La matrice d’inertie dans la base  s’écrirait :  ),,,( 321

→→→

eeeORP

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3

2

1

/

00

00

00

)(

I

I

I

SI
PRO

avec      moments principaux. 321    ,   , III

Les axes , ,  étant des axes principaux, nous pouvons écrire : ),( 1

→

eO ),( 2

→

eO ),( 3

→

eO

→→

=
111/   )( eIeSI RO    ,           ,  

→→

=
222/   )( eIeSI RO

→→

=
333/   )( eIeSI RO

 

D’une façon générale nous aurons : 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−−

−−−

⇔

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

→

→

→

→

→

→

→

→

→

0

0

0

 

 

 

 

 

 

00

00

00

 

 

 

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

e

e

e

ICDE

DIBF

EFIA

e

e

e

I

I

I

e

e

e

CDE

DBF

EFA

 

Les vecteurs unitaires   ne sont pas nuls, alors ce système admet une solution si le  ),,( 321

→→→

eee

déterminant de la matrice est nul :    0

3

2

1

=

−−−

−−−

−−−

ICDE

DIBF

EFIA

 

 

La solution de cette équation scalaire donne les trois valeurs propres qui sont les moments 

principaux d’inertie. En reportant ces valeurs propres dans l’équation             

on obtient les vecteurs propres qui ne sont autre que les directions principales. 

→→

=
iiiRO eIeSI   )( /
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7. Moment d’inertie par rapport à un axe  quelconque dans un repère 

orthonormé direct   

),(
→

Δ nO

),,,(
→→→

zyxOR

Soi
t

  (P)  un point du solide (S) de masse  m  et un axe  )(Δ  passant par le centre O du repère 

de vecteur unitaire  .  Le moment d’inertie par rapport à l’axe 
→

n )(Δ  est donné par :  

∫∫
∈∈

Δ
==

)(

2

)(

2

SPSP

dmHPdmrI    ;  avec  rH
P

H
P

==
→−

   ; distance de l’élément matériel   dm(P)   

à l’axe ( ,  H est la projection orthogonale de  P  sur cet axe. )Δ

 
 →

z

 →

y

 →

x

P

H

)(Δ

o

 

 

 

 

 

 

 

Nous avons : OP   ,    on déduit  que : 
→−−→−−→−−

+= HPOH
→−−→→−−→→−−→−−→

∧+∧=+∧ H
P

nO
H

nH
P

O
H

n )( 

Comme      et  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊥
→−−→

→−−→

HPn

OHn// 1=
→

n   alors :  rOPHPnOPn ==∧=∧
→−−→−−→→−−→

 

Si     et     ont pour coordonnées        et      OP  
→

n
→−−

OP
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

γ

β

α

n
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

z

y

x

Les composantes du vecteur unitaire  porté par l’axe 
→

n )(Δ  sont appelées cosinus directeurs. 

Nous avons alors 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∧
→−−→

xy

zx

yz

z

y

x

O
P

n
βα

αγ

γβ

γ

β

α
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D’où : ()()() 2222
22

rxyzxyzH
P

nO
P

n =−+−+−=∧=∧
→−−→→−−→

βααγγβ  

En remplaçant  2r    dans l’expression :     on aboutit à :  ∫
∈

Δ
=

)(

2

SP

dmrI

()()()( )∫
∈

Δ
−+−+−=

)(

222

SP

dmxyzxyzI βααγγβ  

d
m

y
z

d
m

x
z

d
m

xy

d
m

yxd
m

zxd
m

zyI

SPSPSP

SPSPSP

∫∫∫

∫∫∫

∈∈∈

∈∈∈

Δ

−−−

+++++=

)()()(

)(

222

)(

222

)(

222

2                2           2       

)(       )(     )(

βγαγαβ

γβα

 

 

yzxzxyzzyyxx IIIIIII βγαγαβγβα 222  222 −−−++=
Δ         ;    cette expression représente 

l’ellipsoïde d’inertie, elle peut se mettre sous la forme matricielle suivante : 

()
→→

Δ
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

= nSIn

III

III

III

I O
T

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

).(.,,
  

γ

β

α

γβα  

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport à un axe )(Δ  passant par un point O et de 

vecteur 
unitaire

 est égal au produit doublement contracté du tenseur d’inertie O par le 

vecteur unitaire . 

→

n

→

n

 

8.  Produit d’inertie par rapport à deux axes orthogonaux  et  ),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO

8.1.  Défnition 

Le produit d’inertie noté    est défni comme étant l’intégrale des coordonnées   et    

du point  P  relativement au axes  et   :   

uvI ux vx

),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO ∫=

)(SP

vuuv dmxxI

ux  :  coordonnée de  P  sur l’axe  tel que :  ),(
→

Δ uO
→

•

→−−

= uOPxu

vx  :  coordonnée de  P  sur l’axe  tel que :  ),('
→

Δ vO
→

•

→−−

= vOPxv
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Le tenseur d’inertie étant connu au point  O  , le produit d’inertie par rapport  aux deux axes a 

pour expression :   
→→

−= uSIvI Ouv ).(.

 

8.2.   Démonstration 

Deux propriétés vectorielles seront utilisées dans la démonstration de l’expression du produit 

d’inertie :  

- le produit mixte dont on connaît la règle de permutation : 

 ),,(),,(),,( 132213321

→→→→→→→→→

== VVVVVVVVV

- le double produit vectoriel dont on connaît le résultat. 

     ))(())(()()(
→

•

→→

•

→→

•

→→

•

→→→

•

→→

−=∧∧ CBDADBCADCBA

on pose :    
→→→−→→→→−→

==== vDO
P

CuBO
P

A   ,      ,       ,    

))(())(())(()()(
→−

•

→→

•

→−→−

•

→→

•

→−→

•

→→

•

→−→→−

•

→→−

−=−=∧∧ O
P

uvO
P

O
P

uvO
P

vuuO
P

vO
P

uO
P

 

car :  0)( =
→

•

→

vu

)()())((
→→−

•

→→−→−

•

→→

•

→−

∧∧−= vO
P

uO
P

O
P

uvO
P

 

                           
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧−=

∧∧−=

→−→→−→

→−→

•

→−→

)   ,  ),(

)()(

O
P

vO
P

u

O
P

vO
P

u

)( ()(  ,   ,  )   ,  ),())((
→−→→−

•

→→−→→−→→−→→−→→−

•

→→

•

→−

∧∧−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧−= OPuOPvOPuOPvOPvOPuOPuvOP  

                           

4434421444344421
21

  )()()()(
→−

•

→→−

•

→→−

•

→−→

•

→→−

•

→→−→−

•

→−→

•

→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−−= O

P
uO

P
vO

P
O
P

uvO
P

uO
P

O
P

O
P

uv

Soit :     ;          ;          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

z

y

x

O
P ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

3

2

1

u

u

u

u
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

3

2

1

v

v

v

v
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(1) :     ))(()( 222
332211 zyxuvuvuvOPOPuv ++++−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

→−

•

→−→

•

→

                                         )()()( 222
33

222
22

222
11 zyxuvzyxuvzyxuv ++−++−++−=

 

(2)  
2

332313

32
2

2212

3121
2

11321321

     u                                                                                   

                                                                                      

   ))(()(

zuvy
z

uvx
z

v

y
z

uvyuvxyuv

x
z

uvxyuvxuvzuyuxuzvyvxvO
P

uO
P

v

+++

+++

++=++++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →−

•

→→−

•

→

 

yzuvuvxzvuvxyuvuv

yxuvzxuvzyuvxx vu

 ( )u ( ) (                               

)()()(.   )2()1(

233213311221

22
33

22
22

22
11

++++++

+−+−+−=⇒+
 

 

Le produit d’inertie est donné par l’intégrale :   d’où ∫=

)(SP

vuuv dmxxI

∫∫∫

∫∫∫

∈∈∈

∈∈∈

++++++

+−+−+−=

SPSPSP

SPSPSP

uv

yzd
m

uvuvxzd
m

vuvxyd
m

uvuv

d
m

yxuvd
m

zxuvd
m

zyuvI

)( )u ( ) (        

)()()(

233213311221

22
33

22
22

22
11

 

 

Cette expression s’écrira sous forme matricielle : 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

−−−=

3

2

1

321 ),,(

u

u

u

III

III

III

vvvI

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

uv    ⇔          
→→

−= uSIvI Ouv ).(.

Le produit d’inertie du solide  (S)  par rapport aux axes orthogonaux  et   est 

égal à l’opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie  par les vecteurs 

unitaires   et . 

),(
→

Δ uO ),('
→

Δ vO

)(SIO

→

u
→

v
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⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→
→

→

→

1

1

1

0

0

0

10

z

y

x

P

z

y

x

RR
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9.  Changement de repère. 

Soit un repère orthonormé fxe:  et un repère en rotation par 

rapport à celui-ci. A l’aide de la matrice de passage nous pouvons exprimer le moment 

d’inertie dans l’un des repères et le déduire dans l’autre repère et inversement. 

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 1111

→→→

zyxOR

En effet nous pouvons écrire :  

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→
→

→

→

0

0

0

1

1

1

01

z

y

x

P

z

y

x

RR           ;      ⎜    ,   avec   :  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

T
RRRR PP

0110
→→

=

La matrice de passage de    vers    notée :  ;  permet de déduire la matrice 

d’inertie du solide dans le repère   en la connaissant dans le repère   et inversement. 

0R 1R
10 RRP →

1R 0R

100101
.)(.)( // RRRO

T
RRRO PSIPSI →→

=  

011010
.)(.)( // RRRO

T
RRRO PSIPSI →→

=  

Exemple d’application :   

Déterminer la matrice d’inertie de la barre AB de longueur L  de masse m dans le repère 

en rotation par rapport au repère 
fxe

 .  ),,,( 1111

→→→

zyxOR ),,,( 0000

→→→

zyxOR

En  déduire la matrice d’inertie dans le 
repère

.  0R

On détermine la matrice d’inertie de la barre dans le repère  :  Nous avons un solide 

linéaire :  

1R

dxdm λ=  ;    y = 0  et  z = 0  d’où :  0===
yzxzxy III    et    0=

xxI

 
→

1x

o

B 

α

A

→

0x

α

→

1y

→

0y
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3

2
2

)(

2 mL
d
x

xd
m

xII
L

LS

zzyy
==== ∫∫

+

−

λ    d’où : 

1

2

2

3
00

0
3

0

000

)(
1

R

mL

mL
SI RO

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  

On détermine la matrice de passage de  vers   en exprimant les vecteurs unitaires de  

en fonction de ceux de  : 

1R 0R 1R

0R

 

→→→→

→→→→

→→→→

++=

++−=

++=

0001

0001

0001

     .0       .0    

.0co
s

sin

.0sinco
s

zyxz

zyxy

zyxx

αα

αα

          ⇒

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

→

→

→

→

→

0

0

0

1

1

1

100

0co
s

sin

0sinco
s

z

y

x

z

y

x

αα

αα

 

avec :     et    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
→

100

0co
s

sin

0sinco
s

01

αα

αα

RRP
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

==
→→

100

0co
s

sin

0sinco
s

0110

αα

αα

T
RRRR PP

 

La matrice d’inertie dans le repère   sera égale à :  0R
011010

.)(.)( // RRRO
T

RRRO PSIPSI →→
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

100

0co
s

sin

0sinco
s

3
00

0
3

0

000

100

0co
s

sin

0sinco
s)(

2

2

/ 0

αα

αα

αα

αα

mL

mL
SI RO  

 

3
00

0co
s3

co
s

sin
3

0co
s

sin
3

sin
3

)(

0

2

2
22

2
2

2

/ 0

R

mL

mLmL

mLmL

SI RO

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

= ααα

ααα
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10.  Translation du repère  R  de centre O  vers un centre A 

On considère un solide (S)  dont la matrice d’inertie est connue au point O  d’un repère fxe 

. Soit un point A de coordonnées  centre du  repère 

 en translation par rapport à . 

),,,( 000

→→→

zyxOR ),,( AAA zyx

),,,( 000

→→→

zyxAR ),,,( 000

→→→

zyxOR

 

La matrice d’inertie au point  A   du solide (S) est donnée par : 
→

0z  →

0z

→

0x

O

A

→

0x

→

0y

→

0y

0

0
)(

R
III

III

III

SI

AzzAyzAxz

AyzAyyAxy

AxzAxyAxx

RA

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=  

 

Les éléments de cette matrice s’obtiennent en  

remplaçant le vecteur OP  comme précédemment  
→−

par le vecteur 
→−

AP  dans l’opérateur d’inertie. 

Nous avons en effet :  
→→→→−→−→−

−+−+−=−=
000 )()()( zzzyyyxxxOAOPAP AAA

On obtient ainsi les moments et les produits d’inertie en A : 

()∫ −+−=

)(

22 )()(
S

AAAxx dmzzyyI  

∫∫∫∫∫ −−+++=

)()()(

2

)(

2

)(

22
22)(

S

A

S

A

S

A

S

A

S

Axx zdmzydmydmzdmydmzyI  

Soit  m  la masse du solide (S) et  G  son centre d’inertie. Les coordonnées  du 

centre d’inertie dans le repère déjà exprimé au début du chapitre, ont pour 

expression :    

),,( GGG zyx

),,,( 000

→→→

zyxOR

∫=

)(

1

S

G xdm
m

x    ;   ∫=

)(

1

S

G ydm
m

y      ;       ∫=

)(

1

S

G zdm
m

z  

G

S

mxxdm =∫
)(

      ;           ;       G

S

myydm =∫
)(

G

S

mzzdm =∫
)(
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En remplaçant ces termes dans l’expression de   , on obtient : AxxI

( )
GAGAAAOxxAxx zzyyzymII 22)( 22 −−++=   , et par permutation les autres termes 

( )
GAGAAAOyyAyy zzxxzxmII 22)( 22 −−++=  

( )
GAGAAAOzzAzz yyxxyxmII 22)( 22 −−++=  

 

De la même manière pour les produits d’inertie nous avons : 

∫∫∫∫∫ +−−=−−=

)()()()()(

))((
S

AA

S

A

S

A

SS

AAAxy dmyxxdmyydmxxydmdmyyxxI  

(
AAGAGAOxyAxy yxxyyxmII −+−= ( )  et par permutation les autres termes 

()
AAGAGAOxzAxz zxxzzxmII −+−= ( 

()
AAGAGAOyzAyz zyyzzymII −+−= (  

 

11.  Théorème de HUYGENS 

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie  G  du solide  (S)  dans la base 

 ; alors on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O  dans la même base. ),,,( 000

→→→

zyxOR

Reprenons le cas précédent avec le point  A  qui coïncide avec le centre d’inertie du solide  

(S),  nous aurons dans le repère  :   ),,,( 000

→→→

zyxGR
→−→−→−

−= OGOPGP

 
→

0z→

0z

→

0x

O

G

→

0x  

→

0y

→

0y
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En remplaçant par les opérateurs d’inertie on obtient : 
000 /// )()()( ROGRORG SJSISI −=  

En utilisant les relations trouvées précédemment, en changeant le centre du repère en G, nous 

déduisons facilement : 

( )
)(22)( 2222

GGOxxGGGGGGOxxGxx zymIzzyyzymII +−=−−++=    

( )
)(22)( 2222

AGOyyGGGGAGOyyGyy zxmIzzxxzxmII +−=−−++=  

( )
)(22)( 2222

GGOzzGGGGGGOzzGzz yxmIyyxxyxmII +−=−−++=  

De la même manière pour les produits d’inertie nous avons : 

()
GGOxyGGGGGGOxyGxy ymxIyxxyyxmII −=−+−= (    

()
GGOxzGGGGGGOxzGxz zmxIzxxzzxmII −=−+−= ( 

()
GGOyzGGGGGGOyzGyz zmyIzyyzzymII −=−+−= (  

d’où :  

0

22

22

22

)(

)(

)(

)(
0

R
yxmzmyzmx

zmyzxmymx

zmxymxzym

SJ

GGGGGG

GGGGGG

GGGGGG

ROG
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−

−+−

−−+

=

Ces expressions permettent de déterminer la matrice d’inertie du solide en O : , dans 

le repère ,  en connaissant la matrice d’inertie en  G : dans le même 

repère car elle est plus souvent facile à déterminer. 

0
)( RO SI

),,,( 000

→→→

zyxOR
0

)( RG SI

000
)()()( ROGRGRO SJSISI +=  

Cette expression permet de connaître les six relations de Huygens, qui lient les moments 

d’inertie et les produits d’inertie en un point  O d’un repère et le centre d’inertie G du solide 

dans le même repère. 

 

)( 22
GGGxxOxx zymII ++=                  GGGxyOxy ymxII +=  

 )( 22
AGGyyOyy zxmII ++=                 GGGxzOxz zmxII +=  

)( 22
GGGzzOzz yxmII ++=                  GGGyzOyz zmyII +=  
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Le théorème de Huygens est très pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie 

d’un solide dans n’importe point O de l’espace centre du repère  , en connaissant  ),,,(
→→→

zyxOR

le moment d’inertie au centre d’inertie  G  de coordonnées ((  par rapport au même 

repère. 

),,

 

Exemple : 

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire  de masse m , de 

longueur  2a et de largeur 2b  de centre d’inertie G (a, b, 0) 

On détermine le moment d’inertie de la plaque au point G, puis par le théorème de Huygens, 

on le déduit au point O. 

Les plans (xGz)  et  (yGz)  sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie sont 

nuls :  ; la matrice d’inertie en G est diagonale. 0===
GyzGxzGxy III

 
 y 

 2b

 2a
 x 

 

 

 

 

 

Masse de la plaque :  abm 4 σ=  

Nous avons un solide plan : z = 0     ⇒
GyyGxxGzz III +=   ,  

33
4

3

2
2.

22
32222 mbb

abbadyydxdxdyydsydmyI
b

b

a

aSSS

Gxx
======= ∫∫∫∫∫

+

−

+

−

σσσσσ  

33
42.

3

2
.

22
32222 maa

abbadydxxdxdyxdsxdmxI
b

b

a

aSSS

Gxx
======= ∫∫∫∫∫

+

−

+

−

σσσσσ  

)(
3

22 ba
m

III GyyGxxGzz
+=+=  
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La matrice d’inertie au point G  s’écrit : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

)(
3

00

0
3

0

00
3

)(

22

2

2

ba
m

ma

mb

SIG  

 

On déduit par le théorème de Huygens : 

 

22
2

3

4

3
mbmb

mb
IOxx

=+=                                                ;    mabIOxy
+= 0  

22
2

3

4

3
mama

ma
IOyy

=+=                                                ;   00.0 =+= maIOxz  

)(
3

4
)()(

3

222222 bambamba
m

IOyy
+=+++=               ;    00.0 =+= mbI Oyz  

 

La matrice d’inertie au point O est égale à : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−

−

=

)(
3

4
00

0
3

4

0
3

4

)(

22

2

2

bam

mamab

mabmb

SIO  
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EXERCICES ET SOLUTIONS 

 

Exercice 01 : 

Déterminer le centre d’inertie des corps solides homogènes suivants : 

a) Un demi-cercle matériel de rayon  R ; 

b) Un demi disque matériel de  rayon R ; 

c) Une demi sphère matérielle creuse de rayon R ; 

d) Une demi sphère matérielle pleine de rayon R . 

 

 

 

 

 

Solution : 

x 

R 

 y 

x

R 

 y 

y

R 

z 

x
 y 

R 

 z 

x  (a)   (b) 

  (c)     (d) 

a) L’axe (Oy)  est un axe de symétrie donc : 0=
Gx , le centre de masse du solide est situé sur 

l’axe de symétrie. On a : ∫=

S

G dm
m

y
1

 

Le solide est linéaire ayant la forme d’un demi cercle, sa masse est donnée par : 
∫=
S

dlm λ    où : λ  est la densité linéaire et dl un élément de longueur. L’élément de longueur  

dl a pour coordonnées :        avec :  
⎩
⎨
⎧

θ

θ

sin

cos

R

R
dl πθ≤≤0   

 
 y 

 

 

 

 

La masse du solide est donnée par : m  RRddl
S

λπθλλ
π

=== ∫∫
0

π

π
θ

π
θθ

λπ
λ

π
RR

RdR
R

dly
m

ydm
m

y
SS

G

2

0
)cos(sin

111

0

=−==== ∫∫∫  ;    d’où :  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

π
R

y

x
G  

G

G

2
0

 

x

θRddl =

θ y 

 o  x

  (a) 
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b)  L’axe (Oy)  est un axe de symétrie donc : 0=
Gx , le centre de masse du solide est situé sur 

l’axe de symétrie. On a : ∫=

S

G dm
m

y
1

  . Le solide est un demi disque, sa masse est donnée 

par :      où : ∫=
S

dsm σ σ  est la densité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de 

surface  ds a pour coordonnées :        avec :  
⎩
⎨
⎧

θ

θ

sin

cos

r

r
ds πθ≤≤0    y 

dr rdd = θ
 

La masse du solide est donnée par :  

∫∫∫∫ ====
ππ π

σθλθλλ

0

2

00 2

R
drdrdrrddsm

R

S

 

∫∫∫∫∫ ====
ππ

θθ
π

θθ
σπ

σ

00

2

2

0

2
sin

2
sin

211
rddrr

R
drrdr

R
dsy

m
ydm

m
y

R

SS

G  

π3

4R
yG

=         d’où :  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

π3

4
0
R

y

x
G  

G

G

c)  Les plans  (xOz) et (yOz) sont des plans de  symétrie donc : 0==
GG yx , le centre de 

masse du solide est situé sur l’axe de symétrie. On a : ∫=

S

G dm
m

z
1

 

Le solide est une demi sphère creuse, sa masse est donnée par : 
∫=
S

dsm σ    où : σ  est la densité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de surface  

ds est   donné par :  θψθ cosRRdds =     et a pour coordonnées :         
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ

ψθ

ψθ

sin

sincos

coscos

R

R

R

ds

avec :  R constant ;  
2

0
π

θ≤≤    ; πψ 20 ≤≤  

 

 

 

 

 

 

 

x

θ  
 x 

 y

 o 
  (b) 

  y 

ds

 z 

x

ψ

θ
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La masse du solide est donnée par :   m  2
2

0

2/

0

2 2cos RddRds

∫∫∫∫∫∫ ====
ππππ

ψθθ
π

ψθθθ
πσ

σ
σ

2

0

2/

0

2

0

2/

0

2

3

)(sinsin
2

sincos
2

11
dd

R
dd

R

R
dsz

m
zdm

m
z

SS

G  

2
2.

2

sin

2

2/

0

2

RR
zG

== π
θ

π

π

       
2

R
zG

=    ;     d’où :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

2/

0

0

Rz

y

x

G

G

G

G

 

d)  Les plans  (xOz) et (yOz) sont des plans de  symétrie donc : 0==
GG yx , le centre de 

masse du solide est situé sur l’axe de symétrie (Oz). On a alors : ∫=

S

G dm
m

z
1

 

Le solide est une demi sphère pleine, sa masse est donnée par :  où : ∫=
S

dvm ρ ρ  est la 

densité volumique et dv un élément de volume. L’élément de volume   dv est donné 

par : θψθ cos dr rd rddv =   et a pour coordonnées :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ

ψθ

ψθ

sin

sincos

coscos

r

r

r

dv

  y 

ds  

 z 

x

ψ  

θ  

avec :  0 ;  Rr ≤≤
2

0
π

θ ≤≤    ; πψ 20 ≤≤  

La masse du solide est donnée par :  

3
2

0

2/

00

2

3

2
cos Rdddrrdvm

R

S

πρψθθρρ
ππ

=== ∫∫∫∫  

on  déduit :  

 

8

3
2.

2

sin
.

4

3

2
sincos

11
2/

0

2
4

3

2

0

2/

00

3 RR

R
dddrr

m
dvz

m
zdm

m
z

R

SS

G
===== ∫∫∫∫∫ π

θ

π
ρ

ρ
ψθθθ

ρ
ρ

π
ππ

 

        
8

3R
zG

=                d’où :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

8/3

0

0

Rz

y

x

G

G

G

G
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Exercice 02 : 

Déterminer le centre d’inertie des masses linéiques homogènes suivantes : 

xR 

2R 
 y 

2R

x

R 

 y 

2R

x 
R 

 y 

2R
 

 

 

 

Exercice 03 : 

Déterminer le centre d’inertie de la surface triangulaire homogène suivante. 

 

 x 

 b  a 

 y 

O 

 h

A 

B 

C dy 

 x

 b  a

 y 

O

 h

A

B

D  x 
E 

 dx 

 x

 b  a 

 y 

O

 h 

A 

B

F 

Figure 01 Figure 02 Figure 03 

 

 

 

 

 

 

 

Masse du solide plan :  hbS m .
2

1
.σσ ==  

Calculons  ∫∫ ==

SS

G ds y
m

ydm
m

y σ11
        (fgure 02) 

L’élément de surface est donné par : dyLds 1
=  ;  avec  CDL =

1  

Dans les triangles semblables OAB  et  CBD  , nous avons : 
h

yh

OA

CD −
=    ⇔

h

yh

b

L −
=1  

)(1 yh
h

b
L −=   ce qui donne : dyyh

h

b
ds )( −=   avec  hy ≤≤0  

3032

2
)(

21 32

2

hhyhy

h
dyyh

h

b
y

bh
dsy

m
y

SS

G
=⎟

⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
−=−== ∫∫ σ    ;        

3

h
yG

=  

Calculons  ∫∫ ==

SS

G ds x
m

xdm
m

x σ11
   (fgure 03) 

L’élément de surface est donné par : dxLds 2
=  ;  avec  EFL =

2    et  bax +≤≤0  
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Dans les triangles semblables OEF  et  OBC  , nous avons : 
OC

BC

OF

EF =    ⇔
ba

h

x

L
+

=2  

x
ba

h
L .2 +

=   ,    ce qui donne : xdx
ba

h
ds .+

=  

b

ba
dxx

bab
dxx

ba

h
x

bh
dsx

m
x

baba

S

G

2

0

2

0

)(

3

2

)(

221 +
=

+
=

+
== ∫∫∫

++

σ  ;      
b

ba
xG

2)(

3

2 +
=  

Exercice 04: 

Déterminer, par intégration et par le théorème de Guldin,  les coordonnées des centres 

d’inertie des corps surfaciques homogènes suivants : 

 

 A   2R 

 y 

x 
o A

B 

 a 

α−  
α+  

 

 

 

 

 

 

Solution :  

fgure 01 : 

Centre d’inertie par intégration : 

Par raison de symétrie, le centre d’inertie est sur l’axe (Ox) , alors 0=
Gy  

On calcule d’abord le centre d’inertie du triangle puis celui de la portion de disque, ensuite on 

déduit le centre d’inertie du solide. 

a) Centre d’inertie du triangle : 

masse du triangle : aR
Ra

Sm 2
2

2.2
11

=== σσ  ;  

on choisit un élément de surface :  

dxLdxCDds .. 11
==  ; avec :    .  Rx 20 ≤≤

Les triangles OED et OFB sont senblables ;  

Nous pouvons écrire : x
R

a
L 

a

L

2R

x
 

FB

ED

OF

OE =⇒=⇔=
1

1 2/
 

 

 

 

Figure 01 Figure 02 

D 

C 

F 

  x

 A  2R 

 y 

x 
o A

B 

 a 

 dx 

E 

x 

 y

b

R 
2a
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3

4

2

1

2

111
2

0

2

2

2

0

1

1

1

1

1

R
dxx

R
xdx

R

a
x

aR
dsx

m
xdm

m
x

RR

ss

G
===== ∫∫∫∫ σ

σ
σ  

b) Centre d’inertie de la portion de disque : 

Masse de la portion de disque : 

R

 y 

x 
o α−

α+

2

0

22 . Rdrdrdsm
R

s

ασθσσ
α

α

=== ∫∫∫
+

−

 

on choisit un élément de surfe drrdds .2
θ=  

 de coordonnées :  
⎩
⎨
⎧

=

=

θ

θ

sin

cos

ry

rx

avec :  αθα +≤≤−     et   Rr ≤≤0
 

On déduit alors :  ∫∫∫ ===
R

ss

G drdrx
R

dsx
m

xdm
m

x
0

22

2

2

2

2 .
111

2

θσ
σα

σ  

α

α
α

α
θθ

α

α

α

sin
.

3

2
sin2.

3
.

1
cos

1 3

2

00

2

22

RR

R
ddrr

R
x

R

G
=== ∫∫

+

−

    ;   α

αsin
.

3

2
2

R
x G

=  

 

Centre d’inertie du solide : 

21

2211

21

2211 ....

ss

sxsx

mm

mxmx
x GGGG

G −

−
=

−

−
=  

Ra

RaR

RaR

R
R

aR
R

xG α

α

α

α
α

α

−

−
=

−

−
=

2

sin4
.

3

2

2

.
sin

3

2
2.

3

4

2

2

 

 

Centre d’inertie du solide par le théorème de Guldin : 

La rotation se fait autour de l’axe Oy 

Ra

RaR

RaR

R
R

R
aR

S

yV
x

tot

tot
G α

α

απ
α

α
παπ

π −

−
=

−

−
==

2

sin4
.

3

2

)2.(2

sin

3

2
.2).(

3

4
.2).2(

.2

/
2

2

 

 

fgure 02 :   

Centre d’inertie par intégration : 

On calcul le centre d’inertie des trois solides (rectangle, quart de disque, disque) séparément 

puis on déduit le centre d’inertie du solide entier. 
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a) Centre d’inertie du rectangle : 

 

Masse du rectangle : dxdydsdm σσ ==
11  

x 

 y

b

 R 2a

Avec  0    ;   ;      ax 2≤≤ by ≤≤0 bam .21
σ=  

adyxdx
ab

dsx
m

xdm
m

x
ba

SS

G
==== ∫∫∫∫

0

2

0

1

1

1

1

1
2

11

11

σ

σ
σ  

22

11

0

2

0

1

1

1

1

1

11

b
ydydx

ab
dsy

m
ydm

m
y

ba

SS

G
==== ∫∫∫∫

σ

σ
σ  

 

b) Centre d’inertie du quart de disque : 

On fait une translation de repère de 2a  suivant l’axe (Ox) puis on calcule les coordonnés du 

centre de masse du quart de disque.  On choisit un élément de surface : 

drrd  dsdm .22
θσσ ==     avec : Rr ≤≤0  ;  

2
0

π
θ ≤≤  ;   d’où  

4

2

2

R
m

π
σ=  

Les coordonnées du centre de masse seront données par : 

 

π
θθ

π
σ

σ
σ

π

3

4
2cos

4

2
1

2
1

2
2/

0

2

0

2

22

2

2

2

2

11

R
addrr

R
adsx

m
axdm

m
ax

r

SS

G
+=+=+=+= ∫∫∫∫  

 

π
θθ

π
σ

σ
σ

π

3

4
sin

4

11
2/

0

2

0

2

22

2

2

2

2

11

R
ddrr

R
dsy

m
ydm

m
y

r

SS

G
==== ∫∫∫∫  

 
c) Centre d’inertie du disque : 

Masse du disque :  2
3 . am πσ=

Les coordonnées du centre de masse sont :  ax G
=

3    et    ay G
=

3  

Le solide est homogène, alors le centre d’inertie des masses est le même que le centre 

d’inertie des surfaces. Les coordonnées du centre d’inertie du solide qui est un système 

composé seront données par les relations suivantes : 

Sur l’axe des  x :       +−+

−+
=

+−+

−+
=

221

332211

221

332211 ......

sss

sxsxsx

mmm

mxmxmx
x GGGGGG

G  
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d’où :        
2

2

3
22

2
2

2
2

4

4
.

3

4

2

4

.
4

.
3

4
.

2

a
R

ab

a
RR

a
ba

a
R

ab

aa
RR

aab
a

xG

π
π

π
π

π

π
π

π
π

π

−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=

−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=  

 
de même sur l’axe des  y 
 

+−+

−+
=

+−+

−+
=

221

332211

221

332211 ......

sss

sysysy

mmm

mymymy
y GGGGGG

G  

 
d’où :      
   

 
2

2

3
32

2
2

2
2

4

32

4

.
4

.
3

4
.

2

a
R

ab

a
Rab

a
R

ab

aa
RR

ab
b

yG

π
π

π

π
π

π
π

π

−+

−+
=

−+

−+
=  

 

Les coordonnées du centre d’inertie du solide composé sont : 

                       

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−+

−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

2
2

3
32

2
2

3
22

4

32

4

4
.

3

4

2

a
R

ab

a
Rab

           ,

a
R

ab

a
RR

a
ba

G
π

π

π

π
π

π
π

π
 

 

d) Par le théorème de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous déduisons le 

centre d’inertie du solide composé. 

La rotation par rapport à l’axe y donne la coordonnée : Gx

 

tot

tot
G

S

yV
x

.2

/
π

=  ;    
2

2

3
22

2
2

2
2

2

4

4
.

3

4

2

4
2

2.
4

.
3

4
2

a
R

ab

a
RR

a
ba

a
R

ab

aa
RR

aba

xG

π
π

π
π

π

π
π

π

ππ
π

π
ππ

−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=  

La rotation par rapport à l’axe x donne la coordonnée : Gy

tot

tot
G

S

xV
y

.2

/
π

=  ;        
2

2

3
32

2
2

232

4

32

4
2

2.
3

4
.

2

1
.

a
R

ab

a
Rab

a
R

ab

aaRab

yG

π
π

π

π
π

π

ππππ

−+

−+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=  
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Exercice 05: 

En faisant tourner la surface limitée par l’axe oy, la courbe parabolique d’équation  axy 42 =

et la droite d’équation , nous obtenons un volume, comme représenté sur la fgure ci-

dessous. Déterminer le centre d’inertie de ce volume. 

ay 2=

 

 y 

x 

 y 

 z 

dy x dv 2π=
 dy

ay 2=  

 y 

x 

 y 

 dy 

B(a,2a) 

x 

axy 42 =  

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Nous avons   ⇒    axy 42 =
a

y
x

4

2

=     pour : ⎨  
⎩

⎧

=⇒=

=⇒=

      2ay       ax

         0y        x 0

La rotation de cette surface par rapport à l’axe des y donne un solide de révolution d’axe y. 

Par raison de symétrie, le centre de masse sera sur l’axe Oy, alors : 0=
Gx   et   0=

Gy

A un hauteur y , on choisi un élément de volume (couronne) dv  ayant une surface circulaire 

égale à   et d’épaisseur dy  tel que :    avec  2x π dy x dv 2π= ay 20 ≤≤  

 

Le volume total décrit par la rotation de cette surface est égal à : 

3

2

0

5

2

2

0

2

42

0

2

5

2

5
.

1616
a

y

a
dy

a

y
dyxV

aaa

π
π

ππ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫∫  

 

La coordonnée du centre de masse du volume suivant l’axe Oy est donnée par : 

 

∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
====

aa

SS

G dy
a

y
y

V
dyxy

V
dvy

V
ydm

m
y

2

0

222

0

2 .
4

.
1

..
111 ππρ

ρ  

a
y

aa

dyy
Va

y

aa

G
3

5

6

5

2
.16

.
16

2

0

6

32

2

0

5

2
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫

π

ππ
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Exercice 06: 

Déterminer le centre d’inertie du disque homogène après avoir percé un trou de rayon r , 

comme indiqué sur la fgure. 
 y

xr

 

 

 

 

Exercice 07: 

Déterminer les coordonnées du centre d’inertie, par le théorème de Guldin, des solides 

homogènes suivants : 
 y 

x
R 

R 

R 

  Figure 01 

 x

 y

x 

b

a 

2r 

  Figure 02 

 

 

 

 

Solution : 

a) fgure 01 : 

Le solide est constitué d’un demi disque évidé d’un triangle isocèle dont la base est le 

diamètre du disque et la hauteur le rayon du disque. 

Par raison de symétrie le solide a son centre d’inertie sur l’axe des y , d’où :   0=
Gx

2
.

3

2

)
2

.(2

3

1
.2

3

4

).(2

)2()(

.2

/

2
2

33

−
=

−

−
=

−

−
==

ππ
π

ππ

ππ
R

R
R

RR

SS

cônesVolsphèreVol

S

xV
y

triangl
e

disqu
e

tot

tot
G  

b) fgure 02 : 
 
Le solide est constitué d’une plaque rectangulaire évidée d’un demi disque. 

2

22

2

22

)()(

2

)(

)
2

.(2

)(2.
2

1
.

).(2.2

/

rab

rarba

r
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rarba

SS

VolVol

S

yV
x

triangledisque

torredemicylindre

tot

tot
G π

π

π
π

πππ

ππ −

−−
=

−

−−
=

−

−
== −
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2(3

)43

)
2
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3

4
.
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/
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r
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SS

VolVol

S

xV
y

triangl
e

disqu
e
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e

cylindr
e
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tot
G ππ

π

ππ

ππ −

−
=

−

−
=
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−
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Exercice 08: 

Déterminer par le théorème de Guldin le centre d’inertie des solides homogènes suivants : 

 

 

 

 

Exercice 09: 

 y 

x a 

b 

 y 

xa 

b
R

 y

xa

R

 y 

x b 

a 

R

Calculer les volumes engendrés par la rotation des surfaces  ci-dessous autour de l’axe y ? 

 

 

 

 

 

Exercice 10: 

Déterminer le centre d’inertie d’un cône de hauteur h et de rayon de base R par rapport à son 

sommet. 

 

 

 

 

 

 

Par raison de symétrie le centre d’inertie du cône est situé sur l’axe Oz. On choisit un élément 

de volume :  et situé à une hauteur z  tel que :  dzrdv 2π=
h

R

z

r =        ⇒ z
h

R
r =  

Le centre d’inertie est donné par :  ∫=

S

G zdm
m

z
1

   avec :   hz ≤≤0  

Calculons d’abord la masse du cône.  Nous avons : dvdm ρ=  

hR
h

h

R
dzz

h

R
dzrdvm

h

SS

.
3

1

3
. 2

3

2

2

0

2

2

2
2 πρρπρππρρ ===== ∫∫∫  

d’où : hdzz
h

dzz
h

R
z

hR
dzrz

m
zdm

m
z

hhh

S

G
4

33311

0

3

3

0

2

2

2

2

0

2 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== ∫∫∫∫ ρπ
ρπ

ρπ  

 y 

x a 

b 

 y 

xa 

b

b 

x

a

R

 y
 y

R

xa 

 z 

x 

R 

 y

h 

z

 z

x

R

 y 

h  dzrdv 2π=  
r
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Exercice 11 : 

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repère orthonormé  des 

solides homogènes (S) suivants : 

),,,( zyxOR

1. (S) est une barre AB de longueur L, de milieu O, portée par l’axe Oy ; 

2. (S) est un cercle de centre O, de rayon R, d’axe Oz ; 

3. (S) est un disque de centre O, de rayon R, d’axe Oz ; 

4. (S) est une sphère creuse de centre O, de rayon R ; 

5. (S) est une sphère pleine de centre O, de rayon R ; 

6. (S) est une plaque rectangulaire de dimension a x b  de centre de gravité O, l’axe Oz est 

perpendiculaire à la plaque ; 

7. (S) est un parallélépipède plein  de dimension 2a x 2b x 2c et le centre du repère est en O 

milieu du côté  2a . 

Solution : 

1.  Le solide est  une barre de longueur L 

O

A  B 

 dy 

L/2  -L/2 

 z 

 y 

 x

Nous avons un solide linéaire AB = L  de  

masse m et de densité linéaire λ  tel que :  

Ldydmm
SS

.λλ === ∫∫    ⇒    
L

m=λ  

On choisit un élément de longueur dy ayant  

pour coordonnées : (0, y, 0)  tel que : LyL +≤≤−  

Les moments d’inertie sont données par : 

∫ +=

S

xx dmzyI )( 22  ;  ;  ∫ +=

S

yy dmzxI )( 22 ∫ +=

S

zz dmyxI )( 22

Les produits d’inertie sont données par :    ;         ;  ∫=
S

xy xydmI ∫=
S

xz xzdmI ∫=
S

yz yzdmI

On remarque que les axes Ox et Oz jouent le même rôle vis à vis du solide, alors :  zzx
x

II =

L’élément de longueur choisi a pour coordonnées x = 0  et z = 0   alors   et tous les 

produis d’inertie sont nuls :  

0=
yyI

0===
yzxzxy III  
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12123

232/

2/

32/

2/

22 mLLy
dyydmyI

L

L

L

LS

x
x

=====

−−

∫∫
λ

λλ  

12123

232/

2/

32/

2/

22 mLLy
dyydmyI

L

L

L

LS

x
x

=====

−−

∫∫
λ

λλ  

Le tenseur d’inertie de la barre au point O est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12
00

000

00
12

2

2

mL

mL

IO  

2.  Le solide est  un cercle de rayon R  de  centre O et d’axe Oz 

Le périmètre du cercle est égal à : RL π2=  
 y 

 y 

 x
 x O 

 R 

 θ  

La masse du solide est donnée par : RLm πλλ 2.==  

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie  

alors tous les produits d’inertie sont nuls :  0===
y
z

x
z

x
y

III  

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le même  

rôle par rapport au solide alors les moments d’inertie  

suivant ces axes sont égaux :  yyxx II =

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que soit l’élément de masse dm choisi il 

aura pour coordonnées : (x, y, 0)  ,  et nous avons aussi dans le cercle :  222 Ryx =+

2222 )( mRdmRdmyxI
SS

zz
==+= ∫∫  

∫=
S

xx dmyI 2   et     ,  en faisant la somme des deux moments d’inertie nous 

obtenons :    , or nous avons l’égalité : 

∫=
S

yy dmxI 2

zz

S

yyxx IdmyxII =+=+ ∫ )( 22
y
y

x
x

II =  

alors :      ⇒     zzx
x

II =2
2
zz

xx

I
I =    alors   : 

2

2mR
II y

y
x
x

==  

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant l’axe perpendiculaire au plan est égale à la 

somme des moments suivant les deux axes du plan. 
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Le tenseur d’inertie d’un cercle en O est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2

2

00

0
2

0

00
2

)(

mR

mR

mR

SIO  

Nous pouvons aussi calculer les moments d’inerties   et   autrement : x
x

I y
y

I

On choisi un élément de longueur θRddl =   ayant pour coordonnées ( )0,sin,cos  R R θθ  

Nous aurons ainsi :  3
2

0

222 .sin RdRdmyI
S

xx
πλθθ

π

=== ∫∫

Or nous avons : Rm πλ 2.=    ⇒    
R

m
π

λ
2

=  en remplaçant λ  dans l’expression de  , on 

obtient :   

x
x

I

2

2mR
I x

x

=   . On obtient     de la même manière. y
y

I

 

3.  Le solide est  cercle de rayon R  de  centre O et d’axe Oz 

La surface du disque est :  2RS π=

 
drrdds .θ= y

 y

 x  x O

r 
 θ  

La masse du solide est donnée par :  2. RRm πσσ==

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors 

 tous les produits d’inertie sont nuls :  0===
yzxzxy III  

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le même  

rôle par rapport au solide alors les moments d’inertie  

suivant ces axes sont égaux :  y
y

x
x

II =

 

Nous avons un solide dans le plan (xOy), on choisi un élément de masse drrddsdm .θσσ ==  

tel que :   et  Rr ≤≤0 πθ 20   ≤≤

Les coordonnées de cet élément sont :   ,  et nous avons aussi :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

0

sin

cos

z

ry

rx

dm θ

θ

222 ryx =+
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22
.2.

4
...)(

22
2

42

00

3222 mRR
R

R
ddrrdrrdrdmyxI

R

SS

zz
=====+= ∫∫∫∫ σππσθσθσ

π

 

∫=
S

xx dmyI 2   et     ,  en faisant la somme des deux moments d’inertie nous 

obtenons :    , or nous avons l’égalité : 

∫=
S

yy dmxI 2

zz

S

yyxx IdmyxII =+=+ ∫ )( 22
y
y

x
x

II =  

alors :      ⇒     zzx
x

II =2
2
zz

xx

I
I =    alors   : 

4

2mR
II y

y
x
x

==  

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant l’axe perpendiculaire au plan est égale à la 

somme des moments suivant les deux axes du plan. 

Le tenseur d’inertie d’un disque en O est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2
00

0
4

0

00
4

)(

2

2

2

mR

mR

mR

SIO  

 

4.  Le solide est  une sphère creuse de rayon R  de  centre O . 

 

L’élément de surface ds  est repéré par les coordonnées sphériques : ( ),, ψθR   tel que : 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ

ψθ

ψθ

sin

sincos

coscos

R

R

R

ds

 ds  

z 

 y 

 x 

R 
 θ  

ψ

O 
Avec :    

22

π
θ

π
≤≤−    et   πψ 20 ≤≤  

Nous avons alors :  2222 Rzyx =++

La surface de l’élément choisi est donnée par : 

ψθθθψθ ddRRdRdds .coscos.. 2==  
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Masse de la sphère creuse :   2
2

0

2/

2/

2 4..cos RddRdsm
S

πσψθθσσ
ππ

π

=== ∫∫∫
−

Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont 

nuls :   0===
yzxzxy III

On voit aussi que les axes Ox, Oy  et Oz  jouent le même rôle par rapport au solide alors les 

moments d’inertie suivant ces axes sont égaux : zzy
y

x
x

III == ,  nous pouvons écrire : 

∫∫∫ +++++=++

SSS

zzyyxx dmyxdmzxdmzyIII )()()( 222222  

22222 22)(23 mRdmRdmzyxI
SS

xx
==++= ∫∫  

d’où :  2

3

2
mRI x

x

=  

Le tenseur d’inertie en O d’une sphère creuse est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2

2

3

2
00

0
3

2
0

00
3

2

)(

mR

mR

mR

SIO  

 

5.  Le solide est  une sphère pleine  de rayon R  de  centre O . 

L’élément de volume dv  est repéré par les coordonnées sphériques : ( ),, ψθr   tel que : 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ

ψθ

ψθ

sin

sincos

coscos

r

r

r

dv

 dv  

z 

 y 

 x 

R 
 θ  

ψ

O 

Avec : 
22

π
θ

π
≤≤−    et   πψ 20  ,  ≤≤ Rr ≤≤0  

Nous avons alors :  2222 rzyx =++

Le volume de l’élément choisi est donnée par : 

drddrdrrdrddv ..coscos.. 2 ψθθθψθ ==  
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Masse de la sphère pleine :   ∫∫∫∫∫
−

===
ππ

π

ψθθρψθθρρ
2

0

2/

2/0

22 .cos...cos dddrrdrddr dv m
R

SS

3.
3

4
. Rm πρ=  

Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont 

nuls :    .  On voit aussi que les axes Ox, Oy  et Oz  jouent le même rôle par 

rapport au solide alors les moments d’inertie suivant ces axes sont égaux : ,  

nous pouvons écrire : 

0===
y
z

x
z

x
y

III

zzyyxx III ==

∫∫∫ +++++=++

SSS

zzyyxx dmyxdmzxdmzyIII )()()( 222222  

 

πρψθθρ
ππ

π

4
5

.2.cos.22)(23
52

0

2/

2/0

42222 R
dddrrdmrdmzyxI

R

SS

xx
===++= ∫∫∫∫∫

−

 

 

d’où :  3
2

4.
5

2
3 R

R
I x

x

πρ=        ⇒ 23
2

5

2

3

4
.

5

2
mRR

R
I x

x

== πρ  

 

2

5

2
mRIII zzy

y
x
x

===  

Le tenseur d’inertie en O d’une sphère pleine est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

2

2

5

2
00

0
5

2
0

00
5

2

)(

mR

mR

mR

SIO  

 

Exercice 12 : 

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repère orthonormé  des 

solides homogènes (S) suivants : quart de cercle, quart de disque, demi-sphère creuse, demi-

sphère pleine. 

),,,( zyxOR
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 y 
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 z 

 R 

 y 

x 

 z 

 R 

 y

x 

 z 

 R

 y 

x 

 z 

 R

Fig :01 Fig :02 Fig :03 Fig :04 

 

a) Calculer pour chacun des solides le moment d’inertie par rapport à la droite  passant 

par le point O et le point A de coordonnées (R, R, 0) ; 

)(Δ

b) Déterminer les axes principaux d’inertie pour chaque solide. 

 

Solution :  

 fg : 01    Le solide est linéaire de longueur : 
2

R
L

π
=   donc de masse : 

2

R
m

π
λ=  

On considère un élément de longueur : θλRddl =  

 θλRddl =  
 z 

z 

 x y O

 R 

 θ  

 y

avec :  
2

0
π

θ≤≤  , de coordonnées ( )sin,cos,0 θ θRR  

Les axes Oy et Oz  jouent le même rôle alors : zzyy II =  

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que 

 soit l’élément de masse dm choisi il aura pour  

coordonnées : (x, y, 0)   et nous avons aussi dans le cercle :  222 Ryx =+

2222 )( mRdmRdmyxI
SS

zz
==+= ∫∫  

∫=
S

xx dmyI 2   et     ,  en faisant la somme des deux moments d’inertie nous ∫=
S

yy dmxI 2

 obtenons :    , or nous avons l’égalité : zz

S

yyxx IdmyxII =+=+ ∫ )( 22
y
y

x
x

II =  
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alors :      ⇒     zzx
x

II =2
2
zz

xx

I
I =    alors   : 

2

2mR
II y

y
x
x

==  

Calcul du produit d’inertie   ∫=
S

xy xydmI

ππ
λθθλθλθθ

ππ 2332/

0

3
2/

0 2
.

2

2
)(sinsin.sin.cos

mRR

R

mR
dRRdRRxydmI

S

xy
====== ∫∫∫  

Le tenseur d’inertie du quart de cercle en O est : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

2

22

22

00

0
2

0
2

)(

mR

mRmR

mRmR

SIO π

π

 

2)  Moment d’inertie par rapport à la droite ΔI )(Δ  passant par O(0,0,0)  et  A(R, R, 0) 

Soit    le vecteur unitaire porté par cette droite , il s’écrit : 
→

u

)(
2

2

2

2

2

2
22

→→→→
→→→−−

→

+=+=
+

+
== jiji

RR

jRiR

OA

OA
u  

Le moment d’inertie par rapport à la droite )(Δ  est défni par : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

→→

Δ

0
2

2
2

2

00

0
2

0
2

0,
2

2
,

2

2
).(.

2

22

22

mR

mRmR

mRmR

uSIuI O
T

π

π

 

() () C-AACCA    AC    CA

B

AC

CA

I =+−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

Δ )(
2

1

0

1

1

0,,
2

1

0

1

1

00

0

0

0,1,1
2

2
2

 

π

22

2

mRmR
I −=
Δ  
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3) Calcul des moments principaux d’inertie. 

Si   ,    ,    sont  les moments principaux d’inertie , ils sont solution du déterminant : 1I 2I 3I

 

0

00

0

0
=

−

−−

−−

IB

IAC

CIA

         ⇒ [ ]
0)()( 22 =−−− CIAIB  

()() 0)( =+−−−− CIACIAIB  

on déduit alors :           ⇒    BI =
1

2
1 mRI =

                                CAI +=
2

⇒
π

22

2
2

mRmR
I +=  

                                CAI −=
3

⇒
π

22

3
2

mRmR
I −=  

4) Détermination des axes principaux d’inertie  

a)  Axes principaux 

Soit    un vecteur unitaire porté par cet axe principale tel que    où  (l, m, n) sont les 

cosinus directeur alors nous avons :   et nous avons aussi : 

→

1e
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

n

m

l

e1

1222 =++ nml

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

0

0

0

00

0

0

1

1

1

n

m

l

IB

IAC

CIA

     ⇔            

 (3)                          nIB

(2)            mIAlC

(1)               mClIA

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=−+−

=−−

0).(

0).(.

0.).(

1

1

1

L’équation (3) nous donne :    n 0=

En résolvant ce système d’équation nous obtenons les valeurs des cosinus directeurs. 

Multiplions l’équation (1) par n et l’équation (2) par m et faisant la différence : 

   mlClIA 0.).( 2
1

=−−  

  mIAlmC 0).(. 2
1

=−+−  

  mIAlIA 0)().( 2
1

2
1

=−−−      0))(( 22
1

=−− mlIA ⇔      22 ml = m  l ±=⇒      
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nous avons ainsi : l   1222 =++ nm ⇔    l   ⇒   1022 =++ l
2

2
12  2 ±=⇒= l  l

dons  
2

2±=m   .  Nous avons donc l’axe principal passant par O et de vecteur unitaire : 

)0,
2

2
,

2

2
(1

−
→

e  ;   )0,
2

2
,

2

2
(2

→

e  et (0,0,1) 

De la même manière si on utilise les moments   et    on retrouve les mêmes axes qui 

sont : 

2I 3I

)0,
2

2
,

2

2
(1

→

e     ;    )0,
2

2
,

2

2
(1
−

→

e    ;    (0,0,1)  

Pour les solides restant leurs tenseurs d’inertie ont déjà été calculés précédemment. On 

procède de la même manière et on retrouve facilement les moments principaux ainsi que les 

axes principaux d’inertie. 

 

Exercice 13 : 

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repère orthonormé  des 

solides linéaires et homogènes (S) suivants : 

),,,( zyxOR

 L 

 L 

 y 

x 

 z 
 L 

 L

 L

 L

 y

x 

 z 

 L

 Figure :01  Figure :02

 L 

 L 

 L 

 L 

 y

x 

 z 

 L

 Figure :03 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Figure :01 

Le solide de la fgure :01  est composé de trois barres S1 ,  S 2  ,  S 3  . Le moment d’inertie du 

solide au point O est égal à la somme des moments d’inertie de chacune des barres au même 

point O. 
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OOOO SISISISI )()()()( 321
++=  

O

 y 

 G3 

 S2 

 S1 

 L 

 L 

 
y

x 

 z 
 L

 Figure :01 

 S3 

x 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
0

000

00
3

)(
2

2

1

mL

mL

SI O  ; 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
0

0
3

0

000

)(

2

2

2

mL

mL
SI O  

 

 

 

 

Pour la barre S3  ,   nous utiliserons le théorème de Huygens. On détermine le moment 

d’inertie au centre d’inertie G3 de la barre puis on le ramène au point O par le théorème de 

Huygens.   nous avons O
G

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=
→−−

    z

Ly

    Lx

G

G

G

0

2/

Le moment d’inertie de la barre S3 en G3  est données par :  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12
00

000

00
12

)(
2

2

33

mL

mL

SI G  

Nous avons par le théorème de Huygens :  

3412
)()()(

222
2

333

mLmLmL
z ymSISI 2

GGGx
x

Ox
x

=+=++=  

222
333 0)()()( mLmLz xmSISI 2

GGGyyOyy
=+=++=  

2
2

2
2

2
333

3

4

412
)()()( mL

L
Lm

mL
y xmSISI 2

GGGzzOzz
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++=  

22
.0)()(

2

333

mLL
mLymxSISI GGGx

y
Ox

y

=+=+=  

0)()( 333
=+=

GGGx
z

Ox
z

zmxSISI  

0)()( 333
=+=

GGGy
z

Oy
z

zmySISI  
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d’où le tenseur d’inertie de la barre S3  au point O : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

2

22

2
2

3

3

4
00

02/

02/
3

)(

mL

mLmL

mL
mL

SI O  

Le tenseur d’inertie du solide au point O  est égal à : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

2

22

2
2

2

2

2

2

3

4
00

02/

02/
3

3
00

0
3

0

000

3
00

000

00
3

)(

mL

mLmL

mL
mL

mL

mL

mL

mL

SI O  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=

2

2
2

2
2

200

0
3

4
2/

02/
3

2

)(

mL

mL
mL

mL
mL

SI O  

Pour le solide de la fgure (2) utiliser la même technique de résolution. Le tenseur d’inertie du 

solide de la fgure (3) se déduit à partir de celui de la fgure (2). 

Exercice 14 : 

Les deux panneaux solaires d’un satellite sont de forme rectangulaire, montés tel que 
représenté sur la fgure ci-dessous. Afn de maîtriser les différentes rotations du satellite, il est 
demandé de déterminer : 
a) Le tenseur d’inertie du système en O relativement  à  ; ),,,( zyxOR

b) Le moment d’inertie par rapport à un axe passant par le point O et le point )0,
2

,(
a

cA  

 y  

 

 

 

 

 

 

 

 c 

 a 

 b 

 c 

 α
 o

 A  c

 a

 b

 c

 y

x 

 z 

 G1 G2

x  o 

 z 
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Solution : 

a) Tenseur d’inertie du système au point O dans  ),,,( zyxOR

Le système est formé de deux panneaux rectangulaires identiques  S1   et  S2  de masse :  

abm .σ=  et de centres de gravité respectifs : G1 et G2 .    

On calcul les tenseurs d’inertie en ces centres d’inertie puis, par le théorème de Huygens, on 

déduit les tenseurs d’inertie au point O dans le repère  . ),,,( zyxOR

Les plans (xOz)  et  (yOz)  sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont 

nuls :   Nous avons un solide plan : z = 0   alors    et 

aussi :   . 

 III OxzOyzOxz 0=== 0==
OyzOxz II

Oz
z

Oy
y

Ox
x

III =+

Nous avons aussi :   donc OO SISI )()( 21
=

OO SISI )(2)( 1
=  

Calculons le tenseur d’inertie du panneau (S1)  en G1 : 

123
..)(

22/

2/

32/

2/

2
2/

2/

2222
1

111

may
bdyydxdxdyydmydmzyI

a

a

a

a

b

bSSS

xxG
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
====+=

−−−

∫∫∫∫∫ σσσ  

123
..)(

22/

2/

32/

2/

2/

2/

22222
1

111

m
b

x
ad

y
d
x

xdxd
y

xd
m

xd
m

zxI

b

b

a

a

b

bSSS

yyG
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
====+=

−−−

∫∫∫∫∫ σσσ  

12

)(
)(

22

11
22

1

1

bam
IIdmyxI y

y
Gx

x
G

S

zzG

+
=+=+= ∫  

Les plans   et   sont des plans de symétrie, alors tous les produit d’inertie sont 

nuls :   ;      on obtient ainsi : 

)( 1zxG zyG1(

0111
===

y
z

Gx
z

Gx
y

G III

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

12

)(
00

0
12

0

00
12

)(

22

2

2

11

bam

mb

ma

SI G       et    

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

12

)(
00

0
12

0

00
12

)(

22

2

2

22

bam

mb

ma

SI G  

 

Les coordonnées du point G1  sont )0,0,
2

(     
b

c +  et celles de G2 )0,0,
2

(     
b

c −−  .  
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En appliquant le théorème de Huygens comme précédemment nous obtenons les tenseurs 
d’inertie de S1 et S2   au point O. 
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+

++==

2
22

2
2

2

21

)
2

(
12

)(
00

0)
2

(
12

0

00
12

)()(

b
cm

bam

b
cm

mb

ma

SISI OO  

 
Le moment d’inertie du solide est donné par : OOOO SISISISI )(2)()()( 121

=+=  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
+

++=

D

B

A

b
cm

bam

b
cm

mb

ma

SI O

0

00

00

)
2

(2
6

)(
00

0)
2

(2
6

0

00
6

)(

2
22

2
2

2

 

 
 
b) Moment d’inertie par rapport à l’axe )(Δ  passant par les points O (0, 0, 0) et A(c, c/2,  0) 

 

Soit    le vecteur unitaire porté par 
→

u )(Δ  , il s’écrit : 

 
→→→→

→→→−−
→

+=
+

+
+

=
+

+
== jij

ac

a
i

ac

c

ac

jaic

O
A

O
Au αα sinco

s)2/(

)2/(

)2/()2/(

)2/(
222222

 

 
 
Le moment d’inertie par rapport à la droite )(Δ  est défni par : 

 

()()
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==
→→

Δ

0

sin

cos

0,sin,cos

0

sin

cos

00

00

00

0,sin,cos).(. α

α

ααα

α

αα BA

D

B

A

    uSIuI O
T  

 

αααα 22
2

2
2

22 sin)
2

(2
6

co
s6

sinco
s

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++=+=

Δ
b

cm
m
a

m
aBAI  
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Exercice 15 : 

Une pièce mécanique homogène est constituée d’un cylindre creux (S1)  de masse m1 , d’axe 

Oy, et soudé à sa base à un parallélépipède (S2) de masse m2  tel que représenté sur la fgure 

ci-dessous.   Déterminer : 

1. Le tenseur d’inertie de la surface cylindrique au point O ; 

2. Le tenseur d’inertie du système  au point O ; )(SIO

3. Le moment d’inertie du système par rapport à la droite ( )Δ faisant un angle de 30° dans le 

sens positif avec l’axe Ox  et passant par O ; 

4. Le produit  d’inertie du système par rapport aux  droites )(Δ  et )'(Δ appartenant au plan 

(xOz)  tel que Δ⊥Δ' . 

 
 

 h 

 R 
 y

 x

 z 

 a

 c
 b 

 o 
 Δ

 'Δ  

30° 

 θRddl =  

 z 

 x
 O 

 R 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Solution : 

1. Tenseur d’inertie de la surface cylindrique (S 1) au point O  

Nous avons un solide ayant un axe de révolution (Oy) alors : )()( 11 SISI zzxx
= ,  nous pouvons 

aussi voir que les axes  (Ox) et (Oz) jouent le même rôle. 

Les plans (xOy) et (zOy) sont des plans de symétrie d’où : 0)()()( 111
=== SISISI yzxzxy  

On choisi un petit élément de surface :  dyRddm ..1
ϕσ=    avec  πϕ 20 ≤≤  et  hy ≤≤0

ayant pour coordonnées : )sin,,cos( θθ R   y    R   tel que :   222 Rzx =+

Masse du cylindre :   hRdydRdyRddmm
h

SS

.2....
0

2

0

11
πσθσθσ

π

==== ∫∫∫∫

Nous avons alors :  

2
1

23

0

2

0

32
1

22
1 .2..2.)()( RmR RhhRdydRdyRdRdmzxSI

h

SS

yy
=====+= ∫∫∫∫ πσπσθσθσ

π
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Or :  alors :  )()( 11 SISI zzxx
= ∫∫ +++==+

SS

xxzzxx dmyxdmzySISISI 1
22

1
22

111 )()()(2)()(

∫∫ ++=

SS

xx dmydmzxSI 1
2

1
22

1 2)()(2   ⇔    ∫+=

S

yyxx dmySISI 1
2

11 2)()(2

∫∫∫∫ +=+=+=
h

yy

S

yy

S

yy
xx dyydR

SI
dyRdy

SI
dmy

SI
SI

0

2
2

0

121

1
21

1 .
2

)(
..

2

)(

2

)(
)(

π

θσθσ  

32
)(

2
1

2
1

1

hmRm
SI xx

+=  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

32
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Rm
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SIO  

 

2. Tenseur d’inertie du système  au point O ; )(SIO

 
         )()()( 21 SISISI OOO

+=

Calculons  le moment d’inertie du parallélépipède :  )( 2SIO

Les plans (xOy)  et (yOz)  sont aussi des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie 

sont nuls : 0)()()( 222
=== SISISI yzxzxy  

On choisi un élément de masse tel que :  

dxdydzdm ρ=
2     avec  

22
;0;

22

c
z

c
  yb  

a
x

a ≤≤−≤≤−≤≤−  

La masse su solide  est :   )( 2S abc dzdydxdmm
c

cb

a

aS

ρρρ === ∫∫∫∫
−−−

2/

2/

02/

2/

2

2

 

Comme les coordonnées sont indépendantes, nous allons calculer séparément les intégrales : 

 

1212

2
2

32/

2/

02/

2/

2
2
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bc

a
dzdydxxdmx

c

cb

a

a
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−−−

ρρ  
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c
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2
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2
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Nous avons ainsi :  
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Le tenseur d’inertie du système est donné par :   0)()()( 111
=== SISISI yzxzxy  
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On pose :  . 
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3.  Moment d’inertie du système par rapport à la droite )(Δ   

Soit    le vecteur unitaire porté par l’axe 
→

n )(Δ , il s’écrira :  
→→→→

−+= kjin αα sin.0cos

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

→

α

α

sin

0

cos

n     Le moment d’inertie par rapport à )(Δ est donné par :  
→→

Δ
= nSInI T

).(. 0

Nous avons ainsi :  

 ;       
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⎜
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⎣
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A

I

αα 22 sincos CAI +=
Δ

44

3 CA
I +=
Δ           et en remplaçant  A et C nous obtenons : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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4.  Produit d’inertie par rapport aux droites  )(Δ  et  )'(Δ  

→

n   est le vecteur unitaire porté par l’axe )(Δ  :   α),    α,   (n sin0cos −
→

→

t   est le vecteur unitaire porté par l’axe )'(Δ  :   α),    α,   (t cos0sin
→

Le produit d’inertie par rapport aux droites  )(Δ  et  )'(Δ  est donné par la relation: 

→→

ΔΔ
−= nSItI O

T
).(.'  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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−−=
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⎠
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
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⎡
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C
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A
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3
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ΔΔ
αααα  

⎥
⎦
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Exercice 16 : 

Déterminer le tenseur d’inertie en O, sommet d’un cône plein et  homogène d’axe de 

révolution Oz, de hauteur  h et dont le cercle de base a un rayon R, comme indiqué sur la 

fgure ci-dessous. 

→

y  

→

z

→

x  

 R

dzrdrdv  2π=  dz

A B 
R 

o 

 r 
D C 

z 
  h

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Cône : Deux plans de symétrie (xoz) et (yoz) ⇒  0===
yzxzxy III  

                  Les axes ox et oy  jouent le même rôle : yyxx II =  

Nous avons :   et  l’élément de masse est égal à : 222 ryx =+ rdrdzdvdm πρρ 2==  

Dans les triangles OAB  et OCD , nous avons 
OA

OC

AB

CD =   ⇔   
h

z

R

r =  ⇒ z
h

R
r =  

z
h

R
r <<0     et  hz <<0  

10
.

4
2)(2.2.)(

2
2

0

4

4

4

0

       

0

3222 R
hRdzz

h

R
dzdrrdzrdrrdmyxI

hh
z

h

R

SS

zz
ρππρπρπρ ====+= ∫∫∫∫∫  

or nous avons la masse d’un cône est donnée par : hRm 2

3

1 ρπ=  alors   mhR 32 =ρπ

d’où :  2

10

3
mRI zz

=  

Comme  , nous pouvons aussi écrire :  yyxx II =

  2)()()(2
1111

2222222 ∫∫∫∫ ++=+++=+=

SSSS

yyxxxx dmzdmyxdmzxdmzyIII  

∫+=

1

222
S

zzxx dmzII      ⇒    dzrdrzmRdmz
I

I
SS

zz
xx .2

20

3

2
11

222 πρ∫∫ +=+=  
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520

3

20

3
)(2

20

3 5

2

2
2

0

4

2

2
2

0

       

0

2 h

h

R
mRdzz

h

R
mRdzrdrmRI

hh
z

h

R

xx
ρπρππρ +=+=+= ∫∫∫  

)
4

(
5

3

5

3

20

3

5
.

20

3 2
2

22
2

22 mh
mR

mhmR
h

hRmRI xx
+=+=+= ρπ  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

2

22

22

0

10

3
00

0
5

3

20

3
0

00
5

3

20

3

)(

mR

mhmR

mhmR

SI  

 

Exercice 17 : 

Soit une plaque carrée homogène de côté  a , de masse m dans un repère orthonormé 

. Le centre de masse de la plaque est en O, avec l’axe Ox  perpendiculaire à la 

plaque. 

),,,( zyxOR

1. Déterminer la matrice d’inertie de la plaque au point O ; 

2. A l’aide de plaques identiques, on construit une boîte cubique vide de masse  M. On 

désigne le centre de masse de cette boîte par le point O2 , qui est aussi le centre du repère 

 ),,,( 2222 zyxOR

a) Donner les coordonnées des centres de masses de chaque face de la boîte par rapport au 

repère  ; ),,,( 2222 zyxOR

b) Déterminer la matrice d’inertie de la boîte dans le repère  ; ),,,( 2222 zyxOR

c) Le repère  est-il un repère principal d’inertie ? ),,,( 2222 zyxOR

d) Calculer le moment d’inertie de la boîte par rapport un axe passant par  O2  et F. 

 

 

 

 

 

 

 

 a  o 

 z 

 y 

C

F

D

E

A
O2

 z2

 y2 

 x2
G

B

H
 x  a 

 dydzdm .=σ
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Solution : 

La plaque est un solide plan de masse  dont l’axe Ox est l’axe perpendiculaire à 

celle-ci  alors :   

2a m σ=

zzyyxx III +=

Les axes Oy  et  Oz  jouent le même rôle d’où : zzyy II =  

Les plans (xOz) et (yOz)  sont des plans de symétrie : 0===
yzxzxy III  

On choisi un élément de masse dydzdm σ=   de coordonnées    (0 ,  y ,  z)   tel que :  

22

a
y

a ≤≤−  ;   
22

a
z

a ≤≤−     On aura ainsi : 

 

1212

.
..)(

242/

2/

2
2/

2/

2222 maa
dzzdydydzzdmzdmzxI

a

aS

a

aSS

yy
=====+= ∫∫∫∫∫

−−

σ
σσ  

1212

.
..)(

242/

2/

2/

2/

222222 maa
dzdyydydzydmydmyxI

a

aS

a

aSS

zz
=====+= ∫∫∫∫∫

−−

σ
σσ  

6
2

2ma
IIII yyzzyyxx

==+=  

Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre O est  :  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12
00

0
12

0

00
6

)(

2

2

2

ma

ma

ma

SIO  

2.a.  Coordonnées des centres d’inertie de chaque plaque formant la boite : 

La boite est composée de  six plaques identiques symétriques deux à deux par rapport au 

repère ,   est aussi le centre d’inertie de la boite. ),,,( 2222 zyxOR 2O

Les centres d’inertie des plaques ont pour coordonnées : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
0,0,

2
:)(      

a
ABCD      ;   ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 0,0,

2
:)(      

a
EFGH  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

2
,0,0:)(

a
     AEFB       ;   ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

2
,0,0:)(

a
   DHGC  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
0,

2
,0:)(    

a
  BFGH     ;     ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− 0,

2
,0:)(    

a
  AEHD  
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2.b.   Matrice d’inertie de la boîte dans le repère  ; ),,,( 2222 zyxOR

Comme la boîte est cubique, alors tous les plans sont des plans de symétrie et tous les axes 

jouent le même rôle. Nous aurons une matrice diagonale dont les éléments sont tous égaux. 

On va procéder en cherchant les matrices d’inertie des plaques deux à deux. 

Les plaques (ABCD) et (EFGH) ont les mêmes matrices d’inertie en leur centre d’inertie : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

12
00

0
12

0

00
6

)()(

2

2

2

ma

ma

ma

EFGHIABCDI GG , en utilisant le théorème de Huygens on 

déduit leurs tenseurs d’inertie  au point  . 2O

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+==

22

22

2

22

212
00

0
212

0

00
6

)()(

a
m

ma

a
m

ma

ma

EFGHIABCDI OO

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

3
00

0
3

0

00
6

)()(

2

2

2

22

ma

ma

ma

EFGHIABCDI OO  

on déduit facilement par rotation des axes : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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3
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0
6

0
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3
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2

2
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AEHDIBFGCI OO  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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6
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0
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2

2
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DHGCIAEFBI OO  
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)(2)(2)(2)( 2222 AEFBIBFGCIABCDIboiteI OOOO
++=  
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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=

3
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0
3

5
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boiteIO  

La masse de la boite est donnée par : M = 6m   ⇒    
6

M
m =    la matrice s’écrirait : 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

18
00

0
18

5
0

00
18

5

)(

2

2

2

2
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Ma

Ma

boiteIO  

2.c.  Le repère  est-il un repère principal d’inertie ? ),,,( 2222 zyxOR

comme tous les plans de ce repère sont des plans de symétrie et que tous les axes ont le même 

rôle alors le repère  est un repère principal d’inertie. La matrice étant 

diagonale nous pouvons facilement le vérifer avec tous les axes. 

),,,( 2222 zyxOR

En effet nous avons :  de même pour les deux autres axes. )().( 22 boiteIxboiteI xxO
=

→

2.d.  Moment d’inertie de la boîte par rapport à un axe Δ  passant par O2  et F. 

Nous avons :    , soit   le vecteur unitaire porté par cet axe, il s’écrira : 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
→−−

2/

2/

2/

2

a

a

a

FO
→

u

)(
3

1

2

2
→→→

→−−
→

++−== kji
FO

FO
u  
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Le moment d’inertie de la boîte par rapport à un axe passant par O2  et F  est donné par la 

relation :   
→→

Δ
= uboiteIuI O

T
).(. 2

18

5

3

1
3

1
3

1

18
00

0
18

5
0

00
18

5

3

1
,

3

1
,

3

1 2

2

2

2

Ma

Ma

Ma

Ma

I =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

Δ  

  
18

5 2Ma
I =
Δ       L’axe O   est aussi un axe principal d’inertie. F2

 

Exercice 18 : 

Pour mesurer la vitesse du vent, on construit un anémomètre à l’aide de quatre demi sphères 

creuses (S1) , (S2)  ,  (S3) , (S4)   de même masse  m  et de rayon R, liées  entre elles par des 

tiges de masses négligeables, comme représenté sur la fgure. La distance des centres des 

demi sphères au point O est égale à b. 

Déterminer le tenseur d’inertie de l’ensemble par rapport au point O. 

O

b

b

x

 y

R

 O1 

 G1 

O2G2

G3

O3

O4 G3

 y 

o

b

b

x

 y

 R 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

(O1) , (O2)  , (O3) , (O4) : sont les centres des demi sphères 

(G1) , (G2)  , (G3) , (G4) : sont les centres d’inertie des demi sphères 

   b   OO  OO  OO  OO 4321
====  

Les centres d’inertie des demi sphères sont connus par rapport à leurs centres respectifs : 

   
2

R
   GO  GO  GO  GO 44332211
====  (déjà calculé dans l’exercice 01.) 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     

 171

A.KADI 
 

Pour résoudre cet exercice nous calculerons les tenseurs d’inertie de chaque demi sphère en 

son centre  puis on le calculera en son centre d’inertie  par le théorème de Hugens. On 

passera ensuite de chaque centre d’inertie au point O  en appliquant encore une fois le 

théorème de Huygens. 

iO iG

1.  Moment d’inertie de la sphère (S1)  en O1

Nous avons :    et    des plans de symétrie alors :  )( 1 yxO )( 1 yzO 0
111

===
yzOxzOxyO III  

                 Les axes   et   jouent le même rôle donc : xO1 zO1 zzOxxO II
11

=   

Le moment d’inertie d’une demi sphère creuse a été déjà calcule dans les exercice précédents. 

On choit un élément de surface : tel que    avec : θθψσσ ddRdsdm cos2== πψ 20 ≤≤  et 

2
0

π
θ≤≤ .    Nous avons aussi :   ;    2222 Rzyx =++

Calculons :  xxOI
1

On peut écrire :       ∫∫ +++=+

11

11
)()( 2222

SS

zzOxxO dmyxdmzyII

∫∫∫∫ +=+++=

1111

1
cos.sin)(2 22222222

SSSS

xxO ddRRdmRdmydmzyxI θθψσθ  

3

4

3
.22.

3

1
.)(sin.sin2

22
2242

2

0

2/

0

242

1

mRR
RmRRmRdcdRmRI xxO

=+=+=+= ∫∫ πσπσψθθσ
ππ

 

3

4
2

2

1

mR
I xxO

=     ⇒     zzOxxO ImRI
11

2

3

2 ==  

Calcul de  yyOI
1

∫∫∫∫∫ −=−++=+=

11111

1
cos.sin)()( 2222222222

SSSSS

yyO ddRRdmRdmydmzyxdmzxI θθψσθ  

2
2

2
2

0

2/

0

242

3

2

3
)(sin.sin

1
mR

mR
mRdcdRmRI yyO

=−=−= ∫∫
ππ

ψθθσ  

Le tenseur d’inertie de (S1)  en  O1 est : 
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On déduit le tenseur d’inertie au point dans le repère   par le théorème de 

Huygens :  les coordonnées de  sont  

1G  zyxO ),,,( 1

1G )0,
2

,0(   
R

   dans ce repère. 

( )2
111 )()(

11
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mmR
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R
mmR

SIG  

Le tenseur d’inertie au point dans le repère   se  déduit aussi par le théorème de 

Huygens :  les coordonnées de  sont  

O  zyxO ),,,(

1G )0,
2

,(   
R

  b  dans ce repère. 
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Le moment d’inertie de  se déduit facilement à partir de celui de . Les coordonnées 

de   sont 

)( 3S )( 1S

3G )0,
2

,(   
R

  b −−  dans le repère , nous avons donc :  zyxO ),,,( )()( 31 SISI OO
=  

De la même manière pour les demi sphères  et  , nous  avons : )( 2S )( 4S

Le tenseur d’inertie de (S2)  en  O2 est : 
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On déduit le tenseur d’inertie au point dans le repère   par le théorème de 

Huygens :  les coordonnées de  sont  
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Le tenseur d’inertie au point dans le repère   se  déduit aussi par le théorème de 

Huygens :  les coordonnées de  sont  
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Le moment d’inertie de  se déduit facilement à partir de celui de . Les coordonnées 

de   sont 

 S )( 4 )( 2S

3
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Le tenseur d’inertie du système au point O  est donné par : 

 SI SISI OOO )(2)(2)( 21
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Exercice 19 : 

Un solide homogène de densité ρ , de forme paraboloïde, est engendré par la rotation d’une 

surface parabolique autour de l’axe  oz . L’équation de la parabole limitant cette surface est 

donnée par : 2

2
y

R

h
z =  

1. Montrer que la masse du solide est :  hRM 2

2

1 ρπ=  ; 

2. Déterminer le tenseur d’inertie du solide au point O ; 

3. Calculer  le moment d’inertie en  G suivant  l’axe Gx :  GxI
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Solution : 

1. Masse du solide 

On considère un élément de volume :  dzydzsdv 2. π==

La masse du solide est égale à :   

hR
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h

R
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2
. ρπρπρππρρ ===== ∫∫∫  

2. Tenseur d’inertie du solide au point O ; 

Le solide a un axe de révolution (Oz) donc les axes (Ox) et (Oy)  jouent le même rôle, nous 

avons ainsi :   OyyOxx II =
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Le tenseur d’inertie s’écrit : 
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3. Calcul du moment d’inertie en  G suivant  l’axe Gx :  GxxI

 Nous utiliserons le théorème de Huygens pour passer du point O au point G. 

( )2dMII GxxOxx
+=        ⇒ ( )2dMII OxxGxx

−=  

Déterminons d’abord les coordonnées du centre d’inertie G : 

L’axe (Oz) étant un axe de révolution alors le centre d’inertie se trouve sur cet axe d’où : 

0==
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Exercice 20 : 

On découpe une plaque carré de côté  a et de masse m dans un disque plein et homogène de 

masse M et de rayon R, tel que représenté dans la fgure  

1. Déterminer le tenseur d’inertie du disque par rapport au repère  ; ),,,( 0000

→→→

zyxOR

2. Déterminer le tenseur d’inertie de la plaque dans le repère   puis dans le 

repère  ; 

),,,( 1111

→→→

zyxOR

),,,( 0000

→→→

zyxOR

3. En déduire le tenseur d’inertie du système dans le repère . ),,,( 0000

→→→

zyxOR
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Solution : 

1.  Tenseur d’inertie du disque plein dans le repère  ),,,( 0000

→→→

zyxOR

Déjà calculé à l’exercice 11.3 
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2. Tenseur d’inertie de la plaque dans le repère  ),,,( 1111

→→→

zyxOR

 

Les plan (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie  alors tous les produits d’inertie sont nuls. 

Les axes Ox et Oy jouent le même rôle : )()( plaqueIplaqueI yyxx
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On détermine le tenseur d’inertie de la plaque dans le repère  en utilisant la 

matrice de passage du repère     vers le repère  . 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

1R 0R
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Nous avons :  )(
2

2
45sin45cos 00001
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+=°+°= yxyxx  
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Sous forme matricielle nous aurons : 
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La matrice de passage du repère     vers le repère  est donnée par :  1R
0
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Le tenseur d’inertie de la plaque dans le repère   est calculé par : 1R
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le résultat reste inchangé dans les deux repères. 
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3.  Tenseur d’inertie du système dans le repère . ),,,( 0000

→→→

zyxOR
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or nous avons :       2222 2RRRa =+= ⇒ 2Ra =   en  le remplaçant dans l’expression du 

tenseur, nous obtenons : 
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CHAPITRE  V 

 

 

CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL 
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CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL 

 

1. Défnition 

La cinématique est l’étude des mouvements dans l’espace et le temps indépendamment des 

causes qui les a produit et des phénomènes qui les infuencent. La position du point matériel P 

est déterminée dans l’espace à chaque instant du mouvement. 

Par rapport à la statique où à la géométrie des masses, traités dans les chapitres précédents, la 

cinématique introduit un nouveau paramètre qui est le temps. Ce paramètre sert à fxer et à 

repérer toutes les positions occupées par le point matériel, parmi toutes les positions qu’il a 

occupé auparavant. 

La notion de temps permet de rendre compte de la simultanéité de deux événements, de 

l’ordre de leurs successions et de la durée de l’intervalle qui les sépare. Ceci nous amène à 

travailler dans un repère où un observateur lié à ce repère, peut étudier le mouvement dans 

l’espace et le temps. 

 

2. Hypothèses fondamentales 

Pour étudier le mouvement d’un point matériel  P  où plus généralement d’un système de 

particules où de solides un observateur doit repérer leur position : 

- dans l’espace ; 

- dans le temps. 

En cinématique classique, on suppose que : 

- l’espace est Euclidien ( à trois dimensions) ; 

- le temps est absolu (indépendant de l’observateur) 

 

3. Les référentiels 

Afn d’étudier complètement le mouvement cinématique, l’observateur doit défnir : 

- un repère d’espace, lié à l’observateur, avec une origine  O  et une base orthonormée 

, le trièdre  ainsi constitué défni complètement le repère d’espace ; ),,(
→→→

kji ),,,(
→→→

kjiO

- un repère de temps (échelle de temps) par une origine et une unité de mesure. Dans le 

système MKSA la seconde est l’unité de mesure du temps. 
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Le repère d’espace et le repère de temps défnissent à eux deux le repère <<espace temps>>  

noté  (R). 

Dans ce repère, à un instant donné par l’horloge,  

P(t+Δt) P(t) 

→

x

→

z

→

y  

o

la position d’un point  P(t)  est défnie par ses  

coordonnées , x(t) ;  y(t) ;  z(t)  tel que : 
→→→→−−

++= ktzjtyitxOP )()()( 

La position du point  P  est connue de façon  

instantanée dans l’espace et dans le temps. 

3.1. Trajectoires et vecteurs vitesses 

Soit  P  un point matériel repéré dans un référentiel   fxe. Sa position est donnée 

à chaque instant par le vecteur : . On dit que le vecteur 

 a pour composante dans le repère fxe :    à l’instant  t . 

),,,(
→→→

kjiOR

→→→→−−→

++== ktzjtyitxtOPtr )()()()()(

)(tr
→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→

)(

)(

)(

)(

tz

ty

tx

tr

Le déplacement du point  P  dans l’espace est donné par les équations paramétriques des 

coordonnées  (x,  y,  z) en fonction du temps. En éliminant le paramètre temps entre elles, on 

obtient la trajectoire décrite par ce point dans l’espace. 

 

 z 

 y+Δy 

 y

x

x+Δx 

P(t+Δt) 

P(t) 

→

x  

→

z

→

y

o

 z+Δz  

 

 

 

 

 

 

)()( tOPtr
→−−→

=                    : position du point  P  dans   à l’instant  t  . ),,,(
→→→

kjiOR

)()( ttOPttr Δ+=Δ+
→−−→

    : position du point  P  dans   à l’instant  . ),,,(
→→→

kjiOR tt Δ+
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Le vecteur déplacement de la position à  est donnée par : 

. Les positions occupées par le point  P  dans l’espace, décrivent une 

trajectoire   par rapport au référentiel     choisi. 

)(tr
→

)( ttr Δ+
→

)()()( trttrtr
→→→

−Δ+=Δ

)(Γ ),,,(
→→→

kjiOR

Exemple :        , en éliminant t  on obtient :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

+=

=
→

         0)(

      2/)(

32)(

)(

2

tz

tty

ttx

tr 38 2 += yx

C’est l’équation d’une parabole dans le plan (xoy). Le mouvement se fait selon une trajectoire 

parabolique. 

La trajectoire à elle seule n’est pas suffsante pour caractériser complètement le mouvement 

du point  P.   Il est nécessaire de préciser et d’étudier les variations du vecteur déplacement 

car ceci nous amènera à connaître le vecteur vitesse du point par la première dérivée et le 

vecteur accélération par la seconde dérivée par rapport au temps. Ces deux vecteurs 

permettent de caractériser totalement le mouvement du point  P  sur la trajectoire. 

3.2. Vecteur vitesse 

Le point matériel se déplace de la position P(t) à la position P(t+Δt)  pendant la durée de 

temps Δt  à la vitesse moyenne : 
t

tr

t

trttr
tVmoy Δ

Δ
=

Δ

−Δ+
=

→→→
→

)()()(
)(

       

 ; 

Le vecteur vitesse instantanée est obtenu lorsque : 0→Δt  ,  elle est défnie par : 

t

tr
tVtV

t
moy

t Δ

Δ
==

→

→Δ

→

→Δ

→
)(

    lim)(    lim)(
 0 

       

 0 
  ,  on a ainsi la vitesse instantanée: 

dt

trd
tV

)(
)(

→
→

=  

3.3. Vecteur accélération 

La dérivée du vecteur vitesse dans le même repère  donne l’accélération 

instantanée du point  P :   

),,,(
→→→

kjiOR

2

2 )()(
)(

dt

ttd

dt

tVd
t

→→
→

==γ  

Les deux vecteurs cinématiques permettent de comprendre la nature du mouvement et de 

prévoir les différentes phases selon le que le vecteur vitesse est de même sens ou de sens 

contraire au vecteur accélération. 
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4. Les systèmes de coordonnées 

Le point matériel  P  peut être repéré dans l’espace dans un repère fxe  (R)  de centre  O par 

trois types de coordonnées différentes mais liées entre elles : 

- Cartésiennes : (x,  y,  z) vecteurs unitaires du repère (  ),,

- Cylindriques : ( ),,θ  vecteurs unitaires du repère  ),,(
→→→

kuu r θ

- Sphériques   : ),,( ϕθr  vecteurs unitaires du repère  ),,(
→→→

ϕθ eeer

Ces trois types de coordonnées permettent de décrire tous les types de mouvements du point P  

dans l’espace. 

4.1. Les coordonnées cartésiennes  

Elles sont aussi appelées coordonnées rectangulaires. 

Si le point  P  est repéré dans  par les coordonnées cartésiennes  (x, y, z)  qui 

dépendent du temps, alors le vecteur position  s’écrirait :  OP  ; on déduit 

le vecteur vitesse et le vecteur accélération par la première et la seconde dérivée : 

),,,(
→→→

kjiOR

→−−

OP
→→→→−−

++= kzjyix

→→→
→−

→

++== k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

tOPd
tV

)(
)(  ;   notée sous forme : V

→•→•→•→

++= kzjyixt)( 

avec : 
   
2

  
2

   
2)(

•••→

++= zyxtV  

→→→
→

→

++== k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

tVd
t

2

2

2

2

2

2)(
)(γ  ;   notée sous forme :  

→••→••→••→

++= kzjyixt)(γ

avec : 
   
2

  
2

   
2)(

••••••→

++= zyxtγ  

→→→→−−

++= kzjyixOP    ;    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

z

y

x

R

OP  

→

y

 z 

 y 
x

P(t) 

→

x

→

z

o

 
222 zyxOP ++=  

 

 

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                      

 184

A.KADI 
 

4.2. Les coordonnées cylindriques ),,( zr θ  

Si le point  P  est repéré par les coordonnées cylindriques : ( ),, zr θ qui dépendent du temps 

dans un repère , le vecteur position s’écrirait :  ),,,(
→→→

kuuOR r θ

→→→−

+= kzurOP r

→•
→

→•
→−

→

++== kz
dt

ud
rur

dt

OPd
V r

r

 

→

ru 

→

θu  
r

θ

→

y  

 z 

P(t) 

→

x

→

z

o
avec  

→•
→→

==
θ

θ
θ

θ u
dt

d

d

ud

dt

ud rr .  , on obtient ainsi : 

→•→•→•→

++= kzururV r θ
θ  

•••

=== zVrVrV zr    ,      ,  θ
θ  

Dans le repère   le vecteur OP   s’écrit :  ),,,(
→→→

kjiOR
→−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

        

sin

co
s

z

r

r

OP θ

θ

L’accélération est déterminée par : 

→••
→•→•→→−

→

++=== kz
dt

urd

dt

urd

dt

Vd

dt

OPd r )()(
2

2
θ

θ
γ  

→••
→

•→••→••
→

•→••→

+++++= kz
dt

ud
rurur

dt

ud
rur r

r

θ
θθ

θθθγ  

or nous avons : 
→•

→→

==
θ

θ
θ

θ u
dt

d

d

ud

dt

ud rr .    ;    
→•

→→

−==
ru

dt

d

d

ud

dt

ud θ
θ

θ
θθ

. 

L’expression de l’accélération devient : 

→••→••••→•••→

+++−= kzurrurr r θ
θθθγ )2()( 2     d’où :   

   
2222 )2()(

•••••••••

+++−= zrrrr θθθγ  

•••••••••

=+=−= zrrrrr z
2     ;     )2(    ;   )( γθθγθγ

θ  

 

4.3. Les coordonnées sphériques  ),,( ϕθr  

Dans le repère  le vecteur OP  a pour composantes : OP     ),,,(
→→→

kjiOR
→−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

         sin

sincos

coscos

ϕ

θϕ

θϕ

r

r

r

En coordonnées sphériques il s’écrit :   
OP

      
→→→−

==
rr ereOP.
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avec : 
→→→

+= kuer
ϕϕ sinco

s
     ;  e  

→→→

+−= ku

→→→

−=
ϕ

ϕϕ eeu r sincos  ;  
→

→

=
θθ e

d

ud
 ; 

→
→

−= u
d

ed
θ
θ

 ; 
→

→

=
ϕϕ e

d

ed r  ;  
→

→

−=
re

d

ed
ϕ
ϕ

  

alors : 
→•→•→•→•

→
→•

→

+−=++−= kuek
dt

ud
u

dt

ed r ϕϕϕϕϕθϕϕϕϕϕ
θ co

s
sinco

s
co
s

co
s

sin  

→•→•→→•→•
→

+=+−+=
ϕθθ

ϕϕθϕϕϕϕθ eekue
dt

ed r co
s

)co
s

sin(co
s

 ;  on déduit la vitesse du point  P : 

→•→•→•
→

→•
→→−

→

++=+===
ϕθ

ϕϕθ ererer
dt

ed
rer

dt

erd

dt

OPd
V r

r
r

r co
s

)(
 ;    V  ⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=
•

•

•

→

        

co
s

           

ϕ

ϕθ

ϕ

θ

rV

rV

rVr

l’accélération se déduit facilement en dérivant l’expression de la vitesse par rapport au temps : 

dt

erd

dt

erd

dt

erd

dt

Vd r
)()co

s
()(

→•→•→•→−
→

++== ϕθ
ϕϕθ

γ  

(1) :  
→••→••→••→•→••→••

→•

++=++=
ϕθϕθ

ϕϕθϕϕθ ererereerer
dt

erd
rr

r co
s

)co
s

(
)(

 

(2)  :  
dt

ed
rererer

dt

erd
→

•→••→••→••
→•

+−+= θ
θθθ

θ ϕθϕϕθϕθϕθ
ϕθ

co
s

sinco
s

co
s

)co
s

(
 

      )sin(co
s

.
→→•→•

→→

−−=−==
ϕ

θθ ϕϕθθ
θ

θ eeu
dt

d

d

ed

dt

ed
r    

      )sin(co
s

co
s

sinco
s

co
s

)co
s

( 2
→→•→••→••→••

→•

−−−+=
ϕθθθ

θ ϕϕϕθϕϕθϕθϕθ
ϕθ

eerererer
dt

erd
r  

 

ϕ  

ϕ  

→

u

→

z  
→

re
→

ϕe  
ϕ

→

ϕe

→

u

→

θe

r

θ

→

y

→

x

→

z

o

→

re
→

θe
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→•→••••••→•

→•

+−++−=
ϕθ

θ ϕϕθϕϕθϕθϕθϕθ
ϕθ

ererrrer
dt

erd
r sinco

s
)sinco

s
co
s

(co
s

)co
s

( 222  

(3)  :
dt

d

d

ed
rerer

dt

ed
rerer

dt

erd ϕ

ϕ
ϕϕϕϕϕϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ
.

)(
→

•→••→••

→

•→••→••

→•

++=++=  

  comme     
→•

→

−=
re

dt

ed ϕϕ
  alors      

→•→••→••

→•

−+=
rererer

dt

erd
2

)( ϕϕϕ
ϕ

ϕϕ

ϕ
 

En sommant les trois termes, on aboutit à : 

ϕθϕγ 222 cos

••••

−−= rrrr  

ϕϕθθ
ϕ

ϕϕθϕθϕθϕθγ
θ sin)(.

cos
sincoscoscos 2

•••••••••••

−=−++= rr
dt

d

r
rrrr  

ϕϕθϕϕϕϕϕθϕγ
ϕ cossin)(.

1
sincos 222

•••••••••

+=+++= rr
dt

d

r
rrrr  

 

5. Les mouvements curvilignes 

Soit  P  un point matériel décrivant une trajectoire curviligne le long d’une courbe . Les 

composantes normale   et tangentielle   à la courbe au point  P sont naturellement les plus 

usitées pour décrire les mouvements curvilignes. Les composantes sont en mouvement avec le 

point matériel, le long de la trajectoire. Le sens positif de la normale est choisi dans toutes les 

positions vers le centre de la courbure. Ainsi le sens de la normale change en fonction de la 

courbure de la trajectoire. 

)(Γ

→

n
→

τ

La vitesse et l’accélération du point matériel  P,   sont déterminées à partir de ces composantes 

et de leur changement de direction. Considérons un élément de cette courbe et étudions le 

mouvement du point matériel sur cette trajectoire. 

 

5.1. Abscisse curviligne 

Pendant une petite variation de temps  dt , le point matériel est passé de la position P vers P’  

parcourant une distance ds (longueur d’arc) le long de la courbe avec un rayon de courbure 

ρ .    Les points P  et P’  sont infniment voisins de telle sorte que la longueur de l’arc 
∩

'PP   

compris, entre les deux points soit confondue avec la longueur   ds = PP’ .  
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La courbe est alors orientée dans le sens positif des   s  croissant. La variable  s  est appelée 

abscisse curviligne du point  P . 

 o 

  y 

 
→

n →

V

→

'V

 P’

 P 

 θd  

 ρ  
 C 

→

τ

→

'τ

 x

 

 

 

→

τ
 

→

τ  →

n

 
→

n 

→

n

 P

 

 

 

 

 

5.2.  Tangente, Normale et Rayon de courbure 

A partir de la défnition de l’abscisse curviligne nous pouvons écrire:  θρdds =  

Le vecteur déplacement OP   est une fonction paramétrique de la variable angulaire 
→−

θ . 

Le vecteur unitaire  tangent à la courbe est donné par la relation : 
→

τ

dt

OPd

V

dt

dsdt

OPd

ds

dt

dt

OPd

ds

OPd
→−→−→−→−

→

==== 11
..τ   et nous avons aussi 

dt

OPd

dt

ds
V  

→−

==

Nous avons aussi :   alors 12 =
→

τ
() ()

02
2

==

→

•

→

→

θ

τ
τ

θ

τ

d

d

d

d
 ,   alors  θ

τ

d

d
→

 est perpendiculaire  
→

τ

on pose  
→

→

= n
d

d
θ

τ
 ;  nous pouvons écrire : 

→
→→

== n
ds

d

d

d

ds

d
. 

1
. ρ

θ

θ

ττ
   

comme    ρ
θ
=

d

ds
   ;    alors    . ρ

τ
→→

= n

ds

d
 

- le vecteur unitaire   de direction normale à la courbe (
→

n )Γ  au point  P  est dirigé vers le 

centre de la courbure ; 

- ρ   est un scalaire positif appelé rayon de courbure de la courbe )(Γ  au point  P.  

on déduit à partir du produit vectoriel du vecteur unitaire tangent à la courbe et du vecteur 

unitaire perpendiculaire à la courbe au même point P  un troisième vecteur unitaire appelé 

binormale :  .  Ces trois vecteurs  
(

 forment une base orthonormée direct. 
→→→

∧= nb τ ),,
→→→

bnτ
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Nous avons aussi :     12 =
→

n ⇒ 0=

→

•

→

ds

nd
n    alors  

ds

nd
→

  a des composantes dans le plan 

perpendiculaire à , il s’écrit alors :  
→

n
→→

→

+= b
ds

nd μτλ  

=∧+∧=∧=

→
→→

→
→→

→

ds

nd
n

ds

d
n

ds

d

ds

bd
    )( τ

τ
τ

→→→→→→→→

−=∧=+∧+∧ nbbnn μμτμτλτ
ρ ) )( 
1

 

d’où    
→

→

−= n
ds

bd μ  .   on pose par convention  
T

1=−
μ

 ;   nous obtenons fnalement : 

T

n

ds

bd
→→

=      :   le scalaire 
T

1
  est appelé torsion au point  P de la courbe   il peut être 

positif ou négatif suivant que le vecteur 

)(Γ

ds

bd
→

  a même sens que le vecteur   ou le sens 

contraire. Nous pouvons aussi écrire : 

→

n

 

=∧+∧=∧=

→
→→

→
→→

→

ds

d
b

ds

bd
b

ds

d

ds

nd τ
ττ     )(  

  
 

  1
    

1
ρ

τ

ρ
τ

→→
→→→→

−−=∧+∧
T

b
nbn

T
 

 

on déduit fnalement une relation entre les trois vecteurs de la base :  

ρ

τ
→→→

−−=   
 

  

T

b

ds

nd
 

5.3. Repère de Frénet 

Les deux vecteurs unitaires ainsi défnis, tangentiel    et normal   au point  P  constituent 

les premiers vecteurs de la base de Frénet. Le troisième vecteur unitaire de la base est 

obtenu par le produit vectoriel des deux premiers, il est appelé binormale à la courbe  au 

point  P est défni par :  .  

→

τ
→

n

→

b

)(Γ

→→→

∧= nb τ

La base ainsi obtenue est appelée base de Frénet. Elle dépend de l’abscisse curviligne s  lié au 

point  P . Le repère  lié au point P  est appelé repère de Frénet. ),,,(
→→→

bnPR τ
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5.4. Vitesse et accélération du point  P  dans le repère de Frénet 

Pendant une petite variation de temps  dt  le point matériel est passé de P à P’ parcourant une 

distance ds le long de la courbe ayant un rayon de courbure ρ . 

Nous pouvons écrire :  θρ dds   =    où  θd  est la variation de l’angle compris entre le 

vecteur unitaires    et  '  tangents à la courbe aux points P et P’ . 
→

τ
→

τ

• La vitesse du point  P  est donnée par :  
dt

d

dt

ds
V

θ
ρ==    ; sous la forme vectorielle, elle 

s’écrit : 
→→•→→

=== ττθρτ
θ

ρ             V
dt

d
V      avec   V   ⇒      

•

= θρ
ρ

θ V
   =

•

   

• L’accélération du point P  est donnée par : 

      
→

→→
→

+== τ
τ

γ
dt

dV

dt

d
V

dt

Vd
  nous avons : 

→•
→→

== n
dt

d

d

d

dt

d θ
θ

θ

ττ
.    et   

→•
→→

−== τθ
θ

θ dt

d

d

nd

dt

nd
.  

on déduit :  
→→•→

+= τθγ
dt

dV
nV    ;  comme   ρ

θ V
   =

•

    l’expression de l’accélération devient : 

→•→→

+= τ
ρ

γ Vn
V 2

     

Cette expression peut aussi s’écrire en fonction de s  et de  t  car   
dt

ds
V  =

 →

γ   

 

 

 

 

 

6.   Les mouvements particuliers 

6.1. Mouvement à trajectoire circulaire 

On dit que la trajectoire d’un point  P  est circulaire dans un repère orthonormé  

fxe, si le point  P  se déplace le long du périmètre du cercle de rayon  a  constant et 

appartenant au même repère. 

),,,(
→→→

kjiOR

On choisit un cercle dans le plan (Oxy) de telle sorte que son centre coïncide avec celui du 

repère. Le point  P  sur le cercle est repéré par deux coordonnées :  

 

 

θd  

→

τd  
→

'τ  

→

τ  

→→→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= τ
ρ

γ        
1

2

2

dt

sd
n

dt

ds
 

→

n
γ  →

'V  
→

Vd  
→

nVd  
→

n
γ  

θd  
→

τVd  →

V  
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Le rayon  a  du cercle et l’angle    que fait les vecteurs OP  avec l’axe  Ox . ),(
→−→−

= OPOxθ
→− →−

Soit  e   le vecteur défni par :  
→

r
OP

OP
e , alors nous avons : OPr

→−
→

= . 
→→−

=
reOP

Le vecteur unitaire    change de direction avec l’angle 
→

re θ  : d’où  
→

→

=
θθ e

d

ed r   et  
→

→

−=
re

d

ed
θ
θ

 

Le rayon de courbure est ici constant, la vitesse du point  P  est donnée par la dérivée du 

vecteur position : 

 

 

 

 

 

 

 

 

La vitesse du point  P  est tangente au 

cercle et a pour valeur algébrique : V  
→•→

=
θ

θ eaP
)

(

L’accélération du point  P  a deux composantes : l’une tangentielle : , l’autre 

normale : .  On remarque que le vecteur accélération normal    est 

toujours de sens opposé au vecteur position OP  :  

•••

== ωθγ aat

22 ωθγ aan
−=−=

• →

n
γ

→− →−→→

−=−= OPea rn
22 ωωγ

Connaissant la vitesse et l’accélération angulaire nous pouvons connaître la nature du 

mouvement : 

Si             le  mouvement est accéléré 0>
•••

θθ

Si             le mouvement est retardé 0<
•••

θθ

Si       le mouvement est uniforme, l’accélération tangentielle est nulle, mais Ct
e

=⇒=
•••

θθ 0

                                      l’accélération normale ne l’est pas. 

 

 

→•
→→→−

→

====
θ

θ
θ

θ ea
dt

d

d

ed
a

dt

ed
a

dt

OPd
PV rr .)( 

 
→•

θ
θ ea  

L’accélération du point  P  se déduit par : 

 
)(

)( 2
→••→•

→
→

+−==
θ

θθγ eaea
dt

PVd
P r  

ωθ=
•

    : vitesse angulaire du point  P ; 
•••

=ωθ     : accélération angulaire du point P . 

  

→••

reaθ

 P 

 
→

re

 
→•

−
rea 2θ  

 
→

θe  

 
→

γ  

 θ  
o

 a
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6.2. Mouvement à trajectoire hélicoïdale 

Un point  P  est en mouvement sur une trajectoire hélicoïdale dans un repère  s’il 

décrit une hélice droite, dessinée sur un cylindre de rayon  a . 

),,,(
→→→

kjiOR

Les coordonnées cartésiennes du point  P  dans ce repère sont données par les équations 

paramétriques en fonction du temps  t  sous la forme suivante : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

=
→−

     )()(

)(sin)(

)(cos)(

tbz

tay

tax

OP
θθ

θθ

θθ

      ;        a :  rayon de l’hélice 

 

L’angle θ   joue le même rôle que dans les coordonnées cylindriques ou polaires.  Le 

paramètre  b = Cte  est appelé pas de l’hélice. On remarque que, lorsque l’angle θ   augmente 

de π2   les positions  x  et  y  ne changent pas mais suivant l’axe vertical   z  on fait un 

déplacement de :  b 2π   

)()2( θπθ xx =+      ;    )()2( θπθ yy =+  

   2)( 2)2()2( bzbbbz πθπθπθπθ +=+=+=+  

Le vecteur position du point  P  dans le repère  est donné par : ),,,(
→→→

kjiOR

→→→→→−

+=+= kbeakzeaOP rr
θ   

 

 

→•

θ
θ ea  

→

k

 )(PV
→

→•

kbθ  

 P 

 z 

 o

 x

 y

 a

 θ  
→

re 

→

θe  

Les vecteurs vitesse et accélération s’écriront : 
→→→•→•→

+=+= kVeVkbeaPV zθθθ
θθ)(  

→••→••→•→

++−= kbeaeaP r
θθθγ

θ
2)(  

On remarque que le rapport entre les composantes  

de la vitesse suivant les vecteurs unitaires et   
→

θe
→

k

 est indépendant de l’angle θ . 

            
a

b

a

b

V

Vz ==
•

•

θ

θ

θ
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Cette expression traduit le fait que toute tangente en un point  P  de l’hélice fait un angle 

constant avec la verticale passant par le point  P  et parallèle au vecteur . Le mouvement 

hélicoïdal est uniforme si la vitesse angulaire de rotation est constante, donc indépendante du 

paramètre temps ( ) .  

→

k

Cte==
•

ωθ

Dans ce cas la vitesse et l’accélération auront pour expressions :  
→→→

+= kbeaPV ωω
θ)(    avec    )()( 22 baPV +=ω  

→→

−=
reaP 2)( ωγ     ,  l’accélération est dirigée vers l’intérieure de la courbure.  

On a vu précédemment dans les mouvements curvilignes que l’accélération du point  P  

s’écrivait sous la forme : 
→→→

+= n
V

dt

dV
P ρ

τγ
2

)(    où les vecteurs unitaires    et    sont les 

vecteurs, tangentiel et normal au point  P  de la courbe. 

→

τ
→

n

En appliquant cette relation dans le cas du mouvement hélicoïdal uniforme où  et  

  , sont les vecteurs tangentiel et normal au point  P  de la courbe nous obtenons : 

→→

=
θ

τ e

→→

−=
ren

→→→

=−= n
V

eaP r ρ
ωγ

2
2)(       ⇒

→→

−=−
rr e

V
ea ρ

ω
2

2    ⇔   ρ
ω

2
2 V

a =   en remplaçant la vitesse 

par son expression on aboutit à : ρ

ω
ω )( 222

2 ba
a

+
=      ⇒     

a

b
a

a

ba 222 )( +=
+

=ρ  

Comme la normale en  P  est toujours dirigée vers l’intérieur de la courbure, on peut  
 
déterminer facilement le centre  C  de la courbure en écrivant la relation suivante : 

→→−

−=
rePC ρ  

Nous pouvons aussi associer au point  P  le repère  de Frénet  . ),,,(
→→→

− keePR r θ

 

7. Mouvements à trajectoires planes  

7.1. Défnition 

Soit  O  le centre d’un repère cartésien    fxe, tel que  et   P  un point 

en mouvement sur une trajectoire    dans le plan  (xoy)   de ce repère. 

),,,(
→→→

kjiOR
→→→

∧= jik

)(Γ

 

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                      

 193

A.KADI 
 

En utilisant les coordonnées polaires  (  ,θr )  le vecteur position du point  P  s’écrira : 

→→−

=
rerOP  avec  r >0    avec :   ⇒   

→→→

+= jier
θθ sincos

→→
→

→

+−== ji
d

ed
e  ;  d’où r θθ

θθ cossin

→→→
→

−=−−=
reji

d

ed θθ
θ
θ

sincos   ainsi nous avons :          
→→

= e
→

∧
θek r

La vitesse du point  P  en fonction de    et    est donnée par : 
→

re
→

θe

→•→•→
→−

→

+=+==
θ

θ
θ

θ erer
dt

d

d

dr
re

dt

dr

dt

OPd
V rr  

L’accélération aura pour expression :   

→••••→••
→−→

→

++−===
θ

θθθγ errerr
dt

OPd

dt

Vd
r )2()( 2

2

2

 

 

Géométriquement, les positions des points  P  et  P’  sont infniment voisines sur la 

trajectoire. 

En passant de  P à P’  le vecteur position balaie l’aire  dS  qui est la surface du triangle OPP’ :   

 

θθ drrdrOPdOPdS 2.
2

1
.

2

1

2

1 ==∧=
→−→−

 

La dérivée de cette expression par rapport au temps, notée :  est appelée vitesse  aréolaire. 
•

S

 

  y

 P

 P’

 θ

→

i

 o  x
 θ

→

re
 
→

θe  

→

j

 

 

 

 

 

 

Elle représente l’aire balayée par unité de temps :      
••

=== θ
θ

22

2

1

2

1
r

dt

d
r

dt

dS
S  
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7.2. Loi des aires 

Nous avons vu précédemment que le mouvement du point  P  étant dans un plan, sa vitesse 

s’écrivait :     
→•→•

→−
→

+==
θ

θ erer
dt

OPd
V r    ;  le produit vectoriel du vecteur déplacement par le 

vecteur vitesse conduit à la relation suivante : 

→•→→•→•→
→−

→−→

==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∧=∧= krk

dt

d
rererer

dt

OPd
OPC rr    22 θ

θ
θ

θ  

On pose :      avec     ,   en comparant avec la vitesse aréolaire, on aboutit à 

la relation suivante :             

→→

= kCC
•

= θ2rC

22

1 2 C
r

dt

dS
S ===

••

θ       ; 

2

C
S =
•

    ;   C : est appelée constante des aires. 

On remarque aussi que la dérivée de la constante des aires est reliée à l’accélération θ
γ , car 

nous avons :           θ
γθθθθθ rrrrrrrrdC =+=+==

••••••••••

2(2)( 22 ⇒
r

C
•

=
θ
γ  

7.3. Mouvement à accélération centrale 

a) Défnition 

On dit qu’un point  P  décrit un mouvement à accélération centrale dans le repère orthonormé 

si et seulement si, le vecteur position   du point  P  est colinéaire avec son 

vecteur accélération  .  Dans ce cas nous pouvons écrire :   avec  

),,,(
→→→

kjiOR
→−

OP

)(P
→

γ
→−→

= OPP   )( λγ IR∈λ . 

Le mouvement à accélération centrale est un mouvement à trajectoire plane, il résulte de la 

condition de la colinéarité que donne l'équation :     avec   
→→→−

=∧ 0)( POP γ
2

2 
)(

dt

OPd
P

→−
→

=γ  

En dérivant l’expression vectorielle 
dt

OPd
OP

→−
→−

∧  et en tenant compte de la condition de 

colinéarité entre le vecteur position et le vecteur accélération, nous obtenons : 
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→
→−

→−
→−→−→−

→−

=∧+∧=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∧ 0

2

2

dt

OPd
OP

dt

OPd

dt

OPd

dt

OPd
OP

dt

d
 

ce qui signife que :
→

→−
→−

=∧ C
dt

OPd
OP  est une constante indépendante du temps et appelée 

constante des aires comme précédemment. 

 

    2
→•→

→−
→−

==∧ krC
dt

OPd
OP θ               2

•

= θrC ⇒
2

 
r

C=
•

θ  

 

b)  Expressions des vecteurs, vitesse et accélération, en fonction de la constante des aires 

En remplaçant  en fonction de C dans toute expression, nous avons : 
•

θ

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=====

••

rd

d
C

d

dr

r

C

d

dr

dt

d

d

dr

dt

dr
r

1
2 θθ

θ
θ

θ

θ     

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−====

•
•

••
••

rd

d

r

C

rd

d
C

d

d

r

C

d

rd

r

C

d

rd

dt

rd
r

11
2

2

2

2

22 θθθθ
θ

θ  

 

r

C
r =

•

θ    et   
3

2
2

r

C
r =

•

θ  

 

En remplaçant  ces expressions dans celles des vitesses et accélérations nous obtenons : 

 

→→→•→•→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=+=

θθ θ
θ e

r

C
e

rd

d
CererPV rr

1
)(  

 

→→→••••→•••→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=++−=

rrr e
rd

d

rr

C
e

r

C

rd

d

r

C
errerrPV

111
)2()()(

2

2

2

2

3

2

2

2

2

2
2

θθ
θθθ

θ  
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c)  Expression de la trajectoire en coordonnées polaires 

 

Nous avons une relation entre l’accélération du point  P  et le vecteur position, elle est donnée 

par :     ; en les remplaçant leurs expressions respectives en coordonnées 

polaires et on obtient :  

→−→

= OPP   )( λγ

 

→→

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

rr ere
rd

d

rr

C
  

11
2

2

2

2

λ
θ      ⇒ 0

11 3

22

2

=++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

r
r

Crd

d λ

θ  

 

Lorsque la valeur de  λ   est connue, la résolution de cette équation permet de déterminer 

l’expression de  r  en fonction de  θ  . 

On obtient la loi du temps du mouvement à partir de la loi des aires, en effet nous avons : 

 
•

= θ2rC     ⇐⇒
dt

d
rC

θ
2=    ;   d’où  θdr

C
dt 21=      or   r  est une fonction θ  : )(θfr =  

 

θθ df
C

dt 2)(
1=     ⇒ ∫=−

θ

θ

θθ

0

2
0 )(

1
df

C
tt     ; à partir de cette équation, on reconstruit la 

trajectoire du point P . 
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EXERCICES ET SOLUTIONS 

Exercice 01 : 

1. Représenter les points A et B  de coordonnées polaires : (1,0)  et  )
4

5
,2(
π

 ; 

2. Représenter les points  C et  D de coordonnées cylindriques :  )2,
2

,2(
π

 et  )2,2( −π , 

Exprimer les vecteurs   et  OB dans les repères locaux correspondant. 
→−

OA
→−

3. Représenter les points  E et  F de coordonnées sphériques : )
4

,
4

,2(
ππ

 et  )
4

3
,

3
,1(

ππ
 ; 

Exprimer le vecteur  dans le repère local : . 
→−

EF ),,,(
      →→→

ϕθ eeeE r

On donne : e  
→→→→

++= kjir
θϕθϕθ cossinsincossin

ie ϕϕ
ϕ cossin

                   
→→→→

−+= kjiie θϕθϕθ
θ sinsincoscoscos

                   
→→→

+−= j

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1.  Les coordonnées polaires : ),( θ  rM  avec OM    où  est un vecteur unitaire 
→→−−

=
rur

→

ru

 

 

 

2.  Les coordonnées cylindriques : ),,( z    rM θ    

→→→−−

+= kzurOM r       où  est un vecteur unitaire  
→

ru

)2,
2

,2(     C
π

          ,  ⇒
→→→−

+= kuOC r 22
2

π
θ =   

C(
2

cos2
π

=x    ,  
2

sin2
π

=y   ,  ) 2=z

)1,,1( −    D π    ⇒   OD          ,  
→→→−

−= kur
πθ=  

 D( πcos1=x    ,  πsin1=y   ,   )1−=z

 

 y 
 ),( θrM  

 x 
 o 

 θ  

 H

 z 

 r  y

 ),,( zrM θ  

 x 

 o

 θ

ϕ  

 H 

 z 

 r  y

 ),,( ϕθrM  

 x

 o

 θ  

 z 

)0,1(   A            ⇒ 1== rOA    et   0=θ  

)
4

5
,2(
π

  B    ⇒      2== rOB    et   
44

5 π
π

π
θ +==

 z 

 o  y 

)1,0,1( −−     D  

C(0, 2, 2) 

 x
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Expressions des vecteurs   et   dans leurs repères locaux respectifs : 
→−

OA
→−

OB

Le   peut s’écrire :  
→−

OA
→→

•

→−→→

•

→−→→

•

→−→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= kkOAuuOAuuOAOA rr θθ

Dans le repère local :   avec  ),,,(
→→→

kuuA r θ
2

π
θ =   nous avons : 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=+−=

=+=

→→

→→→→

→→→→

                                    kk

ijiu

     jjiur

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

ππ

ππ

θ  

d’où :  
→→→→

•

→−→→

•

→−→→

•

→−→−

+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= kukkOAuiOAujOAOA rr 22)( θ

De la même manière pour le vecteur  
→−

OB

Le   peut s’écrire :  
→−

OB
→→

•

→−→→

•

→−→→

•

→−→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= kkOBuuOBuuOBOB rr θθ

Dans le repère local :   avec  ),,,(
→→→

kuuB r θ
πθ=   nous avons : 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

−=+−=

−=+=

→→

→→→→

→→→→

                                    kk

jjiu

     ijiur

ππ

ππ

θ cossin

sincos

d’où :  
→→→→

•

→−→→

•

→−→→

•

→−→−

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= kukkOBujOBuiOBOB rr θ)()(

 

3.  Les coordonnées sphériques  ),,( ϕθ       r  

→→−−

=
rerOM       où  est un vecteur unitaire  

→

re
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=
→−

         rz

ry

rx

OM
θ

ϕθ

ϕθ

sin

sincos

coscos

)
4

,
4

,2(
ππ

    E       ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=
→−

2

1

1

z

y

x

OE      ;  et  )
4

3
,

3
,2(

ππ
    F      ⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

−=
→−

2/1

4/6

4/6

z

y

x

OF  
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Expression du vecteur 
→−

EF dans le repère local    avec :  ),,,(
→→→

ϕθ eeeE r
4

π
θ=   et  

4

π
ϕ
=

 

On donne :       ⇒      
→→→→

++= kjier
θϕθϕθ cossinsincossin

→→→→

++= kjier
2

2

2

1

2

1
 

→→→→

−+= kjie θϕθϕθ
θ sinsincoscoscos    ⇒       

→→→→

−+= kjie
2

2

2

1

2

1
θ  

→→→

+−= jie ϕϕ
ϕ cossin              ⇒

→→→

+−= jie
2

2

2

2
ϕ  

nous avons : 
→→→→−→−→−

−+−++−=−= kjiOEOFEF )2
2

1
()1

4

6
()1

4

6
(  

→→

•

→−→→

•

→−→→

•

→−→−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

ϕϕθθ eeEFeeEFeeEFEF rr )  

En développant cette expression on abouti a :  
→→→→−

+−−=
ϕθ eeeEF r

2

3

4

2
)2

2

2
(  

 

Exercice 02 : 

Un point matériel se déplace sur une trajectoire décrite par les équations paramétriques 

suivantes :    ;   Déterminer : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

0

2 2

z

ty

tx

1. Le vecteur unitaire  tangent à la trajectoire ; 
→

τ

2. Le rayon de courbure ρ  ; 

3. La normale  à la trajectoire ; 
→

n

4. La binormale   ; 
→

b

Solution : 

1.  Vecteur unitaire   tangent à la trajectoire 
→

τ

→

τ    a la même direction et le sens que le vecteur vitesse. →

→
→

=

v

vτ  . 
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La vitesse s’écrit :    ⇒     et       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

=
→

0

4

1

z

y

x

v

tv

v

v
→→→

+= jtiv 4
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

=
→

0

4

0

z

y

x

γ

γ

γ

γ ⇒ 4=γ  

                                              et  2222 161 tvvvv zyx
+=++=

→

 

On déduit : 
→→

→→

→

→
→

+
+

+
=

+

+
== j

t

t
i

tt

jti

v

v
222 161

4

161

1

161

4τ  

 

2. Le rayon de courbure ρ  ; 

Dans la base de Frênet , l’accélération du point matériel est égale s’écrit :  
→→→

+=
tN

γγγ

Où    sont respectivement l’accélération normale et tangentielle. 
→→

tN    et  γγ

Or nous savons que : ρ
γ

2v
N
=   ,  calculons N

γ  : 

Comme    
()

2

1
2

1
2

161

16
16132

2

1

t

t
tt

dt

dv
t +

=+==
−

γ     et que    222
tN

γγγ +=

On déduit : 
()

22

2
222

161

16

161

16
16

tt

t
tN +

=
+

−=−= γγγ       ⇒
2161

16

t
N +
=γ  

()
4

161

161

4

161 2

3
2

2

22 t

t

tv

N

+
=

+

+
==

γ
ρ  

3. La normale  à la trajectoire  
→

n

Soit  s   l’abscisse curviligne, la normale à la trajectoire est donnée par la relation : 

dt

d

vds

dt

dt

d

ds

d

d

ds

ds

d

d

d
n

→→→→→
→

=====
τρτ

ρ
τ

ρ
θ

τ

θ

τ
.       car    

dt

ds
v =  

2

3
22

1
2

2

3
2

2

3
2

2

2

1
22

1
2

)161(

)4(4

)161(4

)161(

)161(

)4(4

161

)161(16)4()161(4

t

ji

t

t

t

ji

vt

tjtitj

v
n

+

+−

+

+
=

+

+−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

++−+
=

→→→→−→→→
→ ρρ

 

d’où : 
→→→

+
+

+

−
= ji

t
n

tt 22 161

1

161

4
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4. La binormale 

C’est un vecteur unitaire perpendiculaire au deux premiers, d’où :  
→→→

∧= nb τ

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

−

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

=
→

1

0

0

0
)161(

1
)161(

4

0
)161(

4
)161(

1

2

2

2

2

t

t

t

t

t
t

b    ;     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
→

1

0

0

b

  

Exercice 03 : 

Un mobile se déplace à vitesse scalaire constante sur une trajectoire d’écrite par des équations 

paramétriques en coordonnées cylindriques : 

rkz  =  
ϕcerr  0

=      ,  où     : sont des constantes positives. crk   ,  , 0

1. Trouver l’équation horaire   sachant qu’à :  )(tr 00 =⇒= ϕt  ; 

2. Déterminer le vecteur accélération et le rayon de courbure de la trajectoire. 

Solution : 

1.  Equation horaire 

La vitesse du mobile en coordonnées cylindriques est données par :  
→•→•→•→→→→

++=++= kzerervvvv rzr ϕϕ
ϕ    on déduit les composantes de la vitesse: 

r ce . crv c
r .0

••

== ϕϕ ϕ
    ;       ;     

•

= ϕ
ϕ rv r kce . ckrrkv c

z .0

•••

=== ϕϕ ϕ

on abouti fnalement à : 222222222222 . r ckrrcvvvv zr

•••

++=++= ϕϕϕ
ϕ  

)1(1 22 kcrv +++=
•

ϕ  comme la vitesse étant constante : Ctevv ==
0  

)1(1 22
0 kcrv +++=

•

ϕ , or nous savons que : 
dt

dϕϕ =
•

   et que : Kkc =+++ )1(1 22  

K
dt

d
rv .0

ϕ
=    on remplace  r  par son expression : K

dt

d
erv c .00

ϕϕ=     ⇔ dt
Kr

v
dec

0

0=ϕϕ
   

on intègre cette expression par rapport au temps et on obtient : 
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 dt
Kr

v
dec

0

0

0

=∫ ϕ
ϕ

ϕ
       ⇒ At

Kr

v
e

c

c +=

0

01 ϕ
 

sachant qu’à    t = 0   0=ϕ ,   alors : 
c

A
1=  ; ce qui donne :

c
t

Kr

v
e

c

c 11

0

0 +=ϕ
  

  1
0

0 += t
Kr

cv
ecϕ      ⇔

0
0

0 rt
K

cv
er c +=ϕ

  on sait que   d’où :    
ϕcertr 0)( =

0
0)( rt

K

cv
tr +=  

 

2. Vecteur accélération  

En coordonnées cylindriques l’expression du vecteur accélération s’écrit : 

→••→••••→•••→

+++−= kzerrerr r ϕ
ϕϕϕγ )2()( 2  

on sait que :    ⇒     ;       Cte=
•

ϕ 0=
••

ϕ Ctev =        ⇒ 0=
••

r

l’accélération devient :  
→••→•→

+−=
ϕ

ϕϕγ erer r 22

→•→•→••→•→

+−=+−=
ϕϕ

ϕ ϕϕϕϕϕγ ercereecrer r
c

r
22

0
2 22 

Le rayon de courbure se déduit à partir de la relation :  ρ
ω v=   comme   alors : 

•

=ϕω

)1(1
)1(1 22

22

kcr
kcrv +++=

+++
==

•

•

•

ϕ

ϕ

ϕ
ρ    ;      )1(1 22 kcr +++=ρ  

 

Exercice 04 : 

Un mobile supposé ponctuel, décrit la courbe plane dont l’équation en coordonnées polaire 

),( θρ  est donnée par :  )cos1(
2

1
0

θρρ +=   où 0
ρ  : constant désigne une longueur donnée. 

1. Quelle est l’allure de la trajectoire du mobile ? 

a. Précisez les positions des points d’intersection de cette trajectoire avec les axes 

cartésiens ox et oy ; 

b. Exprimer en fonction de θ  , l’abscisse curviligne  s  du mobile, compté à partir du 

point  A  qui correspond à 0=θ  ; 

c. Pour quel angle polaire nous avons 0
ρ=s , on notera par B la position correspondante  
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d. En déduire le périmètre de cette trajectoire fermée étudiée ici. 

2. On choisira comme origine des temps, l’instant où le mobile est au point  A . On admet 

que la trajectoire est décrite avec une vitesse angulaire ω  constante. 

a. Exprimer la vitesse linéaire du mobile en fonction du temps puis en fonction de ρ  ; 

b. Déterminer les composantes d’accélération radiale ρ
γ  et orthoradiale θ

γ  ; en déduire 

l’accélération γ  du mobile en fonction du temps ; 

c. En utilisant les expressions de ρ
γ  et  θ

γ  , déterminer l’accélération normale N
γ   à 

l’instant  t ; 

d. En déduire le rayon de courbure de la trajectoire en fonction de θ  ;  Retrouver ce 

résultat directement. 

 

Solution : 

a) Tracé de la courbe et intersection avec les axes 

La trajectoire dont l’équation en coordonnées polaire  s’écrit  )cos1(
2

1
0

θρρ +=  est une  

courbe fermée appelé cardoïde. L’axe Ox est un axe de symétrie car : )()( θρθρ −=  

Pour : OA    ==⇒=
00 ρρθ         ;       0=⇒= ρπθ      

          OC    ==⇒=
22

0
ρ

ρ
π

θ       ;      '
22

0 OC    ==⇒−=
ρ

ρ
π

θ  

La courbe coupe l’axe Ox en O  et A avec 0
ρ=OA  

La courbe coupe l’axe Oy en C  et C’ avec 
2

' 0
ρ

== OCOC  

M 

→

T β y

A 

C’

C 

O x 

θ

θ

→

N

→

ρ
γ →

θ
γ

α

0
ρ
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b) L’abscisse curviligne  S  en fonction de θ  

Les composantes du point M en coordonnées polaires sont :   et les variations de 

longueur par : 

⎩
⎨
⎧

θ

ρ
M

ρd    et  θρd  .  S  étant l’abscisse curviligne nous aurons alors : 

222 )()()( θρρ dddS +=      ⇒ 22 )()( θρρ dddS +=  

comme : θθρρ dd sin
2

1
0

−=   on déduit facilement : 

()() 22

0

2

0

2

0 cos1sin
2

1
)cos1(

2

1
sin

2

1 θθθρθθρθθρ ++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ddddS  

() θθρ cos12
2

1
0

+= ddS     ;   or nous savons que : 
2

cos2cos1 2
θ

θ=+  

on déduit fnalement :         θ
θ

ρ ddS
2

cos0
=  

on obtient l’abscisse curviligne par intégration de cette relation : 

000
2

sin2
2

cos SdS +== ∫
θ

ρθ
θ

ρ  

Les conditions initiales impose qu’au point A )0( =θ   alors  00
=S  

La relation entre   et  S θ   devient :   
2

sin2 0

θ
ρ=S  

c) Angle polaire pour lequel  0
ρ=S   

Soit  B   le point pour lequel nous avons :  0
ρ==

∩

ABS

0
ρ=S   ⇒ 1

2
sin2 =

θ
   

2

1

2
sin =

θ
   ⇒   

3

π
θ=  

d) Périmètre de la trajectoire fermée 

Soit   P  le périmètre de cette trajectoire. Le demi périmètre est donné par :  

∫∫
=

=

∩

===
πθ

θ

θ
θ

ρ

0

0
2

cos
2

ddsAO
P

O

A

       ⇒
0

0

0 2
2

sin2
2

ρ
θ

ρ
π

==P
 

  d’où :   04ρ=P      périmètre de la cardioïde. 
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2.  Vitesse   linéaire instantanée du mobile  

a.1  Vitesse linéaire en fonction du temps 

L’origine des temps est prise au point  A   et la vitesse angulaire ω  est constante donc : 

t ωθ= .  La vitesse est donnée par la relation :  
dt

dS
v =   or nous avons : θ

θ
ρ ddS

2
cos0

=  

2
cos

2
cos

2
cos 000

t 

dt

d

dt

d

dt

dS
v

ω
ωρ

θθ
ρ

θθ
ρ ====  

Ce résultat peut être obtenu d’une autre manière en déterminant les composantes radiales et 

orthoradiale de la vitesse.  En effet nous savons que :  
→→−−

=
ρ

ρuOM

La vitesse s’écrit : 
→•→•

→−−
→

+==
θρ

θρρ uu
dt

OMd
v  

Avec :  t ωωρρ sin
2

1
0

−=
•

   et   )cos1(
2

1
0 t ωωρθρ +=

•

 

222
0

22 )cos1(sin
2

1
)( t t v ωωωρθρρ ++=+=

••

 

2
cos)

2
cos2(2

2

1
)cos1(2

2

1
0

2
00

t t 
t v

ω
ωρ

ω
ωρωωρ ==+=  

 

a.2  Vitesse linéaire en fonction de ρ  

L’équation de la cardioïde qui s’écrit : )cos1(
2

1
0

θρρ +=   peut aussi s’écrire : 

2
cos

2
cos 2

0
2

0

t ωρ
θ

ρρ ==          ⇒

0

2

2
cos ρ

ρω
=t 

 

Or l’expression de la vitesse en fonction du temps est : 
2

1

0

00
2

cos ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

ρ

ρ
ωρ

ω
ωρ t 

v  

Ce qui donne :    0
ρρω  v =  

b.  Les composantes de l’accélération : radiale  ργ  et otrhoradiale  θγ  

nous avons :    et   
→→−−

=
ρ

ρuOM
→•→•

→−−
→

+==
θρ

θρρ uu
d
t

OMd
v     on déduit :  
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→••••→•••
→

→

−+−==
θρ

θρθρθρργ uu
d
t

vd
)2()( 2     avec     car    0=

••

θ Cte==
•

ωθ

)cos21(
2

1
)cos1(

2

1
cos

2

1 2
0

2
0

2
0

2 t   t     t ωωρωωρωωρθρργ
ρ

+−=+−−=−=
•••

 

t  t ωωρωωωρθργ
θ sinsin

2

1
22 2

00
−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−==

••

 

L’accélération    γ  du mobile se calcul par :  

)cos1(41
2

1
)sin2()cos21(

2

1 2
0

222
0

22 t t t  ωωρωωωργγγ
θρ

++=++=+=  

2
cos81

2

1 22
0

t ωωργ +=  

 

c.  Détermination de l’accélération normale N
γ   à partir des accélérations ρ

γ   et  θ
γ  

Nous avons :      et   , on sait que : ),( OxT
→

=α ),(
→−−→

= OMNβ
2

),(
π

=
→→

TN   et 
2

),(
π

θρ
=

→→

uu  

On projette les deux accélérations sur l’axe portant la normale , on obtient : 
→

N

βγβγγ
θρ sincos −−=

N  

Exprimons  l’angle α   et β   en fonction de θ  :    

En coordonnées polaires nous avons : θρ cos=x    et  θρ sin=y   alors : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

+

+
−=

−+−

−+
===

2

3
cot

2sinsin

2coscos

cossinsin)cos1(

sincos)cos1(

)cos(

)sin( 2 θ

θθ

θθ

θθθθ

θθθ

θρ

θρ
α g

d

d

d
x

d
yt

g
 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

2

3

22

3
cot

θπθ
α tggtg      ⇔     

2

3

2

θπ
α +=  

nous avons aussi géométriquement : 
2

π
βθα ++=    on déduit :  

2

θ
β =  

On remplace β   dans l’expression de  N
γ  , ce qui donne : 

   N
2

sinsin
2

cos)cos21(
2

1
sincos 2

0
2

0

θ
θωρ

θ
θωρβγβγγ

θρ
++=−−=  

 
t 

  N
2

cos
2

3

2
cos

2

3 2
0

2
0

ω
ωρ

θ
ωργ ==  
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c.  Rayon de courbure 

On sait que dans les mouvements curvilignes  :  
R

v
N

2

=γ    ⇒    
N

v
R γ

2

=  

Ce qui donne : 
2

cos
3

2

2
cos

2

3
2

cos

0
2

0

222
02 θ

ρ
ω

ωρ

ω
ωρ

γ
===

t 

t 
v

R
N

 

2
cos

3

2
0

θ
ρ=R  

On peut aussi déduire le rayon de courbure d’une autre manière en sachant que : 

 

2
sin2 0

θ
ρ=S       et     

2

π
βθα ++=  

 

2
cos

3

2

2

3
2

cos

0

0 θ
ρ

θ

θ
θ

ρ

α
===

d

d

d

dS
R  
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Exercice 05 : 

Dans un repère orthonormé  la position d’un point  M est déterminé par les 

équations paramétriques suivantes :  ;    ;     

),,,( zyxOR

tetx    sin
ωω= tety    cos

ωω= tez   2
ω=

Déterminer : 

1. Les modules de la vitesse et de l’accélération du point M ; 

2. Le rayon de courbure en fonction de  z ; 

3. Soit  H  la projection orthogonale du point M sur le plan xoy , quelle est l’équation polaire 

du point H .  

Solution : 

1. Vitesse et accélération du point  M 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

+=

==

→−−
→

                         e V

t t e V

t t e V

dt

OMd
V

t 
z

t 
y

t 
x

ω

ω

ω

ω

ωωω

ωωω

2

)sin(cos

)cos(sin

     ;   on déduit le module de la vitesse par :  

t 
zyx eVVVV

ωω .6222 =++=   

L’accélération est donnée par :  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=

=

==

→
→

            e 

t e 

t e 

dt

Vd

t 
z

t 
y

t 
x

ω

ω

ω

ωγ

ωωγ

ωωγ

γ

2

2

2

2

sin2

cos2

     ;   on déduit le module de l’accélération par :  

t 
zyx e

ωωγγγγ .22 2222 =++=   

 

2. Rayon de courbure en fonction de  z  

Dans la base de Frênet, l’accélération tangentielle est égale à la dérivée du module de la 

vitesse, ce qui donne :   t 
t e

dt

dV ωωγ .6.2==  

L’accélération normale se déduit à partir de la relation :  222
Nt

γγγ +=

()() ( )222222222 .2.6..22 t t t 
tN eee

ωωω ωωωγγγ =−=−=  

t 
N e

ωωγ .22=  

D’autre part nous avons une relation entre le rayon de courbure et l’accélération normale qui  
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est donnée par : 
N

V
γ

ρ
2

=   ,  ce qui donne : 

( )
t 

t 

t 

e
e

e ω

ω

ω

ω

ω
ρ .23

.2

.6
2

2

==  

Or nous avons :   ⇒   t ez
ω

.2=
2

z
e t =ω

  , ce qui conduit à : z.
2

23=ρ  

 

3. Equation polaire du point H .  

H  appartient au plan (xOy)  ces coordonnées sont données par les équations paramétriques : 

t e t x
ωωsin=  ;     tety    co

s

ωω=

Les coordonnées polaires du point H sont  ),( θρ        tel que :     avec 
⎩
⎨
⎧

=

=
=

→−−

θ

θ

sin

co
sry

rx
OH

22 yxr +=   et    où   vecteur unitaire.  
→→−−

=
rurOH

→

ru

Nous avons ainsi :  
() ( ) t t t ee t e t r

ωωω ωω =+= 22
co
s

sin  

 t 
e

e t 

r

x
t 

t 

ω
ω

θ
ω

ω

sin
sin

co
s

===      et     t 
e

e t 

r

y
t 

t 

ω
ω

θ
ω

ω

co
s

co
ssin ===  

 
 t 

t 

⎩
⎨
⎧

=

=

ωθ

ωθ

co
s

sin

sinco
s par conséquent ces deux équations nous 

donne :
t ω

π
θ −=

2
 ⇔ θ

π
ω −=

2
t  

ce qui nous ramène à l’équation polaire du point H :  
θ

π
−

= 2er  

 
Exercice 06 : 

Soit  M un point repéré dans le plan (xoy) par les équations paramétriques suivantes : 

14 2 −= tx       et     ty .22=      Déterminer : 

1. Le vecteur vitesse du point  M en fonction du temps ainsi que son module ; 

2. Le vecteur accélération du point  M en fonction du temps ainsi que son module ; En 

déduire les accélérations tangentielle et normale ; 

3. Le rayon de courbure de la trajectoire ; 

4. On considère que le repère cartésien et le repère polaire ont la même origine et que l’angle 

θ  est repéré par rapport à l’axe ox. Calculer les vitesses, radiale, orthoradiale et angulaire. 
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Solution : 

1.  Vitesse et accélération du point  M 

⎩
⎨
⎧

=

=
==

→−−
→

22

8

y

x

V

   tV

dt

OMd
V      ;   on déduit le module de la vitesse par :  

18.22 222 +=+= tVVV yx   

2.  Accélération du point γ  M  ainsi que  t
γ    et   N

γ  

L’accélération est donnée par : 
⎩
⎨
⎧

=

=
==

→
→

0

8

y

x

dt

Vd
γ

γ
γ      ;  d’où : 822 =+=

yx
γγγ   

Dans la base de Frênet nous avons :     avec : 222
Nt

γγγ +=
dt

dV
t
=γ  

()
()

18

216
1816

2

1
.22

18

22
2

2

1
2

2

1
2

+
=+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
−

t

t
tt

dt

td

t
γ  

comme nous avons :  222
tN

γγγ −=

18

64

18

512
64

18

216
8

22

2
2

2

22

+
=

+
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−=

tt

t

t

t
N

γ      ⇔    
18

8
2 +

=

t
N

γ  

 

3.  Rayon de courbure de la trajectoire  

il est donné par la relation : 
N

V
γ

ρ
2

=  

d’où : 
() ()

  t
tt

2

3
2

22

18
8

1818.8 +=
++

=ρ  

 

4.   Vitesses : radiale, orthoradiale et angulaire 

a. Vitesse radiale 

  
dt

yxd

dt

dr
Vr

2

1
22 )( +

==    car   2

1
22 )( yxr +=  

() () ()
116

32
11664

2

1116
814

4

3

2

1
43

2

1
4

222

+
=+=

+
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−

=
−

t

t
tt

dt

td
  

dt

ttd

Vr  
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b. Vitesse orthoradiale 

Nous avons la relation : V       V  222
θVV ⇒ 222

rVV

 

()
116

812864

116

1024
864

116

32
18.8

4

42

4

6
2

2

4

3
22

+

++
=

+
−+=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−+=

t

tt

t

t
t

t

t
tVθ  

 

116

14
22

4

2

+

+
±=

t

t
  Vθ   

on voit dans cette expression que la vitesse radiale est continue et ne s’annule jamais alors elle 

ne change par de signe. En coordonnées polaires nous avons :  
r

x=θcos   et  
r

y=θsin  

nous avons ainsi pour  t   ⇒       d’où   :  0=
⎩
⎨
⎧

−=

=

 

    

1co
s

0sin
θ

θ
πθ=  

au même instant     nous avons : 0=t
⎩
⎨
⎧

=

=

 V

    0V

y

x

22
 

Ces deux conditions nous conduisent à la situation suivante :  

 

 

 
→

θe  

 Vy= θV 

 x

 y

Pour   0=t ⇒ πθ=  

 

 

 

 

On voit que pour    la vitesse radial V  est négative et comme elle ne change pas, elle le 

restera et par conséquent elle aura pour expression : 

0=t θ

116

14
22

4

2

+

+
−=

t

t
 V  θ

c.  Vitesse angulaire 

Nous savons que : 
dt

d
rV

θ
θ
=     ⇒   

116

14
22

116

116

14
22

4

2

4

4

2

+

+
−=

+

+

+
−

==
t

t
 

t

t

t
 

r

V

dt

d θ
θ
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Exercice 07 : 

Soit  un repère orthonormé direct fxe. Soit deux vecteurs   et   tel que : 

  ,    

 ),,,(0

→→→

kjiOR
→

u
→

v

→→→

+= jiu ψψ sinco
s

 ψd

ud
v

→
→

=  

1. Vérifer que 
→

→

−= u
d

vd
 ψ  et que la base formé par les vecteurs unitaires est 

orthogonale directe ; 

),,(
→→→

kvu

2. Soit  ( C ) une courbe décrite par le point M  dont l’équation paramétrique est donnée par : 

  où  a et  b sont des constantes et 
→→→−−

+= kbuaOM ψ ψ  le paramètre de représentation. 

a) Calculer  ψd

OMd
→−−

 en fonction de  ; ),,,(
→→

kvba

b) En déduire  ψd

ds
  en fonction de  22 bac +=  ,  s  étant l’abscisse curviligne ; 

c) Déterminer 
ψ

ψ
τ

dOMd

dOMd

/

/
→−−

→−−
→

=   ,  vecteur unitaire tangent à la courbe au point M en 

fonction de  ; ),,,(
→→

kvba

d) En déduire que l’angle α   compris entre les vecteurs   et    est constant 
→

τ
→

k

3. Exprimer  
ds

d
→

τ
  en fonction de α ,  c  et  . En déduire  ainsi que la courbure 

→

u
→

n
R

1
 ; 

4. Déterminer la binormale  au point  M . En déduire l’expression de la torsion 
→

b
T

1
  sachant 

que : 
T

n

ds

bd
→→

= ,    vérifer que le rapport  
R

T
  est constant. 

 

Solution : 

1.   Nous avons :   ,  alors :   
→→→

+= jiu ψψ sinco
s

→→
→

→

+−== ji 
d

ud
v ψψ

ψ co
s

sin  
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d’où : 
→→→

→

−=−−= uji 
d

vd ψψ
ψ sinco

s
 

La base  est directe si :  ),,( 0

→→→

kvu
→→→

=∧
0kvu

→→→

=∧
0kvu        ⇔

→→

=+=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00
22 )sin(co

s0

co
s

sin

0

sin

co
s

kkψψψ

ψ

ψ

ψ

2. Calcul de  ψd

OMd
→−−

 en fonction de  sachant que :   ),,,(
→→

kvba
→→→−−

+= kbuaOM ψ

a) 
→

→→−−

+=
0kb

d

ud
a 

d

OMd
ψψ  

b) 22 cba 
d

OMd

d

ds 2 =+==

→−−

ψψ  

c) on déduit : 
c

kbva

dOMd

dOMd

dt

d

d

OMd

dt

d

d

OMd

dt

OMd

dt

OMd

MV

MV
→→

→−−

→−−

→−−

→−−

→−−

→−−

→

→
→ +

==== 0

/

/

.

.

)(

)(

ψ

ψ

ψ

ψ

ψ

ψ
τ  

→→→

+=
0k

c

b
v

c

aτ         ⇒ 1
22

==
+

=
→

c

c

c

baτ  

 d)    constant ),( 0

→→

= kτα

pour le montrer on utilise le produit scalaire : αττ co
s

00

→→→

•

→

= k   k       ⇔   αco
s

=
c

b
 

comme  b  et  c  sont des constantes alors α   est constant. 

On peut exprimer le vecteur unitaire sous la forme :  
→→→

+=
0co

s
sin kv αατ

3.  Expression de  
ds

d
→

τ
  en fonction de α ,  c  et  .  

→

u

ds

d

d

d

ds

d ψ

ψ

ττ
→→

=         or nous avons : 
cd

ds 1=
ψ   ⇒ c

ds

d =
ψ

   et  
→

→

−= u
d

d α
ψ

τ
sin  
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on obtient 
ainsi :

→
→

−= u
cds

d ατ sin
  

Détermination de la normale   ainsi que la courbure 
→

n
R

1
 ; 

Nous savons que : 
R

n

ds

d
→→

=
τ

    et par analogie avec l’expression précédente : 
→

→

−= u
cds

d ατ sin
 

On déduit que : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

→→

un

cR

αsin1

   on le vérife facilement pat le produit scalaire :  0=
→

•

→

nτ

En effet :  0cossin 0
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

→

•

→→

nkv αα

4.  La binormale    au point M 
→

b

          
→→→

∧= nb τ ⇔
→→→

+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
0sinco

s
sin

co
s

0

0

0

1

co
s

sin

0

kvb αα

α

α

α

α

Expression de la torsion  sachant que : 
T

n

ds

bd
→→

=  

T

u

T

n

ds

bd
→→→

−==   or nous avons : 
→

→→

== u
cds

d

d

bd

ds

bd αψ

ψ
cos

.     les deux expressions nous 

donnent : 
cT

αcos1 −=   

De là on vérife facilement que le rapport : α
α

α
tg

c

c

R

T −=
−

=
sin/

cos/
 

 
Exercice 08 : 

Un bateau schématisé par un point mobile M  se déplace à une vitesse constante  par 

rapport à l’eau d’une rivière. L’eau de la rivière se déplace à une vitesse  constante par 

rapport aux berges tel  , avec     un repère fxe. 

→

V
→

U
→→

= iUU ),,,(
→→→

kjiOR

Le mouvement du point M est tel que à chaque instant le vecteur vitesse est orthogonale au 

vecteur déplacement .  On posera   

→

V
→−−

OM
→→−−

=
rerOM
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1. Donner l’expression de la vitesse du point M en fonction de U  et  V  dans  ; 
→ →

),,,(
→→→

kjiOR

a) Exprimer les composantes de la vitesse dans la base  ; ),,,(
→→→

keeM r θ

b) Donner l’expression générale de la vitesse en coordonnées polaires. 

2. Déterminer l’équation de la trajectoire du bateau par rapport au repère  en 

coordonnées polaires  

),,,(
→→→

kjiOR

)(θfr = , sachant qu’à  0=t  : 0=θ   et   
r

0r
=  ; 

a) Mettre l’expression de la trajectoire sous la forme : θsin1 k

p
r −
=  ; 

b) Préciser les expressions de  p  et   k , puis donner la nature de la trajectoire. 

3. Déterminer l’accélération du bateau dans la base (  ),,,
→→→

keeM r θ

a) Donner l’expression générale de l’accélération en coordonnées polaires ; 

b) En déduire que l’expression  
dt

d
r

θ
2   est une constante et donner sa valeur 

c) Calculer la durée de révolution du bateau autour du point O. on donne :  
         

                       
2

3
2

2

0 2

)1(

2

)sin1
k

k

d

−

=
−

∫
π

θ

θπ

 

 
Exercice 09 : 

Soit   un repère orthonormé direct fxe et   un repère local 

sphérique lié au point  M.   

),,,(0

→→→

kjiOR ),,,(
→→→

θψ eeeMR rs

→→→−

==
rr ereOPOP . 

→→→

+= jiu ψψ sinco
s

  , ,   
→→→

+= kuer
θθ co

s
sin

→
→

=
ψψ e

d

ed r   et  e  
→→→

−= ku θθ
ψ sincos

 
 

Exprimer dans le repère  ,  la vitesse et l’accélération du point M. ),,,(
→→→

θψ eeeMR rs

 

θ

→

ϕe

→

u

→

θe

r

ψ

→

y

→

x

→

z

o

→

θe

→

re
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Exercice 10 : 

Les coordonnées d’un point  M , en mouvement dans un plan sont données par : 

)cos1( tax +=   et  tby sin=  ,  t : représente le temps , a et b sont deux constantes positives. 

1. Donner l’équation de la trajectoire du point M , quelle est sa nature ? 

2. Exprimer la vitesse du point M.  Existe-t-il des instants tel que le module V de la vitesse 

soit égale à une grandeur 0fλ  donnée ? discuter les solutions. 

3. Le vecteur vitesse peut-il être normal au vecteur accélération ? 

4. Représenter graphiquement ces vecteurs sur la courbe. 

 

Solution : 

1.  Equation et nature de la trajectoire 

L’équation cartésienne de la trajectoire s’obtient en éliminant le paramètre temps des 

équations paramétriques. 

t
a

x
cos1 =−   et   t

b

y
sin=   en utilisant la règle trigonométrique :   on 

aboutit à :   

1sincos 22 =+ tt

11
2

22

=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

b

y

a

x
         ⇒ 1

)(
2

22

2
=+

−

b

y

a

ax
 

  on pose :      et     l’expression devient : Xax =− Yy =

1
2

2

2

2

=+
b

Y

a

X
       c’est l’équation décentrée suivant l’axe (Ox) , d’une ellipse de demi grand 

axe  a  et de demi petit axe b . 

 

2. Vitesse du point M 

Nous avons :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

−==
==

→−−
→

tb
dt

dy
V

ta
dt

dx
V

dt

OMd
V

y

x

co
s

sin
 

 

D’où :  tbabtbtaVVV yx
22222222222 sin)(cossin −+=+=+=

 

tbabV 2222 sin)( −+=  

On doit chercher s’il existe un instant  t  tel que :  λ=V   avec  0f  λ  
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tbab 22222 sin)( −+=λ         ⇔ t
ba

b 2

22

22

sin=
−

−λ
   

22

22

sin
ba

b
t −

−
±=

λ
 

 

or on sait que la valeur du sinus est comprise entre 0 et 1, cela revient à discuter la double 

inégalité :  10
22

22

≤
−

−
≤

ba

bλ
  qui se traduit par deux équations : 

022 ≥− bλ                      ⇒ b≥λ  

2222 bab −≤−λ              ⇒ a≤λ  

Il existe bien des instants   t   tel que λ=V   a condition  que : ba ≤≤
λ

 

3. Les vecteurs vitesse  et accélération  :  
→

V
→

γ

S’ils sont perpendiculaires 
(

 ) alors leur produit scalaire est nul.    
→→

⊥ γ  V 0=
→

•

→

γ   V

Calculons le vecteurs accélération : 
⎩
⎨
⎧

−=

−=
==

→
→

tb

ta

dt

Vd

y

x

sin

co
sγ

γ
γ  

Si          0=
→

•

→

γ   V ⇒ 0=+
yyxx VV γγ     ⇔      0cossincossin 22 =− ttbtta

0co
s

sin)( 22 =− ttba    qui s’écrit aussi sous la forme :  02sin)( 22 =− tba

 

comme nous avons :   alors  ba f 02sin =t   ce qui se traduit par :  

πmt =2    ⇒    
2

π
mt =       avec  INm∈  

 

4.  Représentation graphique des vecteurs 

Représentons l’hodographe du mouvement et traçons sur la courbe les deux vecteurs dans les 

positions où ils sont perpendiculaires. 

En effet nous avons : t
a

Vx 2

2

sin=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
       et   t

b

Vy 2

2

cos=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Ce qui donne : 1

22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

b

V

a

V yxx    c’est l’équation d’une ellipse  de demi axe  a  et  b   

respectivement sur l’axe Ox et Oy.  
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On trace deux cercles : l’un de rayon    a=λ   et l’autre de rayon    b=λ   car a b≤≤
λ

 

Et l’intersection de ces deux cercles avec l’hodographe des vitesses donne les quatre points 

donc les instants où la vitesse est perpendiculaire à l’accélération. 

On voit bien que 
V

  aux points  sur l’axe (Ox) et    sur l’axe (Oy) qui 

correspondent aux instants  

→→

⊥ γ  21 , AA 21 , BB

2

π
mt =    avec  INm∈  

 

 

1A 2A  

  Vy  

 xV

 1B

 2B

 a

 b

→

V
→

γ
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CHAPITRE  VI 

 

 

CINEMATIQUE DU SOLIDE 
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CINEMATIQUE DU SOLIDE 
 

1. Généralités 

Un solide est dit indéformable, si la distance entre deux points de celui-ci reste constante et 

invariable au court du temps :  [] CteABtBtAd ==
→−

)(),( 

La mécanique des solides permet d’étudier le comportement des solides et déterminer tous les 

paramètres cinématiques de l’ensemble de ses points quel que soit la nature du mouvement. 

La notion de torseur, déjà étudiée dans les chapitres précédents, sera très utile dans la 

cinématique des solides. La formule de transport permet, connaissant la vitesse d’un seul 

point du solide de déduire facilement la vitesse de tous les points du solide. 

L’objectif de la cinématique du solide est de connaître la position, la vitesse et l’accélération 

de tous les points du solide par rapport à un repère déterminé. 

 

2. Notion de Repères et Référentiels 

Pour étudier le mouvement d’un solide où d’un système composé de plusieurs solides, il est 

indispensable de repérer la position de chaque point ainsi que les vecteurs cinématiques dans 

l’espace et le temps. 

Nous considérons en cinématique classique que l’espace est Euclidien, à trois dimensions et le 

temps est absolu et indépendant de l’observateur. 

Afn de repérer le solide, l’observateur va défnir : 

- Un repère d’espace défni par une origine  O  et une base orthonormée . Le 

trièdre  défni complètement le repère d’espace dans lequel peuvent être 

exprimées les coordonnées de tous les points du solide. 

),,( 000

→→→

zyx

),,,( 000

→→→

zyxO

- Un repère de temps (appelé aussi échelle de temps) avec une origine et une unité de 

temps. Dans le système MKSA l’unité de temps est la seconde. 

 

Ces deux repères défnissent un repère espace-temps appelé en cinématique classique 

référentiel ou simplement repère. Nous choisissons ensuite un point   quelconque du  sO
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solide. La position de ce point est donnée à chaque instant par le vecteur position   

exprimé dans le repère .  Les coordonnées du point  dépendent du temps et 

permettent de connaître à chaque instant la position du repère  lié au solide. 

→−−

sOO

),,,( 000

→→→

zyxOR sO

),,,(
→→→

ssss zyxOR

Le passage du repère   vers le repère  lié au solide est 

déterminé par la matrice de passage qui exprime les vecteurs unitaires   en 

fonction des vecteurs unitaires . Cette matrice de passage s’exprime en fonction 

des angles d’Euler que nous verrons dans ce chapitre. L’orientation du repère lié au solide est 

indépendante du choix du point . 

),,,( 000

→→→

zyxOR ),,,(
→→→

ssss zyxOR

),,( 000

→→→

zyx

),,(
→→→

sss zyx

sO

L’ensemble des paramètres de translation et de rotation constituent les paramètres de situation 

ou degrés de liberté du solide dans l’espace par rapport au repère . Si le 

nombre de paramètres est égale à 6  (3 rotations et 3 translations) on dit que le solide est 

complètement libre dans . Si le nombre de paramètres est inférieur à 6 , on dit 

que le solide est lié ou soumis à des liaisons, certains paramètres ne varient pas au cours du 

temps. 

),,,( 000

→→→

zyxOR

),,,( 000

→→→

zyxOR

 

3. Systèmes de notations  

Dans l’étude de la cinématique nous adoptons la notation suivante : 

Soit   un repère lié à l’observateur et  P  un point du solide, nous avons : ),,,(
→→→

iiiii zyxOR

→−−

POi  :  vecteur position du point P par rapport au repère  ; iR

dt

POd
PV i

i
i

→−−
→−

=
         

)(    : vitesse du point  P  par rapport au repère  ; iR

dt

PVd
P i

i
i )(

)(
         

→−
→−

=γ    : accélération du point  P  par rapport au repère  ; iR

Les  paramètres cinématiques sont toujours liés au repère.   
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4. Repère d’étude, lié à l’observateur et repère de projection  

Les paramètres cinématiques (vecteurs vitesse et accélération) des points du solide sont 

étudiés dans un repère lié à l’observateur. Ce repère est appelé repère d’étude. ),,,(
→→→

iiiii zyxOR

Les composantes des vecteurs vitesses    et  accélération  étant mesurés et défnis 

dans le repère  nous pouvons connaître leurs composantes dans n’importe 

quel repère de l’espace  que l’on appellera repère de projection. 

         

)(

→−

PV i
          

)(

→

Piγ

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

),,,(
→→→

ppppp zyxOR

Le choix de ce repère de projection permet d’exprimer les paramètres cinématiques avec des 

expressions mathématiques plus simples. Il est souvent intéressant de choisir le repère de 

projection différent du repère d'étude afn de simplifer et réduire les calculs. Le repère de 

projection étant mobile par rapport au repère d’étude, il faut faire attention lors des 

dérivations que les vecteurs unitaires du repère de projection changent de direction donc il 

faut en tenir compte. 

 

5. Mouvement d’un repère  par rapport à un repère    lié à l’observateur kR iR

Soit  un repère lié à l’observateur et  un repère en 

mouvement quelconque par rapport au premier. Tout point de l’espace peut être repéré 

totalement dans   et déduire ses composantes dans  où inversement en connaissant le 

mouvement de  par rapport à . 

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

kR iR

kR iR

Le mouvement du repère   est totalement connu si : kR

- La position de son centre   est totalement connu dans  ; kO iR

- L’orientation des axes de   est connu par rapport à ceux de . kR iR

-  

5.1.  Repérage du centre  du repère  kO kR

Le repérage du point  centre du repère   est déterminé par les composantes du vecteur 

 liant les deux centres des repères dans   ou  , ceci se traduit par les relations  

kO kR

→−−

kiOO iR kR

suivantes :   

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     

 220

ki OO

A.KADI 
 

 

Dans  :              ;    Dans    :   iR

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

→

•

→−−

→

•

→−−

→

•

→−−

iki

iki

iki

i

zOO

yOO

xOO

R

kR

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

→

•

→−−

→

•

→−−

→

•

→−−

kki

kki

kki

k

zOO

yOO

xOO

R

 

5.2  Repérage de l’orientation des axes du repère  

Pour repérer l’orientation des axes du repère   ,  on ramène ce repère en   de telle sorte 

que les centres     et   O    soient confondues  (

kR iO

iO k )≡ . 

Le repère   est en rotation quelconque par rapport au repère , dans ce  cas chacun des 

vecteurs unitaires (  aura des composantes  

kR iR

),,
→→→

kkk zyx

ki oo ≡

→

iz

→

iy

→

ix

→

kz

→

ky  

→

kx

dans le repère  ; nous pouvons alors écrire :  iR

→→→→

++=
kkki zyxx 131211

ααα  

→→→→

++=
kkki zyxy 232221

ααα  

→→→→

++=
kkki zyxz 333231

ααα  

 

Ces trois équations peuvent se mettre sous la forme matricielle, ce qui donne : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

k

k

k

i

i

i

z

y

x

z

y

x

333231

232221

131211

ααα

ααα

ααα

 

La matrice [   (3x3) défnie par les éléments  ]P ij
α   est appelée matrice de passage du repère 

  au repère  . La matrice [   est orthogonale droite, trois paramètres indépendant 

permettent de repérer l’orientation du repère . Les paramètres indépendants les plus utilisés 

pour déterminer l’orientation de la base mobile sont les angles d’Euler que l’on présentera en 

détail dans ce chapitre. Nous allons d’abord étudier les relations existant entre les deux bases 

  et    puis expliciter la formule de la base mobile et ses conséquences. 

iR kR ]P

kR

iR kR
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5.3.  Formule de la base mobile 

Soit  un repère fxe et  un repère mobile par rapport au 

premier. Les vecteurs unitaires du repère sont orthogonaux entre eux et de module 

constant et égale à 1, mais ils changent de direction dans l’espace. 

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

kR

1===
→→→

kkk zyx       et      0.  ,  0.  , 0. ===
→→→→→→

kkkkkk zyzxyx

Nous allons déterminer les dérivées de ces vecteurs dans le repère   : iR

dt

zd

dt

yd

dt

xd k
i

k
i

k
i

→→→

    ,   , 

Soit   , le vecteur rotation de la base  par rapport à 

la base . 

)(
   →→→•→

++=Ω
kkk

i
k zcybxaθ ),,,(

→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

Nous avons alors les relations suivantes : 

⇒⊥
→

→

k
k

i

x
d

xd
θ ),(

→→
→

∈
kk

k
i

zy
d

xd
θ  ; nous pouvons écrire : ).0

→→→
→

−+=
kkk

k
i

zbycx
d

xd
θ  

→→••→→→
→→

∧Ω=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−+==
k

i
kkkk

i
k

i
k

i

x

c

b

a

zbycx
dt

d

d

xd

dt

xd

0

0

1

).0( θθ
θ

θ  

⇒⊥
→

→

k
k

i

y
d

yd
θ ),(

→→
→

∈
kk

k
i

zx
d

yd
θ  ; nous pouvons écrire : ).0

→→→
→

++−=
kkk

k
i

zayxc
d

yd
θ  

→→••→→→
→→

∧Ω=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=++−==
k

i
kkkk

i
k

i
k

i

y

c

b

a

zayxc
dt

d

d

yd

dt

yd

0

1

0

).0( θθ
θ

θ  

⇒⊥
→

→

k
k

i

z
d

zd
θ ),(

→→
→

∈
kk

k
i

yx
d

zd
θ  ; nous pouvons écrire : ).0

→→→
→

+−=
kkk

k
i

zyaxb
d

zd
θ  

→→••→→→
→→

∧Ω=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+−==
k

i
kkkk

i
k

i
k

i

z

c

b

a

zyxb
dt

d

d

zd

dt

zd

1

0

0

).0( θθ
θ

θ  

Nous avons donc :     
→→

→

∧Ω=
k

i
k

k
i

x
dt

xd
    ;       

→→
→

∧Ω=
k

i
k

k
i

y
dt

yd
    ;  

→→
→

∧Ω=
k

i
k

k
i

z
dt

zd
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5.4.  Dérivée dans le repère   d’un vecteur    exprimé dans un repère  iR )(tV
→

kR

Le vecteur  s’écrira :   dans le repère  .  )(tV
→ →→→→

++=
kkkkkk zZyYxXtV )( kR

Sa dérivée dans le repère   a pour expression : kR
→•→•→•

→

++=
kkkkkk

k

zZyYxX
dt

tVd )(
 

Sa dérivée dans le repère  s’écrira : iR

→→→→→→
→→

∧Ω+∧Ω+∧Ω+=
k

i
kkk

i
kkk

i
kk

ki

zZyYxX
dt

tVd

dt

tVd )()(

 

 

)(
)()()(

tV
dt

tVd
zZyYxX

dt

tVd

dt

tVd i
k

k

kkkkkk
i
k

ki →→
→

→→→→
→→

∧Ω+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++∧Ω+=  

On obtient fnalement :     )(
)()(

tV
dt

tVd

dt

tVd i
k

ki →→
→→

∧Ω+=  

 

5.5. Propriétés du vecteur  

→

Ωi
k

a) Le vecteur   est antisymétrique par rapport aux indices i et  j :  

→

Ωi
k

→→

Ω−=Ω k
i

i
k

b) Formule de Chasles :       (principe de composition) 

→→→

Ω+Ω=Ω i
j

j
k

i
k

c) 
dt

d

dt

d i
k

ki
k

i

→→

Ω
=

Ω
      égalité des dérivées par rapport aux indices. 

 

6.  Angles d’Euler 

6.1 Angles d’Euler de type 1 

Soit  un  repère fxe et   un repère lié au solide (S), en 

mouvement quelconque dans l’espace. Le centre du repère  appartient au 

solide . 

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

kO kR

)(SOk
∈

Dans le cas des angles d’Euler de type 1, on considère que les centres  et  des deux 

repères sont confondus :  , ce qui signife que le repère   ne fait que des rotations  

iO kO

ki OO ≡
kR
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par rapport au repère .  Trois paramètres indépendants sont nécessaires pour défnir 

complètement l’orientation du repère  par rapport à celle de .  

iR

kR iR

Le passage du repère  vers le repère  se fera par trois rotations en utilisant deux repères 

intermédiaires    et  . 

iR iR

1R 2R

 

6.1.1. Passage du repère   vers le repère  : (précession) 1R iR

La rotation se fait autour de l’axe  .  
→→

≡
1zzi

On passe du repère  vers le repère   en faisant une rotation 

d’angle  

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,( 11111

→→→

zyxOR

ψ  : appelé angle de précession. La vitesse de rotation  est donnée par : 

   car   est confondu avec . 
→•→•→

==Ω
11 zzi

i ψψ
→

iz
→

1z

La représentation se fait par des fgures planes, à partir desquelles nous construisons les 

matrices de passage.  Nous avons ainsi :  
→→→→

++=
iii zyxx .0sincos1

ψψ  

→→

=
1zzi

→

iy
→

1y
ψ

ψ →

ix

→

1x 

Précession 

→→→→

++−=
iii zyxy .0cossin1

ψψ  

→→→→

++=
iii zyxz .0.01  

Ces trois équations peuvent être mise 

 sous forme matricielle et nous obtenons: 

                                                                              
→→→→→→→

∧===
11111  avec   ),(),( yxzyyxx ii

ψ  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

i

i

i

z

y

x

z

y

x

100

0cossin

0sincos

1

1

1

ψψ

ψψ

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
→

100

0cossin

0sincos

1
ψψ

ψψ

RiRP   est la matrice de passage du repère  vers le repère . 1R iR

La matrice de passage de  vers  est égale à la transposée de  :  iR 1R RiRP →1   11 RiR
T

RRi PP →→
=
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6.1.2. Passage du repère   vers le repère  : (Nutation) 2R 1R

La rotation se fait autour de l’axe  .  
→→

≡
21 xx

On passe du repère  vers le repère en faisant une rotation 

d’angle  

),,,( 22222

→→→

zyxOR ),,,( 11111

→→→

zyxOR

θ  : appelé angle de Nutation. La vitesse de rotation  est donnée par : 

   car   est confondu avec . 
→•→•→

==Ω
21

1
2 xx θθ

→

1x
→

2x

→→

=
21 xx

→

1z→

2z
θ

θ →

1y 

→

2y  

Nutation Nous avons ainsi :  
→→→→

++=
112 .0.0 zyxx i  

→→→→

++=
izyxy θθ sincos.0 112  

→→→→

+−=
izyxz θθ cossin.0 112  

 
Sous forme matricielle et nous obtenons: 

                                                                                   )  avec   ),(),( 2222121

→→→→→→→

∧=== zyxzzyyθ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

2

2

2

cossin0

sincos0

001

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
→

θθ

θθ

cossin0

sincos0

001

12 RRP   est la matrice de passage du repère  vers le repère . 2R 1R

 

6.1.3. Passage du repère   vers le repère  : (Rotation propre) kR 2R

La rotation se fait autour de l’axe  .  
→→

≡
kzz2

On passe du repère  vers le repère en faisant une rotation 

d’angle  

),,,(
→→→

kkkkk zyxOR ),,,( 22222

→→→

zyxOR

ϕ  : appelé angle de Rotation propre. La vitesse de rotation  est donnée par : 

   car   est confondu avec . 
→•→•→

==Ω
kk zz ϕϕ

2
2

→

2z
→

kz

Nous avons ainsi :  
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→→

=
kzz2

→

2y→

ky
ϕ

ϕ →

2x

→

kx  

Rotation propre →→→→

++=
222 .0sincos zyxxk

ϕϕ  
→→→→

++−=
222 .0cossin zyxyk

ϕϕ  
→→→→

++=
222 .0.0 zyxzk  

Sous forme matricielle et nous obtenons: 
 

 

                                                                         
→→→→→→→

∧===
kkkkk yxzyyxx  avec   ),(),( 22

ϕ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

100

0cossin

0sincos

z

y

x

z

y

x

k

k

k

ϕϕ

ϕϕ

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
→

100

0cossin

0sincos

2
ϕϕ

ϕϕ

RRkP   est la matrice de passage du repère  vers le repère . kR 2R

Le passage du repère   vers le repère   ou inversement se fait par trois rotations 

successives de telle sorte que tous les axes de  occupent des positions différentes de celle 

de . La matrice de passage de  vers   est donnée par le produit des trois matrices 

successives, on obtient : 

kR iR

kR

iR kR iR

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+−−−

+−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

i

i

i

k

k

k

z

y

x

z

y

x

        cos                            cossin                              sinsin

sincoscoscossincossincoscossincossin

sinsincoscossinsincossincossincoscos

θϕθϕθ

θϕϕθψψϕϕθψψϕ

θϕψθϕψϕϕθψψϕ

 

 

La matrice de passage de  vers    est donnée  par la transposée de cette dernière. iR kR

Le vecteur rotation instantané du repère    par rapport à  aura pour expression 

vectorielle :   .  

kR iR

→•→•→•→

++=Ω
21 zxzi

i
k

ϕθψ

 

Il aura une expression différente selon qu’il soit écrit dans l’un ou l’autre des deux repères. 
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                cos

sincossin

cossinsin

   
ψψϕ

ϕθϕθψ

ϕθϕθψ
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i
k
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Dans    , nous aurons :   iR

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+−

+

=Ω
••

••

••

→

                cos

sincossin

cossinsin

ψψϕ

ψθψθϕ

ψθψθϕ

i

i
k

R

Dans    , nous aurons :  Ω  kR

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

+

=

Ce vecteur instantané de rotation permet de déduire la vitesse de tous les points du solide en 

connaissant la vitesse d’un seul point appartenant au solide. 

 

7.  Champs des vitesses et accélérations d’un solide 

Soit un repère fxe  et un solide  ( ) lié à un  repère  en 

mouvement quelconque dans l’espace. Pour tout point su solide ( ) nous pouvons lui 

associer son vecteur position, donc son vecteur vitesse et vecteur accélération. 

),,,(
→→→

iiiii zyxOR kS ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

kS

Considérons deux points    et    appartenant au solide ( ) , nous allons chercher une 

relation entre leur vitesse et leur accélération. 

kA kB kS

 

7.1. Champs des vitesses 
 

Le solide (Sk)  est indéformable, alors la  

 Ok

 Oi

→

iz

→

ky  

→

kx  

→

iy

→

ix

→

kz

 Ak

 Bk 

( Sk) distance   reste constante au cours  CteBA kk
=

→−−−

du temps dans les deux repères. 

Ce vecteur s’exprimera de façon différente  

dans   et   . Les vitesses des points  iR kR

kA   et    sont différentes car le solide  kB

a un mouvement quelconque. 
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Dans  le repère  nous avons :   iR
→−−−→−−−→−−−

+=
kkkiki BAAOBO ⇒ CteAOBOBA kikikk

=−=
→−−−→−−−→−−−

Dans  le repère  nous avons :    kR
→−−−→−−−→−−−

+=
kkkkkk BAAOBO ⇒ CteAOBOBA kkkkkk

=−=
→−−−→−−−→−−−

Des deux expressions nous pouvons déduire une relation entre les vitesses des deux points 

appartenant au solide. 

Les vitesses des deux points par rapport au repère sont données par:   iR

dt

AOd
AV ki

i

k
i

→−−−
→

=)(         et      
dt

BOd
BV ki

i

k
i

→−−−
→

=)( 

Ses deux expressions peuvent s’écrire sous la forme : 

→−−−→
→−−−→−−−

→

∧Ω+==
ki

i
k

ki
k

ki
i

k
i AO

dt

AOd

dt

AOd
AV )(        ………..(1) 

→−−−→
→−−−→−−−

→

∧Ω+==
ki

i
k

ki
k

ki
i

k
i BO

dt

BOd

dt

BOd
BV )(        ………..(2) 

En faisant la différence entre les deux expressions (2) - (1) : on aboutit à : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−∧Ω+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=−
→−−−→−−−→

→−−−→−−−

→→

kiki
i
k

ki
i

ki
i

k
i

k
i AOBO

dt

AOdBOd

AVBV )()(  

or on sait que : 0==
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− →−−−

→−−−→−−−

dt

BAd

dt

AOBOd
kk

ikiki
i

   car    
→−−−→−−−→−−−

=−
kkkiki BAAOBO

On obtient ainsi la relation de distribution des vitesses dans un solide : 

→−−−→→→

∧Ω+=
kk

i
kk

i
k

i BAAVBV )()(  

Cette relation est d’une grande importance dans la cinématique et la dynamique des solides. 

Elle permet, à partir de la vitesse d’un point du solide de déduire la vitesse de tous les autres 

points du solide en connaissant la vitesse de rotation du repère lié à celui-ci. 

Remarques : 

a) Si le vecteur rotation instantané   , alors le solide est en mouvement de translation 

pur et tous les points du solide ont la même vitesse :  ; 

→→

=Ω 0i
k

)()( k
i

k
i AVBV

→→

=

b) Si    et     ,   on dit que le solide est en mouvement de 

rotation pur autour du point   ; 

→→

= 0)( k
i AV

→−−−→→

∧Ω=
ki

i
kk

i BABV )(

)( kk SA ∈
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c) Le mouvement quelconque (général) d’un solide peut être décrit comme étant composé 

d’un mouvement de translation du point  )( kk SA ∈  à la vitesse V  et d’un 

mouvement de rotation autour du point  

)( k
i A

→

)( kk SA ∈  à la vitesse de rotation 

→

i
k

Ω

)()(

kS

. 

 

7.2.  Equiprojectivité du champ des vitesses d’un solide 

Nous pouvons le montrer par deux méthodes  différentes. 

a)  Nous avons montré précédemment que  V  
→−−−→→→

∧Ω+=
kk

i
kk

i
k

i BAAVB

En multipliant cette expression par le vecteur    , nous obtenons :  
→−−−

kk BA

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+=

→−−−→

•

→−−−→

•

→−−−→

•

→−−−

kk
i
kkkk

i
kkk

i
kk BABAAVBABVBA )()( 

Par permutation circulaire du produit mixte, nous pouvons facilement voir que l’expression : 

→→−−−→−−−

•

→→−−−→

•

→−−−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧Ω=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω 0kkkk

i
kkk

i
kkk BABABABA  

On obtient ainsi l’égalité :       )()( k
i

kkk
i

kk AVBABVBA

→

•

→−−−→

•

→−−−

=

(propriété d ‘équiprojectivité du champ des vitesses du solide) 

 

b) Cette expression peut être retrouvée   

    d’une autre façon. 
Le solide (  est indéformable )

 Oi

→

iz

)( k
i AV

→

→

iy

→

ix

 Ak

 Bk 
)( k

i BV

→

 

( Sk) 

 et la distance  est constante alors :  
→−−−

kk BA

0

2

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →−−−

dt

BAd kk

 

02

2

==
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
→−−−

→−−−

→−−−

dt

BAd
BA

dt

BAd
kk

kk

kk

 

 

0)()(2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→→

•

→−−−

k
i

k
i

kk AVBVBA    d’où    )()(
    

k
i

kkk
i

kk AVBABVBA

→

•

→−−−→

•

→−−−

=
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Cette propriété d’équiprojectivité entraîne l’existence d’un vecteur libre    tel que : 

→

Ωi
k

→−−−→→→

∧Ω+=
kk

i
kk

i
k

i BAAVBV )()(     , ce qui permet d’introduire la notion de torseur cinématique. 

 

7.3. Champs des accélérations 

Pour chaque point du solide   lié au repère  , on déduit l’accélération à partir de la 

vitesse à partir de la relation : 

)( kS kR

dt

AVd
A k

ii

k
i )(

)(

→
→

=γ  

Nous allons chercher une relation qui lie les accélérations :   et   )( k
i A

→

γ )( k
i B

→

γ

Nous avons déjà établi une relation entre les vitesses des deux points :  

→−−−→→→

∧Ω+=
kk

i
kk

i
k

i BAAVBV )()(  

Nous déduirons la relation entre les accélérations par dérivation de l’expression des vitesses. 

dt

BAd
BA

dt

d

dt

AVd

dt

BVd
B kk

i
i
kkk

i
k

i
k

ii
k

ii

k
i

→−−−
→→−−−

→→→
→

∧Ω+∧
Ω

+== )()(
)(γ  

et comme :   
→−−−→→−−−→

→−−−→−−−

∧Ω=∧Ω+=
kk

i
kkk

i
k

kk
k

kk
i

BABA
dt

BAd

dt

BAd
   car  

→
→−−−

= 0
dt

BAd kk
k

 

on obtient fnalement la relation entre les accélération des deux points  et  du solide :  kA kB

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−−−→→→−−−

→
→→

kk
i
k

i
kkk

i
k

i

k
i

k
i BABA

dt

d
AB )()( γγ  

On constate que si la vitesse de rotation est constante   l’expression devient : 
→→

=Ω 0i
k

2

)()()( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+=

→→−−−→→−−−→→→→

i
kkkk

i
kk

i
k

i
kk

i
k

i BAABAAB γγγ  

 

7.4.  Torseur cinématique 

La formule de distribution des vitesses est donnée par la relation : 

→−−−→→→

∧Ω+=
kk

i
kk

i
k

i BAAVBV )()(  

La formule de transport des moments entre deux points  et  du solide a pour expression : kA kB
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→−−→→−→−

∧+=
kkkk BARAMBM )()(  ; nous constatons qu’il y a équivalence entre ces deux équations. 

Le vecteur vitesse au point  est le moment au point  d’un torseur que nous noterons : 

    et la résultante  n’est autre que le vecteur rotation instantané . 

kB kB

[]
kBC

→

Ωi
k

Le torseur cinématique au point   ou (torseur de distribution des vitesses) relatif au 

mouvement du solide par rapport à   a pour éléments de réduction : 

kB

iR

- le vecteur rotation instantanée   ; 

→

Ωi
k

- la vitesse au point  :    kB )( k
i BV

→

il sera noté sous la forme : []  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

∧Ω+=

Ω
=

→−−−→→→

→

kk
i
kk

i
k

i

i
k

k

BAAVBV
BC

)()(

                                          

Le torseur cinématique est d’un grand intérêt car il caractérise complètement le mouvement 

d’un solide par rapport au repère   en ce qui concerne les vitesses. iR

Comme les éléments de réduction du torseur cinématique sont des fonctions du temps alors le 

torseur cinématique en dépend, il a donc à chaque instant une résultante et un champ de 

vitesse différent. 

 

7.5. Axe instantané de rotation 

On appelle axe instantané de rotation l’axe central du torseur cinématique. Nous avons montré 

précédemment que l’axe central est  l’ensemble des points  P  tels que le moment du torseur 

en ce point soit parallèle à la résultante. Dans le cas du torseur cinématique, l’ensemble de ces 

points constitue l’axe dont les vitesses sont parallèles au vecteur vitesse instantanée de 

rotation. 

A chaque instant le mouvement du solide peut être considéré comme étant la composition 

d’un mouvement de rotation de vitesse de rotation autour de l’axe instantané et d’une 

translation dont la direction instantanée est parallèle au vecteur vitesse de rotation . 

  

→

Ωi
k

  

→

Ωi
k

Soit un solide (S)  lié à un repère  en mouvement quelconque par rapport à un repère  et 

 le vecteur rotation instantané du solide par rapport à .  

kR iR

  

→

Ωi
k iR
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On considère un point  . Soit  ()(SA∈ )π   un plan de normale   et contenant le point   A   

tel que la vitesse de rotation du solide soit parallèle à   :   .  Le vecteur vitesse 

du point   

→

n

→

n
→→

Ω=Ω ni
k

i
k   

)(π∈A   peut se décomposer en deux vecteurs, l’un dans le plan )(π  et l’autre 

perpendiculaire à )(π  , ce qui donne :  

)()()( AVAVAV nt

→→→

+=   avec  V   et  V  )()( π∈
→

At n

i
kt )(

)()( π⊥
→

A

 →

Ω i
k

 Oi 

→

iz  

)(AVn

→

→

iy

→

ix

)(AVt

→

 A

)(AV
→

→

n
P 

π( 

 

 

 

 

 

 

 

 

D’après ce que l’on a développé sur les torseurs, il est possible de trouver un point  P  tel 

que :    V   , alors l’expression de la vitesse du point  A  s’écrira : 
→−→→

∧Ω= PAA

→−→→→

∧Ω+= PAAVAV i
kn )()(  

Quelque soit  )(π∈Q nous pouvons par la formule de transport écrire : 

→−→→→−→→−→→→−→→→

∧Ω+=∧Ω+∧Ω+=∧Ω+= PQAVAQPAAVAQAVQV i
kn

i
k

i
kn

i
k )()()()(  

→−→→→

∧Ω+= PQAVQV i
kn )()(  

Nous pouvons conclure que le vecteur vitesse du point )(π∈Q  s’écrit :  

)()()( QVQVQV nt

→→→

+=  

avec : V      et     V  
→−→→

∧Ω= PQQ i
kt )( nn

→→

= )()( AVQ

On constate que la composante de la vitesse, normale au plan )(π  est la même pour tous les 

points du solide. On obtient fnalement quelque soit  P  et  Q :   

→−→→→

∧Ω+= PQQVQV i
kn )()(  
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Le mouvement du solide dans ce cas se décompose à chaque instant en un mouvement de 

translation dans le plan et en un mouvement de rotation autour d’un axe passant par le point  

P  et parallèle au vecteur unitaire . 
→

n

L’axe ainsi défni par le point  P  et le vecteur unitaire  constitue l’axe instantané de 

rotation du solide par rapport au repère . 

→→

Ω i
kn   //  

iR

Nous savons que l’axe central d’un torseur est le lieu des points  P  où le moment est 

minimum ou nul. Dans le cas d’un torseur cinématique, la vitesse instantanée est nulle sur 

tous les points de l’axe central.  On déduit que si la vitesse est nulle, en deux points distincts 

d’un solide, alors l’axe joignant les deux points est forcément un axe de rotation donc un axe 

central du torseur cinématique.   

 

8. Lois de composition des mouvements 

8.1. Loi de composition des vitesses 

Soit  un repère fxe de référence et  un repère en 

mouvement quelconque par rapport au repère fxe. On considère un solide  dont le 

mouvement est connu dans le repère relatif  . 

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

)( kS

),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

Soit   P  un point du solide, nous pouvons écrire  à chaque instant : O  
→−−→−−−→−−

+= POOOP

La vitesse du point  P  dans le repère  est donnée par la dérivée du vecteur    dans ce 

même repère. 

iR
→−−

POi

dt

POd

dt

OOd

dt

POd
PV k

i
ki

i
i

i
i

→−−→−−−→−−
→

+==)( 

Développons les deux termes de la vitesse, ce qui donne : 

)( k
iki

i

OV
dt

OOd
→

→−−−

=    : vitesse du centre du repère   kR

par rapport au repère  ; iR

→−−→→→−−→
→−−→−−

∧Ω+=∧Ω+= POPVPO
dt

POd

dt

POd
k

i
k

k
k

i
k

k
k

k
i

)( 

→

iz

→

iy  

 Ok 

 Oi

→

ky
→

kx  

→

ix

→

kz  
 P. (Sk)
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Finalement la vitesse du point  P dans le repère  s’écrit :  iR

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω++=

→−−→→→→

POOVPVPV k
i
kk

iki )()()(   qui s’écrit aussi sous la forme :  

)()()( PVPVPV i
k

ki

→→→

+=  

)(PV i

→

 : vitesse absolue du point  P  pour un observateur lié  iR

)(PV k

→

 : vitesse relative du point  P  par rapport à  en mouvement par rapport à  kR iR

)(PV i
k

→

 : Vitesse d’entraînement du point  P  s’il était immobile dans . kR

8.1.1.  Propriétés mathématiques du vecteur  )(PV i
k

→

•          :  antisymétrique par rapport aux indices donc aux repères ; )()( PVPV k
i

i
k

→→

−=

•   )()()( PVPVPV i
j

j
k

i
k

→→→

+=

8.2. Loi de composition des accélérations 

L’accélération absolue    du point  P  se déduit à partir de la vitesse absolue : )(Pi

→

γ

dt

POd

dt

OVd

dt

PVd

dt

PVd
P k

i
k

i
k

iikiii
i )()()()(

)(

→−−→→→→
→ ∧Ω

++==γ

 

Développons chacun des trois termes : 

i) )()()(
)()(

PVPPV
dt

PVd

dt

PVd ki
k

kki
k

kkki →→→→→
→→

∧Ω+=∧Ω+= γ  ; 

ii) )(
)(

k
ik

ii

O
dt

OVd
→

→

= γ  ; 

iii) 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∧Ω+∧Ω+∧

Ω
=

∧Ω+∧
Ω

=
∧Ω

→−−→
→−−

→→−−

→

→−−
→→−−

→→−−→

PO
dt

POd
PO

dt

d

dt

POd
PO

dt

d

dt

POd

k
i
k

k
k

i
kk

i
k

i

k
i

i
kk

i
k

i
k

i
k

i

                        

)(

                                 

                                    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+∧Ω+∧

Ω
=

→−−→→→→−−

→

POPVPO
dt

d
k

i
k

ki
kk

i
k

i

)(  
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La somme des trois termes donne : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+∧Ω+∧

Ω
++∧Ω+=

→−−→→→→−−

→
→→→→→

POPVPO
dt

d
OPVPP k

i
k

ki
kk

i
k

i

k
iki

k
ki )()()()()( γγγ  

)(2)()()()( PVPOPO
dt

d
OPP ki

kk
i
k

i
kk

i
k

i

k
iki

→→→−−→→→−−

→
→→→

∧Ω+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧Ω∧Ω+∧
Ω

++= γγγ  

Cette expression peut s’écrire sous une forme réduite : 

)()()()( PPPP C
i
k

ki
→→→→

++= γγγγ  

)(Pi

→

γ   :   accélération absolue du point  P  (par rapport à  fxe) iR

)(Pk

→

γ  :    accélération relative du point  P  (par rapport au repère  ) kR

)()()(
→−−→→→−−

→
→→

∧Ω∧Ω+∧
Ω

+= POPO
dt

d
OP k

i
k

i
kk

i
k

i

k
ii

k
γγ : accélération d’entraînement  du repère  kR

  : accélération de Coriolis ( accélération complémentaire) )(2)( PVP ki
kC

→→→

∧Ω=γ

L’accélération de Coriolis est une composition entre la vitesse de rotation   du  repère  

par rapport au repère  et la vitesse relative  du point P. 

→

Ωi
k kR

iR )(PV k

→

L’accélération de coriolis du point  P  est nulle, si et seulement si : 

- La  vitesse de rotation du repère relatif par rapport au repère absolue est nulle :   ; 
→→

=Ω 0i
k

- La vitesse relative du point  P  est nulle :   ; 
→→

= 0)(PV k

- La vitesse de rotation est colinéaire avec la vitesse relative :  )(  //  PV ki
k

→→

Ω

 

9. Mouvements particuliers fondamentaux 

9.1.  Mouvement de translation pur 

Un solide   lié à un repère    est dit en mouvement de translation pur 

par rapport à un repère  si les axes de  gardent une direction  

)( kS ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR
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0i
k
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fxe par rapport à ceux de  , au cours du temps. ),,,(
→→→

iiiii zyxOR

Tous les points du solide ont la même vitesse et la même accélération que le point  .  )( kSP∈

La vitesse de rotation du solide est nulle par rapport à  . iR
→

kz

→

iz  Ok 

 Oi

→

ky

→

kx

→

iy  

→

ix

 P 

( Sk) 

 Q

On peut écrire :   V    et   )()( k
ii OVP

→→−−→

=∧Ω 0POk
i
k

Comme    alors  Ω  
→→−−

≠ 0POk

→→

=

Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme. 

 

 

 

Le torseur cinématique qui décrit le mouvement de translation pur est un torseur couple, dont 

la résultante est nulle mais le moment n’est pas nul. 

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≠=

=Ω
=

→→→

→→

0)()(

                   0
/

QVPV

C
ii

i
k

Pik  

 

Comme tous les points du solide ont la même vitesse à chaque instant alors les points 

décrivent des trajectoires parallèles. Trois types de trajectoires peuvent être décrites : 

Soient   P  et   Q  deux points du solide : 

 
 P

 Q

 P

 Q

-  Trajectoire en translation rectiligne :  

 

-  Trajectoire en translation curviligne :  

    les vitesses de points P et Q sont  

    parallèles et égales. 

 

-  Trajectoire en translation circulaire,  
 P

 Q
    les points P et Q  décrivent des  

   cercles de même rayons à la même vitesse 
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9.2.  Mouvement de rotation pur autour d’un axe du solide 

9.2.1.   Vitesse d’un point  P du solide 

Un solide  (  lié à un repère    est dit en mouvement de rotation pur par 

rapport à un repère  si un axe de  reste fxe à tout instant et 

d’une manière permanente dans le repère . Nous avons donc deux points 

distincts  O   et   I  du solide ( qui restent fxe dans le repère au cours du 

mouvement de rotation. 

) ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

k ) ),,,(
→→→

iiiii zyxOR

Le repère  est en rotation pur par rapport au repère  à une 

vitesse angulaire donnée par :      et  V  

),,,(
→→→

kkkkk zyxOR ),,,(
→→→

iiiii zyxOR

→•→•→

==Ω
ki

i
k zz ψψ

→→

= 0)( k
i O

Soit  P  un point quelconque du solide et n’appartenant pas à l’axe de rotation tel que : 

 
→→−

=
kxrIP   

→→

ki zz,

ψ  
→

kx  

→

iy  
→

ix

( Sk) 

Oi =Ok 

P I

ψ  

Quel que soit   , on peut écrire : 
→→

∈
ki zzI et     

→−−→→→

∧Ω+= IOOVIV k
i
kk

ii )()(   ,  or nous avons : 

→−−→

Ω IOk
i
k //       d’où : ⇒

→→−−→

=∧Ω 0IOk
i
k

→→→

== 0)()( k
ii OVIV  

 

I  et  P  sont deux points du solide, nous pouvons alors écrire : 

→−→→−→→→

∧Ω=∧Ω+= IPIPIVPV i
k

i
k

ii         )()(       ⇒    V      )(
→−→→

∧Ω= IPP

On remplace    par leurs expressions, la vitesse du point P devient :    et     
→−→

Ω IPi
k

 V  
→•→→•→−→→

=∧=∧Ω=
kkk

i
k

i yrxrzIPP

Dans un mouvement de rotation pur, le torseur des vitesses est équivalent au torseur glisseur 

défni par : []         avec    
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠Ω
=

→→

→→

0)(

    0 
/

IV

C
i

i
k

Pik

→→

∈
ki zzI et     
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9.2.2.   Accélération du point  P du solide 

Nous avons trouvé précédemment la vitesse du point  P , elle est donnée par : 

    )(
→−→→

∧Ω= IPPV i
k

i  ; on déduit l’accélération par dérivation de cette expression : 

     
)(

)(
dt

IPd
IP

dt

d

dt

PVd
P

i
i
k

i
k

iii
i

→−
→→−

→→
→

∧Ω+∧
Ω

==γ         or nous avons : 

→−→
→−→−

∧Ω+= IP
dt

IPd

dt

IPd i
k

ki

    ;  comme    dans le repère  alors CteIP =
→−

kR
→

→−

= 0 
dt

IPd k

 

ce qui donne :  
→−→

→−

∧Ω= IP
dt

IPd i
k

i

, l’expression de l’accélération devient : 

      )( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
=

→−→→→−

→
→

IPIP
dt

d
P i

k
i
k

i
k

i
iγ  

En développant cette expression on obtient : 

)(  )(      )(

→

•

→→−→−

•

→→→−

→
→

ΩΩ−ΩΩ+∧
Ω

= i
k

i
k

i
k

i
k

i
k

i
i IPIPIP

dt

d
Pγ  

or nous avons :             et      
→−→

⊥Ω IPi
k

⇒ 0=Ω
→−

•

→

IPi
k

→→

•

→

Ω=ΩΩ 2i
k

i
k

i
k

l’expression fnale de l’accélération sera : 

→−

→
→

→−→

∧
Ω

+Ω−= IP
dt

d
IPP

i
k

i
i
k

i                                                               )(

     
2γ  

                   Accélération normale                                         Accélération tangentielle 

                            suivant 

→−

IP                                                               au point   P 

En remplaçant     ,         et   
→•→

=Ω
k

i
k zψ

→→−

=
kxrIP

→••

→

=
Ω

k

i
k

i

z
dt

d ψ  par leur expressions 

respectives 

)()(                     )( 2 PPyrxrP tnkk
i

→→→••→•→

+=+−= γγψψγ  

Les expressions de la vitesse et de l’accélération peuvent s’exprimer facilement dans le repère 

 en déterminant la matrice de passage du repère  vers le repère  :  ),,,(
→→→

iiiii zyxOR iR kR RiRkP →
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→→→→

++=
iiik zyxx .0sincos ψψ  

→→

≡
ki zz  

→

ky
→

kx

→

iy  

→

ix  

ψ

ψ  

→→→→

++−=
iiik zyxy .0cossin ψψ  

→→→→

++=
iiik zyxx .0.0  

d’où    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
→

100

0cossin

0sincos
ψψ

ψψ

RiRkP

La vitesse et l’accélération, aurons pour expression dans  : iR

→•→•→→•→•→

+−=+−==
iiiik

i yrxryxryrPV ψψψψψψψψ cossin)cossin(      )(  

)cossin()sin(cos        )( 22
→→••→→•→••→•→

+−++−=+−=
iiiikk

i yxryxryrxrP ψψψψψψψψγ  

→•••→•••→

+−++−=
ii

i yrxrP )cossin()sin cos( )( 22 ψψψψψψψψγ  

 

9.3.  Mouvement hélicoïdal  (rotation + translation)  

Un solide ( lié à un repère  décrit un mouvement hélicoïdal par rapport à 

un repère fxe  si : 

) ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

- Un axe du repère  reste en coïncidence à tout instant avec un axe du 

repère   

),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

- La coordonnée du point   centre du repère  suivant l’axe de 

coïncidence, est proportionnelle à l’angle de rotation du repère  par 

rapport au repère  au cours du mouvement de rotation. 

)( kO ),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

kkkkk zyxOR

),,,(
→→→

iiiii zyxOR

Nous avons alors : O   ,   le scalaire   
→→→−−−

==
kiki ztztO λ   représente le pas du 

mouvement hélicoïdal le long de l’axe de coïncidence. 

Nous avons deux mouvements qui se superposent : 

- Un mouvement de translation le long de l’axe commun   ; 
→→

≡
ki zz

- Un mouvement de rotation autour de ce même axe . 
→→

≡
ki zz
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Soit  P  un point du solide, nous avons à chaque instant :   
→−−−→−−−→−−−

+= POOOPO kkii

 

Le vecteur    s’écrit dans le repère  :  
→−−−

kiOO iR
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−−

)(

0

0

tR

OO

i

ki

λψ

 

Le vecteur    s’écrit dans le repère  :     et dan   
→−−−

POk kR
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−−

c

b

a

R

PO

k

k iR
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−−

            

)(sin

)(cos

c

tb

ta

R

PO

i

k
ψ

ψ

 

La somme des deux vecteurs nous donne le vecteur    dans le repère  :  
→−−−

POi iR

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

=
→−−−

(t)  

)(sin

)(cos

λψ

ψ

ψ

c

tb

ta

R

PO

i

i  

 

La vitesse et l’accélération du point  P   dans le repère  se déduisent facilement par 

dérivation dans le même repère : 

iR

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

==
•

•

•

→−−
→

        (t)

)(cos

)(sin

)(

ψλ

ψψ

ψψ

tb

ta

R

dt

POd
PV

i

i
i

i     et    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−−

==
••

•••

•••

→
→

                                (t)

)(sin)(cos

)(cos)(sin
)(

)( 2

2

ψλ

ψψψψ

ψψψψ

γ tbtb

tata

R

dt

PVd
P

i

ii
i  
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Exercice 06:   Simulateur de vol

Pour simuler les conditions de vol des avions, les ingénieurs ont conçu un appareil spécial 

pour l’entraînement des pilotes qui consiste en un bras (1) en rotation dans le plan horizontal 

tel que :  : repère fxe ; ),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 1111

→→→

zyxOR :repère mobile lié au bras, avec et  sens positif ; 
→→

≡
10 zz ψ==

→→→→

),(),( 1010 yyxx

Un cockpit (2) en rotation autour de l’axe  tel que  et  (   sens 

positif ;    :  repère lié au cockpit avec OB = R. 

→

1x
→→

≡
21 xx θ==

→→→→

),(), 2121 zzyy

3232 zzxx

),,,( 2222

→→→

zyxBR

Un siège-pilote (3) en rotation autour de l’axe  tel que : et  (    

sens positif.    : repère lié au  siège-pilote.  Le pilote est lié au siège, sa tête 

est repéré par le vecteur position  . 

→

2y
→→

≡
32 yy ϕ==

→→→→

),(),

),,,( 3333

→→→

zyxBR

→→−−

=
3zLBT

Tous ces éléments sont en rotation contrôlée par l’ordinateur pour simuler les différentes 

manœuvres. Il a fallu faire des calculs pour déterminer les paramètres cinématiques afn de les 

varier de façon sensée pour savoir à quelles accélérations seront soumis les pilotes.  

Vous êtes l’ingénieur responsable de ces calculs, il vous est demandé de : 

1) Etablir les fgures planes représentatives des trois rotations et les matrices de passages 

correspondantes ; 

2) Trouver le vecteur position du point T, ainsi que le vecteur rotation du siège pilote par 

rapport à R0; 

3) Déterminer le vecteur vitesse absolue du point T par composition de mouvement et par la 

cinématique du solide. 

4) Déterminer l’accélération absolue du point T par composition de mouvement. 

On prendra R2 comme repère de projection  

 

ϕ

θ

•

ψ  

O 

1

2
3

B

→

0y

→

0z  

→

1x

→

0x

ψ

   R 
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Solution : 

1. Figures planes des trois rotations et les matrices de passages correspondantes ; 

a)  Rotation du bras 

Nous avons :    et    un repère fxe.  : étant le repère de projection on 

exprimera toute les données dans ce repère. 

ROB = ),,( 0000

→→→

zyxR 2R

),,( 1111

→→→

zyxR  : en rotation / à   tel que : et (  sens positif  0R
→→

≡
10 zz ψ==

→→→→

),(),

 

 

 

 

 

 

 

                       
10 RRP →

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

0

0

0

100

0cossin

0sincos

z

y

x

z

y

x

ψψ

ψψ

 

Matrice de passage de    vers   0R 1R

O

→

1x→

0x

→→

≡
10 zz

ψ

→

0y  

ψ

→

1y  

a) Rotation du cockpit  

),,,( 2222

→→→

zyxBR  : en rotation /   tel que  et    sens positif ;  1R
→→

≡
21 xx θ==

→→→→

),(),( 2121 zzyy

 

 

 

 

 

 

 

                       
21 RRP →

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

1

1

1

cossin0

sincos0

001

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ  

Matrice de passage de    vers   1R 2R

→→

≡
21 xx

 B →

1z

→

2z  

θ

→

2y

θ

→

1y

a) Rotation du siège pilote  

),,,( 3333

→→→

zyxBR en rotation /  tel que : et     sens positif.  
→→

≡
32 yy ϕ==

→→→→

),(),( 3232 zzxx

 

 

 

 

 

 

 

                       
23 RRP →

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

3

3

3

cos0sin

010

sin0cos

z

y

x

z

y

x

ϕϕ

ϕϕ

 

Matrice de passage de    vers   3R 2R

→→

≡
32 yy

 B →

2x  

→

3x  

ϕ

→

3z

ϕ

→

2z
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3.1.  Par composition de mouvement 

 

2.  Vecteur position du point T par rapport à  exprimé dans  0R 2R

Nous avons : ,  sachant que  
→−→−→−

+= BTOBOT
→→−

=
3zLBT

 

R

RR

OB
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0

0

, 21

 ;     d’où :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

ϕ

ϕ

cos

0

sin

0

0

23
L

L

R

    

LR

BT
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +

=
→−

ϕ

ϕ

cos

0

sin

2
L

LR

R

OT

 

Vecteur rotation du siège pilote : 

→•→•→•→→→→

++=Ω+Ω+Ω=Ω
122

0
1

1
2

2
3

0
3 zxy ψθϕ    ;  

 Par la matrice de passage de   vers    le  vecteur  ‘écrit :  1R 2R
→

1z
→→→

+=
221 cossin zyz θθ

→•→••→•→→•→•→•→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++=Ω

2222222
0
3 cossincossin zyxzyxy θψθψϕθθθψθϕ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=Ω
•

••

•

→

    

            

R
θψ

θψϕ

θ

cos

sin

2

0
3  

 

3.  Vecteur vitesse du point T 

          
     

ent

     

rel

     

abs VVV
→→→

+= ⇔    )()()( 0
2

20 TVTVTV
               →→→

+=

La vitesse relative est donnée par :   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

=
•

•

→−
→

ϕϕ

ϕϕ

sin

0

cos

)(

2

2
2

L

L

R

dt

BTd
TV

 
     

 

La vitesse relative s’écrit :  
→−→→→

∧Ω+= OTOVTV
               

0
2

00
2 )()(

()

()⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−

++−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
•

••

•

•

•

•

→

ϕθψ

ϕθψϕθ

ϕθψ

ϕ

ϕ

θψ

θψ

θ

si
n

si
n

si
n

coscos

cossin

cos

0

sin

cos

sin)(

2

2
2

0
2

LR

LRL

L

R

    

L

LR

R

    

       

R

TV
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En faisant la somme on obtient : 

()

()⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−−

++−

+

=
••

••

••

→

ϕθψϕϕ

ϕθψϕθ

ϕθψϕϕ

si
n

si
n

si
n

si
n

coscos

cossi
n

cos

)(

2

0

LRL

LRL

   LL

R

  TV
     

 

3.2.  Par la cinématique du solide 

La vitesse relative s’écrit :  
→−→→→

∧Ω+= BTBVTV
               

0
3

00 )()(

Nous avons :     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=∧Ω+=
•

•

•

•

•

→−→→→

  

R

R

       

R

     

R

R

    

       

R

OBOVBV
               

θψ

θψ

θψ

θψ

θ

si
n

cos

0

0

0

cos

si
n

)()(

22
2

0
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••
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•
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ϕθψϕϕ

ϕθψϕθ
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ϕ

ϕ
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θψϕ
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n
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n
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n
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n

coscos
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n

cos

cos

0

si
n

cos

si
n

2

2
2

0
3
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   LL
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L

L

R

   

       

R

B
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La somme des deux expressions donne :  

()

()⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−−

++−

+

=
••

••

••

→

ϕθψϕϕ

ϕθψϕθ

ϕθψϕϕ

si
n

si
n

si
n

si
n

coscos

cossi
n

cos

)(

2

0

LRL

LRL

   LL

R

  TV
     

 

 

4.  Accélération absolue du point T par composition de mouvement 

Son expression est donnée par la relation suivante :  )()()()( TTTT
     

corioli
s

     

ent

     

re
l

     

ab
s

→→→→

++= γγγγ

)()()()( 0
2

20 TTTT
     

c

               →→→→

++= γγγγ  

Explicitons chacun des termes de cette relation : 
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(1) :       

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−

=
= •••

•••

→
→

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

γ
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n

0

si
n
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)(

)(
2

2

2
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dt

TVd
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
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→−→→→−

→
→→

OTOT
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d
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0
2

0
2

0
2

0
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⎪
⎨
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∧

⎪
⎪
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⎪
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θ
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n

si
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n

2
2

0
2
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2

0

L
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R

O
Tdt

d
O
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d
      

 

 

(2) :    ()
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛
+

=∧
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••••

••••••
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                     LR

LRL

                       L

R

  O
Tdt

d
   

θθψθψϕ

θθψθψϕϕθ

θθψθψϕ
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n

si
n

si
n

cossi
n
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n
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2

0
2

0

 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

•

•

•

•

•

•

→−→→

ϕ

ϕ

θψ

θψ

θ

θψ

θψ

θ
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0
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n
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si
n
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n

2
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0
2

0
2

L
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R

  

       

R

  

       

R

O
T
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⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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++−∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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•
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•

•

•
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                   LR
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                        L

R

  

       

R

O
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ϕθψ
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θψ
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(3) :    

()

()

()⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−++−

++

++−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

••••

•••

•••
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               LLRL

                              LLR
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R

O
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2

2

2

0
2

0
2
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n
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n
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω=
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)(2)( 20
2 TVT

           

c
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(4) :    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
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−

=

⎪
⎪
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⎪
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⎨
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=
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L
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L

L
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c
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ϕθϕψϕθϕ

ϕθϕψ
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n
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coscos2si
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2
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La somme de ces expressions donne l’accélération absolue du point T 

         (1) +(2) +(3) + (4) =
→

)(0 T
     
γ
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Exercice 10 :  

Soit un système constitué de deux solides (S 1) lié au repère  et  (S2) lié au 

repère  en mouvement  par rapport à un repère fxe  

),,,( 1111

→→→

zyxCR

),,,( 2222

→→→

zyxCR ),,,( 0000

→→→

zyxOR

(S1) : est une barre de longueur L, de masse m dont l’extrémité A glisse sur un mur et l’autre 
extrémité B est  articulée au disque ; 

(S2) : est un disque de masse M et de rayon R  qui roule sans 
 glisser sur un plan horizontal tel que représenté sur la fgure ci-dessous.  
1. Déterminer la relation exprimant le non glissement du disque sur le plan au point I ; 
2. Déterminer le centre instantané de rotation (C.I.R.) de la barre :  

a) Géométriquement  
b) Analytiquement. 

 

 A 

I

→

1y  

→

0x

θ

→

2y
→

0y

C

O

α

→

0x

→

0y 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Solution : 

),,( 0000

→→→

zyxR  : repère fxe ;   
OC

   ;   
OI

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0

si
n

0

R

L

R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0

0

si
n

0

θL

R

),,,( 1111

→→→

zyxCR  : lié à la barre; tel que : et  Ω  ),(),( 1010

→→→→

== yyxxθ
→•→•→

==

),,,( 2222

→→→

zyxCR  : lié au disque ; tel que : et  Ω  ),(),( 2020

→→→→

== yyxxα
→•→•→

−=−=

1.  Condition de roulement sans glissement 

La condition de non glissement du disque sur le plan est vérifée si,  la vitesse du point I 

appartenant au disque est nulle :  
V

   par la cinématique du solide écrire :   

  avec :   

→→

=∈ 0)( disqu
e

I

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
2

00 CICVIV
         

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

•

→−
→

0

0

cos

)(

0

0
0

θθL

R

dt

O
C

d
CV  
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R

    R

R

 

R

     

L

R

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

•

•

0

0

0

0

0

0

0

0

0

cos

000
0

α

θθ

        ⇔       0cos =−
••

αθθ RL

 

2.  Centre instantané de rotation de la barre 

a)  Gométriquement 

Soit     le centre de rotation instantanée  (C.I.R.) de la barre . bI

Sa position est repéré en traçant deux droites, l’une perpendiculaire à   la vitesse V  au 

point A et l’autre perpendiculaire à V au point C. Le point d’intersection de ces deux 

droites est le (C.I.R.) de la barre. 

)(0 A

→

→

b

      
0
1

0 )(

b

      
0
1

0 )(

b

0

b

θsi
n

0

)(0 C

)(AV
→

bI

 A 

I
→

0x  

C

O

)(
C

V
→

 

→

0y 

 

 

 

 

 

 

En effet nous avons :   

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00
b

      

b

   

AIAVIV    V   ⇒    ⇔
→−→→

∧Ω= AIA
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⊥

Ω⊥
→−→

→→

AIAV

AV

b

   

      

)(

)(

0

0
1

0

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00
b

      

b

   

CICVIV    V   ⇒    ⇔
→−→→

∧Ω= CIC
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⊥

Ω⊥
→−→

→→

CICV

CV

b

   

      

)(

)(

0

0
1

0

a)  Analytiquement 

Soit  OI    ⇒    CI   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

z

y

x

R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

=
→−

            z

       Ry

Lx

R

On sait que : V  
→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00
b

      

b

   

CICVI
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⎪
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                              z

           Lx
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
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•
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0
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n

cos

0

θ

θ

 

Exercice 11 :   

Soit  un repère fxe lié à un demi cylindre creux de rayon R,  sur lequel se 

déplace une barre de longueur 2L. Le mouvement se fait dans le plan vertical  (xOy). La barre 

est en contact permanent avec le demi cylindre en deux points, l’extrémité  A en contact avec 

la surface du cylindre et le point C avec son bord. 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

1. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (C.I.R.) géométriquement ; 

2. Retrouver les coordonnées du centre instantané de rotation (C.I.R.)  analytiquement ; 

3. En déduire la vitesse du point C de la barre. 

 2α  

 2α  

 D

α  

 α  

 R 

)(0 CV

→

 α  

α

 (C.I.R.)
 I 

)(0 AV

→

→

1x

 O 

 B 

 C 

 A 

→

0x

→

0y  →

1x 

 O 

 B 

 C  D

 A 

α  

 R 

→

0x  

→

0y  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solution : 

1. Coordonnées du C.I.R.  géométriquement : 

La vitesse du point A est tangente au cercle de rayon R. On trace la perpendiculaire à V , 

elle passe par le point O et elle rencontre la perpendiculaire à V  au point I. La vitesse du 

point C est portée par la barre. 

)(0 A

)(0 C
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Le triangle CAI est rectangle en C car il est inscrit à l’intérieur d’un cercle de diamètre CI.  

Le triangle COA est isocèle : OC = OA= R ,  les 
angles

α=== ),(),(),( ACADACAOCACO   

Le triangle COI est isocèle : OC = OI = R ,  les 
angles

α2),(),( == ICIOCICO   

On déduit facilement les coordonnées du point I  tel que :  
⎩
⎨
⎧

=

=
=

→−

α

α

2si
n

2cos

0
Ry

Rx

R
OI

I

I

 

2. Coordonnées du C.I.R.  analytiquement : 

On sait que la vitesse du centre instantané de rotation (C.I.R.) de la barre est nul : 

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00 AIAVIV
         

 ; Déterminons d’abord la vitesse du point A :  

 

Nous avons :      et  
⎪
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⎧

−

−

=
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                ( 02si
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2 =+−
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αααα RyR I
) ⇒ α2sinRy I

=  

()    0RxR I
=++−

••

αααα 2co
s

2cos2         ⇒ α2cosRxI
=  

 

3. Vitesse du point  C de la barre 

Nous avons :  ;  or :   
→−→→→

∧Ω+= ICIVCV
         
0
1

00 )()(
→→

= 0)(0 IV
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⎪
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⎪
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Exercice 12 :  

Soit un système constitué d’un cylindre fxe de rayon R lié au 
repère

 et d’un 

disque de masse m de rayon  r  lié au repère  en mouvement  de rotation 

autour du cylindre comme représenté sur la fgure ci-dessous.  Déterminer : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 2222

→→→

zyxBR

1. La matrice d’inertie du disque au point O, dans le 
repère

  ; ,,,( 1111

→→→

zyxOR

2. La relation entre   et   exprimant la condition de non glissement du disque au point I ; 
•

ψ
•

ϕ

3. La vitesse et l’accélération du point  M par composition de mouvement.  

 

I

→

1y

→

0x

θ
C

O 

→

2y

→

0y  

ψ

R

r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Exercice 13 :  

Un cône homogène de hauteur h, de rayon de base R  est en mouvement de rotation autour de 

l’axe vertical d’un repère orthonormé fxe, avec une vitesse angulaire . L’axe 

principal du cône est incliné d’un angle 

→

0z Ct
e

=
•

ψ

β  constant par rapport à cet  axe. Le cône tourne 

aussi autour de son axe principal avec une vitesse angulaire   comme représenté sur la 

fgure ci-dessous. Le repère  est le repère relatif. 

Cte=
•

θ

2R

On prendra aussi le repère  comme repère de projection. 2R

Déterminer : 

1. Les matrices de passage de  vers     et de  vers  ; 1R 2R 3R 2R

2. La vitesse et l’accélération du point  C  par  dérivation ; 

3. La vitesse et l’accélération du point  M  par composition de mouvement ; 
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→

0y

β  
→

1y  

I 

→→

≡
21 zz

→

0x  

O 

→→

≡
10 zz  

ψ  →→

≡
21 xx

•

ψ  
C 

ψ  

•

θ

M 

→

1z

β

O →

1y

→

2z

β

→

2y

M 

→

3x

→

3y

θ  

C 

→

2y  

→

2x

θ  

R 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1. Les matrices de passage de  vers     et  de  vers  ; 1R 2R 3R 2R

Nous avons :    et    un repère fxe et  :  le repère de projection. 

  : tel que : et (  avec Ω  ,  

hOC = ),,( 0000

→→→

zyxR 2R

),,( 1111

→→→

zyxR
→→

≡
10 zz ψ==

→→→→

),(),
→•→•→

== Ct
e

=
•

ψ

),,( 2222

→→→

zyxR : tel 
que :

et    avec  Ω    ,    
→→

≡
21 xx Ct

e
zzyy ===
→→→→

β),(),( 2121

→→

= 0=
•

β

),,( 3333

→→→

zyxR : tel 
que :

et   avec    ,   
→→

≡
32 zz θ==

→→→→

),(),( 3232 yyxx
→•→•→

==Ω
32

2
3 zz θθ Cte=

•

θ

Matrice de passage de    vers   1R 2R

M 

→

3x

→

3y

θ

C

→

2y

→

2x  

θ

R

→

1z

β

O →

1y  

→

2z  

β  

→

2y  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

1

1

1

co
s

si
n

0

si
n

co
s

0

001

z

y

x

z

y

x

ββ

ββ  

                       
21 RRP →

 

Matrice de passage de    vers   3R 2R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

3

3

3

100

0co
s

si
n

0si
n

co
s

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ

 

                       
23 RRP →
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2. Vitesse et accélération du point  C  par  dérivation ; 

2.1.  Vitesse 

Nous avons :    ,  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

hR

O
C

0

0

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→−→−→−

       h

R

R

R

    

       

R

R

R

  

hR

C
M

O
C

O
M

θ

θ

θ

θ

si
n

co
s

0

si
n

co
s0

0

222

→−→
→−→−

→

∧Ω+== OC
dt

OCd

dt

OCd
CV

      
0
2

20
0 )(   ,  avec :   

→•→→→

=Ω+Ω=Ω
1

0
1

1
2

0
2 z

         

ψ

or :   d’où :  
→→→

+−=
221 co

s
si
n

zyz ββ
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=Ω
•

•→

βψ

βψ

co
s

si
n

0

2

0
2     

         

R

   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

•

•

•→

                      

                      

             h

R

    

hR

 

         

R

CV
   

0

0

si
n

0

0

co
s

si
n

0

)(

2
22

0

βψ

βψ

βψ  

 

2.2.  Accélération :     

)(
)()(

)( 00
2

0200
0 CV

dt

CVd

dt

CVd
C

      
      

   →→
→→

→

∧Ω+==γ  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
•

•

•

•

•→

 h   

h   

               

R

  

         

         

 h

R

      

         

R

C
   

ββψ

ββψ

βψ

βψ

βψγ

si
n

si
n

co
s

si
n

0

0

0

si
n

co
s

si
n

0

)(

2

2

22
2

0  

 

3. Vitesse et accélération du point  M  par composition de mouvement ; 

3.1  Vitesse :       

Nous avons :  ,    )()()( 0
2

20 MVMVMV
         →→→

+=

     avec:              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

       h

R

R

R

O
M

θ

θ

si
n

co
s

2

⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

==
•

•

→
→

       

R

   R

R

dt

O
M

d
MV

   
   

0

co
s

si
n

)(

2

2
2 θθ

θθ
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧Ω+=
•

•

••

•

•→−→→→

                   co
s

si
n

                   co
s

co
s

 

  si
n

co
s

 si
n

 

      

si
n

co
s 

co
s

    si
n

         0

)()(

2

22

   
0
2

   
0

   
0

2

θβψ

θβψ

θβψβψ

θ

θ

βψ

βψ

R

R

Rh

R
h

R

R

RR

O
M

OVMV  

ce qui donne :     

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−−−

=
•

••

•••

→

                                        R

                     RR 

     RR h

R

MV
   

θβψ

θθθβψ

θθθβψβψ

co
s

si
n

co
s

co
s

co
s

si
n

si
n

co
s

si
n

)(

2

0

 

3.2  Accélération :           

Nous avons :  ,    )()()()( 0
2

20 MMMM
   

c

         →→→→

++= γγγγ

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

==
•

•

→
→

       

R

R

R

dt

MVd
M

   
   

0

si
n

co
s)(

)( 2

2

2

22
2 θθ

θθ

γ  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−→→→−

→
→→

OMOM
dt

d
OM

      
   

      
0
2

0
2

0
2

0
00

2 )()( γγ  ;     avec :   
→→

= 0)(0 O
   

γ

→→→
→→

=Ω∧Ω+
Ω

=
Ω

00
2

0
2

0
2

20
2

0       
      

dt

d

dt

d
 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

•

•

•

•→−→→

       h

R

R

R

     

         

R

    

         

R

O
M

      

θ

θ

βψ

βψ

βψ

βψ si
n

co
s

co
s

si
n

0

co
s

si
n

0

222

0
2

0
2  

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

•

•

••

•

•→−→→

                   R

                   R 

  R h

R

  

         

R

O
M

      

θβψ

θβψ

θβψβψ

βψ

βψ

co
s

si
n

co
s

co
s

si
n

co
s

si
n

co
s

si
n

0

2
2

0
2

0
2  
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()

()⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−

+−

−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

•

•

•

→−→→

  R h

 R h

                                       R

R

O
M

      

θβββψ

θβββψ

θψ

si
n

co
s

si
n

si
n

si
n

co
s

si
n

co
s

co
s

2

2

2

2

0
2

0
2  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω=

••

••

••

•

•

•

•→→→

βθψθ

βθψθ

βθψθ

θθ

θθ

βψ

βψγ

si
n

si
n

2

co
s

si
n

2

co
s

co
s

2

0

co
s

si
n

co
s

si
n

0

)(2)(

22
2

20
2

R

R

R

R

   

       

R

 R

R

     

         

R

MV  M
        

c  

 

La somme de toutes ces expressions donne : 

 

()

()

 

               RR h

RRR h

                                              RR

R

M
   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

=

•••

••••

••••

→

βθψθθβββψ

βψθθθθβββψ

βψθψθθ

γ

si
n

si
n

2si
n

co
s

si
n

si
n

co
s

2si
n

si
n
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s
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n
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s
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s
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s
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2
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EXERCICES ET SOLUTIONS 

 

 

 

Exercice 01 : 

Soient t    un repère orthonormé fixe et   un repère en 

mouvement  par rapport au repère fixe avec une vitesse de rotation  . 

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 3211

→→→

eeeOR

→

ω

Montrer que :    
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∧+∧+∧=

→
→

→
→

→
→→

dt

ed
e

dt

ed
e

dt

ed
e 3

3
2

2
1

12

1ω  

 

Solution : 

Nous avons :  )()()( 11111111
1

1

→

•

→→→→

•

→→→

•

→→→→→
→

→

−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=∧ eeeeeeee

dt

ed
e ωωωωω  

                       )()()( 22222222
2

2

→

•

→→→→

•

→→→

•

→→→→→
→

→

−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=∧ eeeeeeee

d
t

ed
e ωωωωω  

                       )()()( 33333333
3

3

→

•

→→→→

•

→→→

•

→→→→→
→

→

−=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧∧=∧ eeeeeeee

d
t

ed
e ωωωωω  

Faisons la somme des trois expressions en sachant que :   
→→

•

→→→

•

→→→

•

→→

++=
332211 )()()( eeeeee ωωωω

nous obtenons : 

→→→→→

•

→→→

•

→→→

•

→→
→

→
→

→
→

→

=−==++−=∧+∧+∧ ωωωωωωω 23)()()(3 332211
3

3
2

2
1

1 eeeeee
dt

ed
e

dt

ed
e

dt

ed
e  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∧+∧+∧=

→
→

→
→

→
→→

dt

ed
e

dt

ed
e

dt

ed
e 3

3
2

2
1

12

1ω  
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Exercice 02 : 

Une sphère (S) pleine et homogène, de centre G, de rayon  a, roule de manière quelconque sur un 

plan fixe horizontal (P). Soit    un repère orthonormé fixe lié au plan tel que   ),,,( 0000

→→→

zyxOR

)(    0 Pz ⊥
→

. Soit  un repère orthonormé direct, lié à la sphère tel que : 

. L’orientation du repère  par rapport à   se fait par les angles 

d’Euler classiques 

),,,(
→→→

sssS zyxGR

)000

→→→→−−

++= zayyxxOG SR 0R

ϕθψ ,, .  On prendra  comme repère de projection. 0R

 

1. Etablir les figures planes de rotation de la sphère ; 

2. Donner l’expression du vecteur rotation instantané de la sphère ; 

3. Déterminer la vitesse du point de contact I de la sphère avec le plan fixe. 

4. Ecrire la condition de roulement sans glissement de la sphère sur le plan. 

 

•

I

o

→

0x

→

0y

→

0z
P

•
G

 

 

 

 

 

 

Solution : 

(S) :  est une sphère homogène de rayon   a      ;    (P) : un plan fixe ;   )000

→→→→−−

++= zayyxxOG

),,,( 0000

→→→

zyxOR  : repère fixe ; (    et   )(), 00 Pyx ∈
→→

)(0 Pz ⊥
→

),,,(
→→→

sssS zyxGR  : repère lié à la sphère. 

Le passage du repère    vers le repère se fait par trois rotations utilisant les angles d’Euler SR  R0

),,( ϕθψ et deux repères intermédiaires   et   1R 2R
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1.  Les fgures planes : 

a)  Passage du repère   vers  : la rotation se fait autour de l’axe  1R 0R
→→

≡
10 zz

G

→

1y  

→

0x

→

1x

ψ

→→

≡
01 zz →

0y  

ψ

 
       Matrice de passage du repère   vers  1R 0R

      

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

0

0

0

1

1

1

100

0cossin

0sincos

z

y

x

z

y

x

ψψ

ψψ

                          
01 RRP →

 

 

b)  Passage du repère   vers  : la rotation se fait autour de l’axe  2R 1R
→→

≡
21

 

       Matrice de passage de    vers   2R 1R

      

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

2

2

2

cossin0

sincos0

001

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ

                          
12 RRP →

 

c)  Passage du repère   vers  : la rotation se fait autour de l’axe  SR 2R
→→

≡
szz2

 

 

       Matrice de passage de    vers    sR 2R

      

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

100

0cossin

0sincos

z

y

x

z

y

x

s

s

s

ϕϕ

ϕϕ

2RRP
s
→

 

 

G

→

2z  

→

1y

→

2y

θ

θ  →→

≡
21 xx →

1z

G

→

sy  

→

2x

→

sx  

ϕ

→→

≡
szz2

→

2y  

ϕ  
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2.  Vecteur rotation instantané de la sphère dans le repère  0R

→•→•→•→→→→

++=Ω+Ω+Ω=Ω
012

0
1

1
2

20
zxz

      

s

  

s
ψθϕ  

Exprimons     dans le repère . D’après les matrices de passage nous avons :  
→→

01 z    et  x 0R

→→→

+=
001 sincos yxx ψψ  

→→→→→→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−−=+−=

000112 coscossinsincossin zyxzyz θψψθθθ  

→→→→

+−=
0002 coscossinsinsin zyxz θψθψθ  

ce qui donne :     
→•→→•→→→•→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=Ω

000000
0 sincoscoscossinsinsin zyxzyx
  

s
ψψψθθψθψθϕ

→••→••→••→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=Ω

000
0 cossincossincossinsin zyx
  

s
θϕψψθψθϕψθψθϕ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+−

+

=Ω
••

••

••

→

               
R

  

s

θϕψ

ψθψθϕ

ψθψθϕ

cos

sincossin

cossinsin

0

0  

 

3.  Vitesse du point de contact I de la sphère avec le plan fxe  

Les points G  et I appartiennent à la sphère. Par la cinématique du solide, nous pouvons connaître la 

vitesse du point I à partir de celle de G, en effet nous avons :        
→−→→→

∧Ω+= G
I

GVIV
  

s

000 )()(

Avec :     ⇒   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

a

y

x

R

O
G

0
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==
•

•

→−
→

0

)(

0

0
0

y

x

R

dt

O
G

d
GV      

 et          ⇒   y

x

R

O
I ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0
0

 

aR

G
I ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
→−

0

0

0
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+−

+

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
••

••

••

•

•

→

a

      

               
R

       y

x

R

IV 0

0

cos

sincossin

cossinsin

0

)(

00

0

θϕψ

ψθψθϕ

ψθψθϕ

  ,   on obtient finalement :  

 

  

                                       

 a  y

a  x

R

IV

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−−

=
•••

•••

→

0

cossinsin

sincossin

)(

0

0 ψθψθϕ

ψθψθϕ

 

 

4.  Condition de roulement sans glissement de la sphère sur le plan. 

Pour que la condition de roulement sans glissement soit satisfaite il faut que la vitesse du point I soit  

 

nulle :          
→→

= 0)(0
IV ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−−

•••

•••

 (2)                    0a  y

(1)                 a  x

R

ψθψθϕ

ψθψθϕ

cossinsin

0sincossin

0

 

On multiplie l’équation (1) par ψsin    et l’équation (2)  par ψcos   puis on fait la différence des deux 

équations :    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−−

•••

•••

 (2)                    0a  y

(1)                 a x

ψθψψθϕψ

ψθψψθϕψ

2

2

coscossinsincos

0sinsincossinsin

⇒−      )1()2(     0cossin =++−
•••

θψψ a  yx

comme nous avons aussi : 
22

sin
yx

y

+
=ψ    et  

22
cos

yx

x

+
=ψ  

L’équation devient : 0
22

=+
+

− •
••

θa
yx

yxxy
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0

→
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Exercice 03 :  

Soit le système mécanique composé d’une tige OO2  de longueur  L et d’une plaque rectangulaire 

de dimension 2a et 2b articulée en O2 avec la tige (voir figure).   étant le repère fixe ;    en 

rotation de   autour  de  .  La plaque tourne autour de la tige à une vitesse 
angulaire

.  

0R 1R

ψ
0

→

z
•

ϕ

 On donne  Cte  ;  Cteθ   ;  Cte
 

===
•••

ϕψ

1) Déterminer les matrices de passage de  vers  et  
de

   vers  ; 1R 2R 3R 2R

2) Déterminer le vecteur rotation instantané de  par rapport à  exprimé dans   ; 3R 0R 2R

3) Déterminer par dérivation la vitesse  exprimée dans le repère   ; )(OV 2

 
0

→

2R

4) Déterminer par la cinématique du solide la vitesse V par rapport à  exprimée  ; (A) 0R 2R

5) Déterminer par dérivation et par la cinématique du solide  exprimée dans le  repère . )(O2

 
0

→

γ
2R

O 

→

0x  

→

0y  

→

0z  

→

1x

→→

≡
21 yy  

→→

≡
32 zz  

O2 

ψ  

ψ  

θ  

O

→

2x

→

1z

→

1x

θ

θ

→

2z

2b

2a

O2 

→

2x  

→

3y  

→

3x

ϕ  

ϕ  

→

2y

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

La tige      :   ;   La plaque  :  Longueur 2a  ,   Largeur  2b LOO =
2

),,,( 0000

→→→

zyxOR  : repère fixe ; 

),,,( 1111

→→→

zyxOR   : repère en rotation autour de l’axe   par rapport au repère  
→

0z 0R

),,,( 2222

→→→

zyxOR  : repère lié à la tige, en rotation autour de l’axe    par rapport  à   
→

1y 1R
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),,,( 33323

→→→

zyxOR  : repère lié à la plaque, en rotation autour de l’axe  par rapport à  
→

2z 2R

on donne :    ,      ,     Cte=
•

ψ Cte=
•

θ Cte=
•

ϕ

 

O

→

2x

→

1z

→

1x  

θ

θ

→

2z
1. Matrices de passage  

Matrice de passage de    vers   2R 1R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

1

1

1

co
s

0sin

010

sin0co
s

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ

 

                          
21 RRP →

2b

2a

O2 

→

2x

→

3y

→

3x

ϕ

ϕ

→

2y  

 

Matrice de passage de    vers    3R 2R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

2

2

2

3

3

3

100

0co
s

sin

0sinco
s

z

y

x

z

y

x

ϕϕ

ϕϕ

 

                        
23 RRP →

 

2.  Vecteur rotation instantané de  par rapport à  exprimé dans   ; 3R 0R 2R

D’après la relation de Chasles nous pouvons écrire : 
→•→•→•→→→→

++=Ω+Ω+Ω=Ω
122

0
1

1
2

2
3

0
3 zyz

        

ψθϕ  

Exprimons le vecteur unitaire   dans le repère  , il s’écrit :   
→

1z 2R
→→→

+−=
221 co

s
sin zxz θθ

D’où :  
→••→•→•→→•→•→•→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−++=Ω

2222222
0
3 cossincossin zyxzxyz
  

θψϕθθψθθψθϕ

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

=Ω
••

•

•

→

θψϕ

θ

θψ

co
s

sin

2

0
3

    

       

R
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3.    par dérivation et exprimée dans le repère   ; )(OV 2

 
0

→

2R

Par dérivation nous avons : 2
0
2

2
2

2
0

2
0 )(

→−−→
→−−→−−

→

∧Ω+== O
Odt

O
O

d

dt

O
O

d
OV

    

 

Or        ⇒    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

LR

O
O

0

0

2

2

→
→−−

= 02
2

dt

O
O

d
 ;  et    

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

=+=Ω+Ω=Ω
•

•

•

→•→•→→→

θψ

θ

θψ

ψθ

co
s

sin

2

12
0
1

1
2

0
2

 

       

R

zy
      

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

=
•

•

•

•

•

→

0

sin0

0

co
s

sin

)(

2
2

2

2
0 θψ

θ

θψ

θ

θψ

L

L

R

      

LR

       

 

       

R

OV  

 

4.  Vitesse du point A par rapport à  exprimée dans le repère  ; 0R 2R

Par la cinématique du solide nous pouvons écrire :  

→−−→→→

∧Ω+= AOOVAV
    

2
0
32

00 )()(  

Le point  A est dans le repère  et a pour coordonnées :  3R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

sin

co
s

0

0

23

2
ϕ

ϕ

a

a

R

     

a

R

AO

D’où :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
••

•

•

•

•

→

0

sin

co
s

co
s

sin

0

sin)(

2
2

0 ϕ

ϕ

θψϕ

θ

θψ

θψ

θ

a

a

R

        

    

       

R

     L

L

R

 AV

2

  

                a

    aL

            aL

R

 AV

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

=

••

•••

•••

→

ϕθθϕψ

θψϕϕθψ

θψϕϕθ

co
s

sinsin

co
s

co
s

sin

co
s

sin

)(

2

0  
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5.   Accélération par dérivation et  par la cinématique du solide  dans le  repère . )(O2

 
0

→

γ
2R

5.1.  par dérivation 

Nous savons que :  ; alors :  Cte  ;  Cteθ   ;  Cte
 

===
•••

ϕψ

)(
)()(

)( 2
00

2
2

02
2

00

2
0

OV
dt

OVd

dt

OVd
O

       
      

→→
→→

→

∧Ω+==γ  

ce qui donne :  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
••

••

•

•

•

••

•

•

••→

θψθ

θθψ

θθψ

θψ

θ

θψϕ

θ

θψ

θθψγ

222

2

2
2

2
0

sin

co
s

2

co
s

sin

0

sin

co
s

sin

0

co
s

0

)(

LL    

       L

L

R

  L

L

R

     

    

       

R

  L

R

O

22

 

 

5.1.  par la cinématique du solide 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−−→→→−−

→
→→

2
0
2

0
22

0
2

0
0

2
0 )()( OOOO

dt

d
OO

        
    

γγ  

Les points  O   et    appartiennent à la tige leurs vitesses et leurs accélérations sont nulles dans 

le repère   lié à la tige.   

2O

2R

 O
→→

= 0)(0γ    car le point O est fixe dans la tige ;  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−

=∧
Ω ••

••

••

→−−

→

0

L

0

R

     

L

0

0

R

    0

R

O
Odt

d

22
2

    

θθψ

θθψ

θθψ

co
ssin

co
s

2

0
2

0

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω

••

••

•

→−−→→

θψθ

θθψ

θθψ

222

2

2
0
2

0
2

sin

co
s

co
s

sin

LL    

       L

L

R

O
O

2
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La somme de ces trois expressions donne : 

  

LL    

       L

L

R

      

LL    

       L

L

R

    

0

L

0

R

O

22

2
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

−

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
••

••

•

••

••

•

••→

θψθ

θθψ

θθψ

θψθ

θθψ

θθψ

θθψγ

222

2

222

2

2
0

sin

co
s

2

co
s

sin

sin

co
s

co
s

sin

co
s

)(  

 

Exercice 04 :  

Soient deux barres articulées en A faisant partie d’un mécanisme de régulation. La barre OA est 

en rotation autour de l’axe dans le plan horizontal 
(

). La barre AB est en rotation autour 

de l’axe   dans le plan ( ) . Soit  P un point mobile sur la barre AB  tel 
que.

, 

   ;  (a et b sont des constantes).  : repère de projection. Déterminer :  

→

0Z

→→

0,0 yx

→

1y
→→

0,1 zx
→→−−

=
2zrAP

→→−−

=
1xaO

A
 2

→→−−

= zbAB 1R

1. Les matrices de passage de  vers  et  de  vers  ; 0R 1R 2R 1R

2.  ,  V   par dérivation direct  et par la cinématique du solide ; 
→
Ω0

2 )(et       )( 00
BB

 
O →

0x 

 

 

 

Solution 
→→−−

=
1xaO

A
   ;      et     

→→−−

=
2zbAB

→→−−

=
2zrAP

),,,( 0000

→→→

zyxOR  : repère fixe ; 

),,,( 1111

→→→

zyxOR   : en rotation tel que     et  ,   
→→

≡
10 zz ),(),( 1010

→→→→

== yyxxθ
→•→

≡Ω
1

0
1 zθ

),,,( 2222

→→→

zyxAR  : en rotation tel que   et   , Ω  
→→

≡
21 yy ),(),( 2121

→→→→

== zzxxψ  y
→•→

≡

 

 

 

 B 

→

0y

→

0z

→

1x  

θ
θ→

1y

ψ

→→

≡
21 yy

→

1z

 A

→

2z  
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1. Matrices de passage  

Matrice de passage de    vers   0R 1R

O

→

1x→

0x

→→

≡
10 zz

θ

→

0y  

θ

→

1y  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

0

0

0

100

0co
s

sin

0sinco
s

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ

 

                         
10 RRP →

 

→→

≡
21 yy  A →

1x  

→

2x  

ψ

→

2z

ψ

→

1z

Matrice de passage de    vers   2R 1R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

2

2

2

co
s

0sin

010

sin0co
s

z

y

x

z

y

x

ψψ

θψ

 

                         
12 RRP →

 

2.   puis   V   par dérivation direct  et par la cinématique du solide  

→
Ω0

2 )(et       )( 00
BB

a)  la vitesse instantanée de rotation   
  →

Ω0
2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=Ω+Ω=Ω
•

•→•→•→→→

θ

ψθψ
0

1

11
0
1

1
2

0
2

R

zy
      

 

b)   V  par dérivation direct  et par la cinématique du solide    B

*)  par dérivation directe 

Nous avons :      

b

ba

R

      

b

b

R

  

a

R

    

bR

  

a

R

ABO
A

O
B ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧ +

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→−→−→−

ψ

ψ

ψ

ψ

co
s

0

sin

co
s

0

sin

0

00

0

0

0

11121

Par dérivation nous avons : 
→−→

→−→−
→

∧Ω+== O
Bd

t

O
B

d

d
t

O
B

d
BV  

    
0
1

10
0 )(
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     b

ba

      b

R

     

b

ba

R

    

R

 

b

b

R

 BV

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

+=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

=
•

•

•

••

•

→

ψψ

θψ

ψψ

ψ

ψ

θψψ

ψψ

sin

)sin(

co
s

co
s

0

sin

0

0

sin

0

co
s)(

1

11
1

0  

*)  par la cinématique du solide 

Nous pouvons écrire :  
→−→→→

∧Ω+= ABAVBV
   
0
2

00 )()(

Nous avons :   
→−→→→

∧Ω+= OAOVAV
   
0
1

00 )()( ⇔    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
•

•

→

0

0

0

00

0

)(

111

0 θ

θ
a

R

    

a

RR

AV

Car        Nous avons ainsi :  
→→

= 0)(0
OV

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
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⎪
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⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
•

•

•

•
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b

b

RR

a

R
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ψψ

θψ

ψψ

ψ

ψ

θ

ψθ
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)sin(
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s
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s

0

sin0

0

0

)(

1

111

0  

b)    par dérivation  et par la cinématique du solide    B)(0

→
γ

*)  par dérivation 

Par dérivation nous avons : )(
)()(

)( 00
1

0100
0

BV
dt

BVd

dt

BVd
B

    →→
→→

→

∧Ω+==γ  

⎪
⎪
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⎪

⎨

⎧

−
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⎪
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⎨

⎧
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⎪
⎪
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⎪
⎪

⎨

⎧
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−

=
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•

•
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          bb
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            bb

R

B

ψψ

θψ
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θψψψψ

ψψθθψ

ψψψψ

γ
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)sin(
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s
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s
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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++

+−−

=
•••

••••

••••

→

                                   bb

                              bba

            babb

R

B

ψψψψ

ψψθθψ

θψψψψψ

γ
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s

sin
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s

2)sin(

)sin(sinco
s

)(

2

22

1

0  

 

*)  par la cinématique du solide 

Nous pouvons écrire : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−−→→→−

→
→→

AB     AB
dt

d
AB

        
    

0
2

0
2

0
2

0
00 )()( γγ  

Calculons d’abord :  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−−→→→−

→
→→

O
A

     O
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d
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0
1

0
1

0
1

0
00 )()( γγ  

Sachant que     , on obtient : 
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= 0)(0
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⎪
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⎪
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⎨
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⎪
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⎨
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⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨
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=
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⎪
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⎪
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⎨
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⎨
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ψ

ψ
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ψ
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⎨
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⎪
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ψ

θ
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s

0
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s
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sin00

1
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0
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b

b

b
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b

b

RRR

AB  
        

 

                                  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
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=
•

••

••

                                   b

                              b

            bb

R

ψψ

ψψθ

ψθψψ
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s
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s

sinsin

2
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En faisant la somme des trois termes nous obtenons : 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−−

+

⎪
⎪

⎩
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⎪
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⎧
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⎪

⎨

⎧
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=
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θ
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s
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s
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s
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s
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s

0
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2
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2

1
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⎪
⎪
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⎪

⎨

⎧
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++
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=
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→

                                   bb
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B

ψψψψ

ψψθθψ

θψψψψψ

γ
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s
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s
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s

)(

2

22

1
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Exercice 05 :  

Une barre homogène mince de longueur AC = 2L  et de centre G  , repose sans frottement sur un 

petit rouleau fixe au point B et s’appuie contre un mur lisse au point A .   : est le repère de 

projection. 

0R

1- Déterminer la vitesse de glissement en A  et en  B ; 

2- Déterminer les coordonnées du C.I.R. (centre instantanée de rotation) géométriquement et 

analytiquement. 
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 G 

o 

 C 

 B 

 A 

→

0x

→

0y

→

1x→

1y  

α  

  a 

)(0
AV

→

 I2  I1 

 G

o

 C 

 B →

0x

→

0y

→

1x  →

1y

α  

  a

 A
α

)(0
BV

→

 

 

 

 
 
 
 

 

Solution : 

Au point  B  nous avons un glissement sans frottement ;  AC  =  
2L

   ; le repère   est le repère 

de projection.    : repère fixe ; 

0R

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 1111

→→→

zyxGR   : est tel que  ;   et   Ω  
→→

≡
10 zz ),(),( 1010

→→→→

== yyxxα
→•→•→

==

1.  Vitesse de glissement aux points  A et B 

Les coordonnées de A et B dans le repère  sont :   O
A

   ;  0R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
→−

0

0

0

αatg

R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0

0

0

a

R

O
B

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−==

•→−
→

0
co
s

0

)(
2

0

0
0

α

αa

R

dt

O
A

d
AV       

Comme A   et  B  appartiennent tous les deux à la barre, la vitesse  V  se déduit par la 

cinématique du solide :   V  

)(0
B

→

0
1

00 )()(
→−→→→

∧Ω+= ABAVB

⎪
⎪
⎪
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⎪⎪
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⎧
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−

=
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⎪
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⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨
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⎪
⎪
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⎪
⎪

⎨

⎧
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•
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a
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R
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0
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0

0
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0
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0
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α
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3- Coordonnées du C.I.R. (centre instantanée de rotation). 

a)  Géométriquement 

On sait que la vitesse du centre instantané est nulle. En utilisant la relation de la cinématique du 

solide nous pouvant déterminer la vitesse du point  I   à partir de  A  où de  B  :  

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00
AIAVIV      ⇒  ⇔

→−→→

∧Ω= IAAV
0
1

0 )(
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⊥

Ω⊥
→−→

→→

I
A

AV
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)(

)(

0

0
1

0

 

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00
BIBVIV       ⇔

→−→→

∧Ω= IBBV
0
1

0 )( ⇒
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⊥

Ω⊥
→−→

→→

IBBV

BV

)(

)(

0

0
1

0

Alors, en traçant une perpendiculaire à  en A et une  autre perpendiculaire à  en B, 

l’intersection de ces deux droites nous donne le centre instantané de rotation.  

)(0
AV

→

)(0
BV

→

 

a)  Analytiquement  

On doit chercher les coordonnées du centre instantané de rotation.  Le mouvement de la barre est 

un mouvement plan. On cherche un point     tel que  . en effet nous avons :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

0

y

x

I  IV
→→

= 0)(0
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s

2
=+−

•
•

α
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x =  
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Exercice 07 :  
Un cône de rayon R, de hauteur h et demi angle au sommet α ,  en contact avec le plan 
horizontal (OX0Y0) suivant l’une de ses génératrices. Le cône roule sans glisser sur le plan 

(OX0Y0) .   Le repère   est le repère fxe.  ),,,( 0000

→→→

zyxOR

1) Déterminer la vitesse de rotation  du cône  dans le repère   ; 

→

Ω 0
2 ),,,( 1111

→→→

zyxOR

2) Ecrire la condition de roulement sans glissement ; 

3) En déduire la relation liant,  ; αψ et       
 

   ,  0
2

•→

Ω

4) En déduire   

→
0
2

Ω

=

1
1
2

x
    

ϕ

11

→→

⊥ xOyO

  en fonction de  .  R  et  h   , ψ 
•

 
 
 
 

→

2y
A

→

uψ  

θ

•

ψ  

O 
→

0y  

→

0z  

→

0x  

α

→→

21 , xx  
C

→

1
z  

→

1y
•

ϕ

→−→

∈OAu  ),(plan au   00

→→→−

∈ yxOA ),(
→−→−

= OCOAα  

 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 

Solution : 

hOC =    ;  CA  ;   R ),(
→−→−

= OCOAα

),,,( 0000

→→→

zyxOR   repère fxe ; 

),,,( 1111

→→→

zyxOR  en rotation tel que :  
→•→

=Ω
0

0
1 z

    
ψ

),,,( 2222

→→→

zyxCR  lié au cône tel que :   et  Ω  
→→

≡
21 xx

→•→

=

),( 1

→

xO  est l’axe du cône ;   et  (   l’axe  termine la 

construction du trièdre directe. 

),(),( 001

→→→

∈ yxyO ),(), ),( 1

→

zO

Soit     le vecteur unitaire porté par la génératrice OA  du cône. Nous avons :  
→

u ),( 0

→→

= uxψ
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1.  Vecteur rotation instantanée du cône par rapport au repère   0
R

→•→•→→→

+=Ω+Ω=Ω
01

0
1

1
2

0
2 zx

            
ψϕ  

O

α

ψ

α

→→

≡
21 xx  

→
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→

0x
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A 

Or , nous avons :  
→→→
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110 cossi

n
zxz αα  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛
++=Ω
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+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=Ω

11
0
2 cossi

n
zx

    
αψαψϕ  

 

2.  Condition de roulement sans glissement ; 

Du fait du roulement sans glissement du cône sur le plan horizontal, tous les points en contact 

du plan suivant la génératrice OA   ont une vitesse nulle, en particulier les points O et A. 

Comme les deux points appartiennent au même solide, nous pouvons écrire : 

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
2

00 OAOVAV   or   V  
→→

= 0)(0 O

ce qui donne :     ,  cette expression montre que  
→→−→

=∧Ω 00
2

OA
→−→

Ω OA  //  0
2

or nous savons que   alors nous avons aussi :   se qui se traduit par :    z    OA  
→→−

⊥
0

 z    
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⊥Ω
0

0
2

0 z    =Ω
→

•

→

0
0
2   en remplaçant  par son expression on obtient :   

→
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•
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0
0
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On remplace   dans l’expression de  , ce qui donne : 

 

3.   Relation liant,   αψ     et   
 

     ,
   
0
2

•→

Ω

•

ϕ  
→

Ω0
2

⎟
⎠

⎞
⎜
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4.     en fonction de  
  
0
2

→

Ω  R  et  
h

   , ψ 
 •

Comme nous avons 
22

sin    et   
hR

R
+

=α
22

cos
hR

h
+

=α  

On obtient :    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

+
=Ω  

→→•→

11
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0
2 zx

R

h

hR

h    
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Exercice N°08 : 

Soit le dispositif mécanique composé d’une barre homogène AB de longueur L, de masse m et 

d’une hélice de rayon R, de masse M. Le point A de la barre se déplace sur l’axe et la 

barre tourne avec une vitesse angulaire constante  autour de l’axe . L’hélice tourne 

autour de l’axe  avec une vitesse angulaire constante : . 

→

0
y

•

ψ
→→

≡
21 xx

→→

≡
32

yy
•

ϕ

 

B 

 ϕ  

→

3z

→

2x

→

2z

→

3x

 M 

 ϕ  

 A

 B 

→→

≡
32 yy

 O 
ψ

•

ϕ

→

0z  

→

1
x  

→→

≡
10 yy

→

0x

 L 

→

2z  

)(ty  

→

1z   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       On prendra    comme repère relatif et de projection. 2R
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Le moment d’inertie de l’hélice au point B , exprimé dans le repère  est donné par:  2R

 

2

/

00

020

00

2

RC

C

C

I RB

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  

 

Déterminer: 

 

1. Le centre d’inertie du système barre + hélice dans le repère  ; 2R

2. Le tenseur d’inertie du système barre + hélice au point A dans le repère  ; 2R

3. La matrice de passage de  vers   et de   vers  ; 1R 2R
3

R 2R

4. La vitesse de rotation instantanée  de l’hélice par rapport à   ; 
  
0
3

→

Ω
0R

5. La vitesse  et l’accélération  par dérivation ; )(
  
0 AV

→

)(
  
0 A

→

γ

6. La vitesse  et l’accélération  par par la cinématique du solide ; )(
  
0 BV

→

)(
  
0 B

→

γ

7. La vitesse et l’accélération absolues du points M par composition de mouvement ; 

 

Exercice 09 : 

Une tige homogène de longueur  AB = L  et de centre G est en mouvement tel que, son 

extrémité A soit  assujetti à se déplacer suivant l’axe vertical d’un repère orthonormé 

fxe . L’autre extrémité B est en mouvement quelconque dans le plan . 

),( 0

→

zO

),,,( 000

→→→

zyxOR ),( 00

→→

yx

1. Déterminer le nombre de paramètres nécessaires pour décrire totalement le mouvement de 

la tige et construire les différents repères permettant de faire l’étude cinématique de la 

tige ; 

2. Déterminer la vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport à  0R

3. Déterminer les différentes fgures planes et les matrices de passage; 

4. Déterminer la vitesse et l’accélération absolue des points A, B et G  exprimé dans le 

repère .   1R
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θ

θ

→

1x

G 

A 

B 

O 

→→

≡
10 zz

→

0y  

→

0x →

1x  

→

2z

→

2y  

→

1y

ψ

→

2y  
 G 

 A 

 B 

 O 

→

0z  

→

0y

→

0x

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1. Repères et paramètres permettant l’étude du mouvement de la tige 

AB = L ;     tous le temps,  ),( 0

→

∈ zOA )( 00OyxB∈  

),,( 0000

→→→

zyxR  : repère fxe ; 

),,( 1111

→→→

zyxR   un repère tel que : , (   et     
→→

≡
10

zz ψ==
→→→→

),(), 1010
yyxx

2121
zzxx

→•→•→

=≡Ω
10

0
1 zz

    
ψψ

),,( 2222

→→→

zyxR  un repère tel que : ,(  et    
→→

≡
21

yy ψ==
→→→→

),(),
→•→•→

−=−≡Ω
21

    
1
2

yy θθ

on a ainsi :    tel que :  2RAB∈
→→−

=
2zLBA

 

Les deux angles ψ  et  θ   sont suffsant pour décrire entièrement le mouvement de la barre 

par rapport au repère . 0R

 

2. Vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport à  0
R

Nous avons :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−≡Ω+Ω≡Ω
•

•→•→•→→→

ψ

θψθ      

R

zy
            

0

1

11
0
1

1
2

0
2
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3. Figure plane de chaque repère ; 

3.1.  Matrice de passage du repère   vers  0R 1R

O

→

1x→

0x

→→

≡
10 zz

ψ

→

0y  

ψ  

→

1
y  Matrice de passage de    vers   0R 1R

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

0

0

0

100

0cossin

0sincos

z

y

x

z

y

x

ψψ

ψψ

   
10

RRP →

                       
 

3.1.  Matrice de passage du repère     vers   2R 1R

→→

≡
21 yy  B →

1
z  

→

2z  

θ

→

2x  

θ  

→

1
x

 

 

 

 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=++−−=+−≡Ω
•

•

•

→•→→•→•→•→

        

     

   

R

zyxzy

0

    

ψ

ψθ

ψθ

ψψψθψθ cos

sin

)cossin( 00011
0
2  

                      
12

RRP →  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

→

→

→

→

→

→

1

1

1

2

2

2

cos0sin

010

sin0cos

z

y

x

z

y

x

θθ

θθ

 

On prendra   comme repère de projection car les expressions cinématiques sont plus 

simples dans ce repère. 

1R

4.   Vitesse et Accélération absolue des points A, B et G  exprimé . 1R

Nous avons :   ,   OB   ,  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

θcos

0

0

1
LR

OA
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

0

0

sin

1

θL

R ⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

=

→−→−
→−

θ

θ

cos
2

0

sin
2

2

1

L

L

R

OBOA
OG  

4.1.  calcul de V  :   A)(0

→ →−→
→−→−

→

∧Ω+== OA
dt

OAd

dt

OAd
 AV  

10
0
1

0 )(

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
•••

→

θθθψθθ sin

0

0

cos

0

0

0

0

sin

0

0

)(

1111

0

LR

    

LRRLR

 AV  
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4.2.  calcul de   BV )(0

→

→−→
→−→−

→

∧Ω+== OB
dt

OBd

dt

OBd
 BV

10
0
1

0 )(  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
•

•

•

•

→

0

sin

cos

0

0

sin

0

0

0

0

cos

)(

1
11

1

0 θψ

θθθ

ψ

θθ

L

L

R

    

L

RR

L

R

 BV  

La vitesse du point B peut aussi s’obtenir à partir de celle de A par la cinématique du solide : 

→−→→→

∧Ω+= AB AV BV 0
2

00 )()(  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
•

•

••

•

•

•

•

•

→

0

sin

cos

sinsin

sin

cos

cos

0

sin0

sin

0

0

)(

11
111

0 θψ

θθ

θθθθ

θψ

θθ

θ

θ

ψ

θ

θθ
L

L

R
LL

L

L

R
L

L

RRLR

  BV  

4.3.  calcul de   :    GV )(0

→ →−→
→−→−

→

∧Ω+== OG
dt

OGd

dt

OGd
 GV

10
0
1

0 )(  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

=

•

•

•

••

•

→

θθ

θψ

θθ

θ

θ

ψθθ

θθ

sin
2

sin
2

cos
2

cos
2

0

sin
2

0

0

sin
2

0

cos
2

)(

1
1

1

1

0

L

L

L

R

    
L

L

R
R

L

L

R

 GV  

La vitesse du point G peut aussi s’obtenir à partir de celle de A où de B par la cinématique du 

solide, en effet nous avons : 

→−→→→

∧Ω+= AG AV GV 0
2

00 )()(  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=

•

•

•

••

•

•

•

•

•

→

θθ

θψ

θθ

θθθθ

θψ

θθ

θ

θ

ψ

θ

θθ
sin

2

sin
2

cos
2

sin
2

sin

sin
2

cos
2

cos
2

0

sin
2

0

sin

0

0

)(

11
1

11

0

L

L

L

R

 

L
L

              
L

            
L

R

L

L

R
RLR

  GV  
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4.4.  calcul de  :    A)(0

→

γ  AV
dt

AVd

dt

 AVd
 A

10

)(
)()(

)( 00
1

00
0

→→
→→

→

∧Ω+==γ  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

=
••••••••

→

θθθθθθψθθθθ cossin

0

0

sin

0

0

0

0

cossin

0

0

)(
2

111

2

1

0

LLR

    

LRRLLR

 AV  

 

4.5.  calcul de   :     B)(0

→

γ )(
)()(

)( 00
1

00
0 BV

dt

BVd

dt

BVd
 B

10 →→
→→

→

∧Ω+==γ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

=
•

•

•

••••

•••

→

0

sin

cos

0

0

0

cossin

sincos

)(

1
1

2

1

0 θψ

θθ

ψ

θθψθψ

θθθθ

L

L

R

      

R

        LL

LL

R

 BV  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+−

=
••••

••••

→

0

cos2sin

sin)(cos

)(

22

1

0 θθψθψ

θψθθθ

LL

LLL

R

 BV  

 

4.6.  calcul de   :    G)(0

→

γ )(
)()(

)( 00
1

00
0 GV

dt

GVd

dt

GVd
 G

10 →→
→→

→

∧Ω+==γ  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−−

+

−

=

•

•

•

•

•••

••••

•••

→

θθ

θψ

θθ

ψ
θθθθ

θθψθψ

θθθθ

γ

sin
2

sin
2

cos
2

0

0

cos
2

sin
2

cos
2

sin
2

sin
2

cos
2

)(

1

12

2

1

0

L

L

L

R

     

R

        

LL

LL

LL

R

 B  

    

                     
LL

                  L
L

LLL

R

 B

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−−

+

−−

=

•••

••••

••••

→

θθθθ

θθψθψ

θψθθθθ

γ

cos
2

sin
2

cossin
2

sin
2

sin
2

cos
2

)(

2

22

1

0  
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CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACTS 
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CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACT 

 

 

 

 

1. Mouvement de deux solides en contact 

Soient deux solides    et     liés aux repères    et    mobiles par rapport à un 

repère fxe . Les deux solides en mouvement sont assujettis à un contact ponctuel à tout 

instant en un point fxe  I   appartenant au plan 

)( 1S )( 2S 1R 2R

0R

)(π  tangent en ce point aux deux solides. 

 

1I

1S

π(
2S

→

Ω
t  

I

→

n
2I

→

Ω
n

1
Γ

2
Γ

→

n  :  la normale au plan  )(π  

)(π∈Ω
→

t   

)(π⊥Ω
→

n  

Au point de contact des deux solides 

 nous pouvons distinguer : 

 

 

-     : point du solide  en contact avec  le solide   à l’instant  t ; 11 SI ∈
1S 2S

-    : point du solide  en contact avec  le solide   au même instant  t ; 22 SI ∈
2S 1S

-      : la position commune de  0RI ∈ 11 SI ∈   et 22 SI ∈   au même instant  t ; 

Le point géométrique  I  n’appartient ni à  ni à   . Les points   occupent 

géométriquement la même position mais ils ont des rôles cinématiques différents. 

1S 2S 21 ,, III

L’ensemble des points    constitue une courbe 0RI ∈ Γ   d’écrite sur le plan ( )π  

L’ensemble des points    constitue une courbe 11 SI ∈
1
Γ   d’écrite sur le solide  1S

L’ensemble des points    constitue une courbe 22 SI ∈
2

Γ   d’écrite sur le solide  2S

La vitesse de glissement du solide du solide  par rapport au solide  appartient au plan 2S 1S

)(π  tangent au point de contact. Soit    un point du solide   et   un point du solide  1M 1S 2M
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2S  ; d’après ce que l’on a vu précédemment sur le champ des vitesses des points d’un solide, 

nous pouvons écrire dans le repère fxe :  

→−−−→→→

∧Ω+=
11

0
11

0
1

0 )()( IMMVIV  

→−−−→→→

∧Ω+=
22

0
22

0
2

0 )()( IMMVIV

 

La vitesse de glissement du solide    par rapport au solide   est donnée par la relation : 2S 1S

)()()( 1
0

2
0 IVIVIVg

→→→

−=  

Comme les trois points occupent la même position géométrique nous pouvons écrire : 

→−−−→→−−−→→→→

∧Ω−∧Ω+−=
11

0
122

0
21

0
2

0 )()()( IMIMMVMVIVg  

   

21
1
21

0
2

0 )()()(
→−−−−→→→→

∧Ω+−= MMMVMVIVg  

Le vecteur rotation du solide   par rapport au solide   a pour expression :  2S 1S
→→→

Ω−Ω=Ω 0
1

0
2

1
2

D’où :   on retrouve ici la loi de Chasles. 

→→→

Ω+Ω=Ω 0
1

1
2

0
2

Le vecteur rotation  du solide   par rapport au solide   a deux composantes, l’une 

tangent et dans le plan   ,  l’autre normale au plan :   :   

→

Ω1
2 2S 1S

)(π∈Ω
→

t )(π⊥Ω
→

n

→→→

Ω+Ω=Ω
nt

0
2

)( 1
2

→→→→

∧Ω∧=Ω nnt    :  Vecteur rotation de roulement du solide   par rapport au solide  ; 2S 1S

→→

•

→→

Ω=Ω nnn )( 1
2       :   Vecteur rotation de pivotement du solide   par rapport au solide   2S 1S

En général, lorsque deux solides sont en contact ponctuel, il peut y avoir : 

Glissement  ,  roulement  et  pivotement de l’un sur 
l’autre.

 

La condition de roulement sans glissement est vérifée lorsque la vitesse de glissement est 

nulle :        
→→→→

=−= 0)()()( 1
0

2
0 IVIVIVg

⇔     )()( 1
0

2
0 IVIV

→→

=

Si le solide  est fxe alors :  1S  0)()(         0)( 1
0

2
0

1
0

→→→→→

==⇒= IVIVIV

Dans ce cas, quel que soit  , avec  en roulement sans glissement par rapport au 

solide  , nous pouvons écrire :  ;  

2SM ∈
2S

1S
→−−→→→

∧Ω+= MIIVMV 1
1
21

00 )()(
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                               comme    alors :   
→→

= 0)( 1
0 IV

→−−→→

∧Ω= MIMV 1
1
2

0 )(

• Si      :  on dit que le solide  roule sans glisser sur le solide  ; 
→→

= 0)(IVg 2S 1S

• Si          :  on dit que le solide  ne pivote pas sur le solide  ; 
→→

=Ω 0n 2S 1S

• Si          :  on dit que le solide  ne roule pas, il glisse sur le solide  ; 
→→

=Ω 0n 2S 1S

 

1.1.  Mouvement de deux solides en contact en plusieurs points 

Dans le cas où deux solides sont en contact en plusieurs points, les considérations précédentes 

peuvent être reprise en chaque point de contact. 

 

Cas particuliers : 

- Si deux solides   et   sont en contact en deux points  A  et  B  et si la vitesse de  

glissement en ces deux points est nulle   alors le vecteur rotation  

est un vecteur directeur de la droite AB passant par les deux points : 

2S 1S

→→→

== 0)()( 00 BVAV

→

Ω1
2

→→−−→→→

=∧Ω+= 0)()( 1
2

00 ABAVBV ⇒       
→→−−→

=∧Ω 01
2 AB ⇔     

→−−→

Ω AB//1
2

- Si deux solides     et   sont en contact en plus de deux points et si la vitesse de 

glissement est nulle en tous ces points, ils sont nécessairement portés par le même axe 

donc ils sont alignés. 

1S 2S

 

1.2  Transmission par friction d’un mouvement de rotation entre deux cylindres 

Soient deux cylindres  et   de rayons respectifs    et    liés à un bâti fxe et ayant 

des mouvement de rotation d’axes respectifs    et   

1S 2S 1R 2R

),( 1

→

zO ),( 2

→

zO

Leur vitesse de rotation respective est donnée par :    et    
→→

Ω=Ω
1

0
1

0
1 z

→→

Ω−=Ω
1

0
2

0
2 z

Soit  P  un point de contact entre les deux solides. Les axes de rotation sont parallèles à :  .  
→

1z

La condition de roulement sans glissement au point  P  s’écrira :  
→→

= 0)(0 PV
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Le point de contact  P  peut être associé au solide  et  , par la cinématique du solide nous 

pouvons écrire :              V  

1S 2S

1SP∈ ⇒
→−−→→→

∧Ω+= POOVP

                                  ⇒      V  2SP∈
→−−→→→

∧Ω+= POOVP

or nous avons V  et les points  et   alors :    
→→

= 0)(0 P 1O 2O
→−−→→−−→

∧Ω=∧Ω POPO 2
0
21

0
1

 →

1x
→

Ω0
1

→

Ω0
2 →

1z  

→

1z  1R  

2R  1O  

2O  

P  

 

 

 

 

 

 

 

Dans la transmission de mouvement par friction, les deux cylindres ont des mouvements de 

rotation de sens contraire si le contact se fait à l’extérieur et de même sens si le contact se fait 

à l’intérieur des cylindres. 

Les points     sont alignés.  Si   O    alors     O  POO ,, 21

→→−−−

−=
111 xRP

→→−−−

=
122 xRP

D’où :            
→−−→→−−→

∧Ω=∧Ω POPO 2
0
21

0
1

⇔
→→→→

∧Ω=−∧Ω
121

0
2111

0
1 xRzxRz

2
0
21

0
1 RR Ω=Ω−        ⇒

1

2

0
2

0
1

R

R−=
Ω

Ω
 

Si le contact se fait à l’intérieur  (cylindre   à l’intérieur du cylindre )  les deux cylindres 

tourneront dans le même sens : 

2S 1S

D’où :            
→−−→→−−→

∧Ω=∧Ω POPO 2
0
21

0
1

⇔
→→→→

∧Ω=∧Ω
121

0
2111

0
1 xRzxRz

 

1R

2R  

1O  

2O  

P

 

2
0
21

0
1 RR Ω=Ω        ⇒

1

2

0
2

0
1

R

R=
Ω

Ω
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2.  Mouvement plan sur plan 

2.1.  Défnition 

Le mouvement d’un solide  (S)  lié à un repère  par rapport à un repère fxe 

 est un mouvement plan sur plan si et seulement si, un plan (  du solide 

reste en coïncidence avec un plan 

),,,( 11111

→→→

zyxOR

),,,( 00000

→→→

zyxOR )

)( 0
π  lié au repère . ),,,( 00000

→→→

zyxOR

On étudie ainsi le mouvement relatif de deux plans, l’un constituant le référentiel fxe. Les 

vecteurs   sont orthogonaux aux plans   et  
→→

≡
10 zz )( SP )( 0

π  respectivement en  O   et  O . 1

 

 
→

1z→

0z  

→

0y
→

0x  →

1x

→

1y
0(π

SP(
I.

o 
1o

 

 

 

 

 

 

Le vecteur rotation instantané du solide  (S)  lié à   par rapport au repère fxe 

 est donné par :   

),,,( 11111

→→→

zyxOR

),,,( 00000

→→→

zyxOR
→•→

=Ω
0

0
1 zψ

Tous les points du solide se déplacent parallèlement au plan ( )0
π , leurs vecteurs vitesses sont 

aussi parallèles à ce plan, alors   nous aurons : )(SP∈∀

→→→

+=
00

0 )()()( ytgxtfPV        V   ⇒ 0 )( 0  
0 =

→

•

→

zP

On remarque dans ce cas que l’automoment  V    du torseur cinématique 

  ,   décrivant le mouvement est nul.  En effet nous avons :  

0  )( 0
1  

0 =Ω
→

•

→

P

[]
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
Ω

=
→

→

)(

 

0

0
1

PV

C P

0)()(  )( 000
0
1  

0 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=Ω

→•

•

→→→

•

→

zytgxtfPV ψ   ,   nous pouvons conclure que : 
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- Si  Cte=ψ    ⇒   Ω ,  la résultante du torseur étant nul, alors le torseur est un 

couple et le mouvement est une translation rectiligne sur le plan 

 00
1

==
•

ψ

)( 0
π , l’axe central du 

torseur reste indéfni ; 

- Si  ψ   varie au cours du temps, alors Ω  , dans ce cas le torseur est un glisseur dont 

l’axe central est l’axe instantané de rotation orthogonal au plan (

•

=ψ0
1

0 )π  donc parallèle à . 
→

0z

 

2.2.  Paramétrage du solide 

la position du solide est déterminée par : 

a) La position du point  dans le repère   est donnée par : 

 

)(1 SO ∈
0R

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→→→−−−

0
0

001 y

x

R

yyxxO
O

b) L’orientation du repère  par rapport au repère fxe  

défnie par la vitesse de rotation :   tel que  

),,,( 11111

→→→

zyxOR ),,,( 00000

→→→

zyxOR

→•→

=Ω
0

0
1 zψ ψ==

→→→→

),(),( 1010 yyxx

Le passage du repère   vers le repère   s’exprime par les relations suivantes : 0R 1R

 

 

 

 

 

La matrice de passage de    vers  est donnée par :    1R 0R

→→→

+=
001 sincos yxx ψψ  

→→

=
01 zz  

→→→

+−=
001 cossin yxy ψψ     

           
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
→

100

0cossin

0sincos

01

ψψ

ψψ

RRP

Le mouvement plan sur plan est un mouvement à trois degrés de liberté : ),,( ψyx  ; deux 

degrés de translation et un degré de rotation. 
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2.3. Vecteurs vitesse et accélération d’un point quelconque du solide  

Si  P  est un point quelconque du solide  (S) , il aura pour coordonnées : 

Dans   :    , le point P  est fxe dans le solide. 1R
→→→−−−

+=
111 ybxaPO

Dans   :  0R )cossin()sin(cos 0000111

→→→→→→→−−−

+−++=+= yxbyxaybxaPO ψψψψ

                    
→→→−−−

++−=
001 )cossin()sincos( ybaxbaPO ψψψψ

                     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

−

=
→−−−

0

cossin

sincos

0

1
ψψ

ψψ

ba

ba

R

PO

Dans  :   0R
→→→→→−−−→−−−→−−−

++−++=+=
000011 )cossin()sincos( ybaxbayyxxPOOOOP ψψψψ

                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++

−+

=
→−−−

0

cossin

sincos

0

ψψ

ψψ

bay

bax

R

O
P

La vitesse du point   P  par rapport à    se déduit de deux façons : 0R

a) Par la cinématique du solide : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=∧Ω+=
•

•

•

→−−→→→

0

cossin

sincos

  0

0

         

0

)()(

0

1
0
11

00 ψψ

ψψ

ψ
ba

ba

R

y

x

POOVPV  

    

0

)sincos(

)cossin(

)(

0

0

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−+

+−

=
••

••

→

ψψψ

ψψψ

bay

bax

R

PV  

b) Par dérivation : 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−+

+−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−+

−−

==
••

••

•••

•••

→−
→

0

)sincos(

)cossin(

       

0

sincos

cossin

)(

00

0
0 ψψψ

ψψψ

ψψψψ

ψψψψ

bay

bax

R

bay

bax

R

dt

O
P

d
PV  
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L’accélération du point  P  par rapport à   se déduit facilement par dérivation du vecteur 

vitesse V , dans le même repère. 

0R

)(0 P

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−−+

−−+−

==
•••••

•••••

→
→

0

)cossin()sincos(

)sincos()cossin(

    
)(

)( 2

2

0

00
0 ψψψψψψ

ψψψψψψ

babay

babax

R

dt

PVd
PV  

 

2.4.  Centre instantané de rotation  

Soient deux points A  et  B  du solide  (S)  lié à un repère  en mouvement par 

rapport au repère fxe  lié au plan  

),,,( 11111

→→→

zyxOR

),,,( 00000

→→→

zyxOR )( 0
π   

 

→

0z  →

0y

→

0x  

0(π  

o 

B
A  

)(0 AV

→

)(0 BV

→
)(tI

)(S

)(tΔ

•

 

 

 

 

 

 

 

Comme les vitesses  V   et  V   appartiennent au solide et au plan )(0 A

→ →

)(0 B )( 0
π , nous 

pouvons écrire d’après la loi de distribution des vitesses :   

→−→→→

∧Ω+=
   

0
1

00 )()( ABAVBV    

où   est la vitesse de rotation du repère   par rapport au repère  . Le vecteur vitesse 

de rotation instantané est normal au plan 

→

Ω0
1 1R 0R

)( 0
π , ce qui entraîne que l’axe instantané de rotation 

 est perpendiculaire à ()(tΔ )0
π . 

L’étude sur les torseurs a montré que quel que soit le point pris sur l’axe central d’un torseur, 

le moment en ce point est parallèle à l’axe central. 
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Dans le cas d’un torseur cinématique, tous les points de l’axe instantané de rotation (axe 

central) ont une vitesse parallèle à cet axe. De plus dans le cas d’un mouvement plan sur plan 

tous les points du solide ont leurs vitesses parallèles au plan ( )π . Par conséquent, le point 

d’intersection  I  entre le plan ( )0
π  et l’axe instantané de rotation )(tΔ , a une vitesse nulle. 

Ce point est appelé centre instantané de rotation : (C.I.R.) 

 

2.4.1.  Détermination analytique du centre instantané de rotation  (C.I.R.) 

Soit   P  un point quelconque du solide. La loi distribution des vitesses nous permet d’écrire : 

→−→→−→→→

∧Ω=∧Ω+=
   

0
1

   
0
1

00 )()( IPIPIVPV  

La position du C.I.R  s’obtient en multipliant vectoriellement cette expression par  : 

→

Ω0
1

→−→→→−→→→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω=Ω∧⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω=Ω∧

   
2

0
1

0
1

   
0
1

0
1

0 )( IPIPPV  

d’où :         
2

0
1

0
1

0   )(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω

Ω∧
=

→

→→

→− PV
IP  

- le vecteur 
→−   

IP   est perpendiculaire au vecteur vitesse  V  au point  P ; )(0 P

→

- il a pour module : 
0
1

        
0

   )(

Ω
=

→−−

→− PV
IP  

2.4.2. Détermination géométrique du centre instantané de rotation  (C.I.R) 

Si le point  I  est un centre instantané de rotation du solide  (S)  , nous pouvons le déterminer 

géométriquement en connaissant la vitesse de deux points  A  et  B  du solide. 

 I 

  )(0 BV

→

 

  )(0 AV

→

 A  B

 (S) 

 

En effet nous avons : 

→−→→

∧Ω= IAAV 0
1

0 )(      ⇒   V  
→−→

⊥ IAA     )(0

    )(0
→−→→

∧Ω= IBBV 0
1

0 )(        V  ⇒
→−→

⊥ IBB
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Le centre instantané de rotation  (C.I.R.)  se trouve à l’intersection des normales aux vecteurs 

vitesses    à partir du point  A  et  V  à partir du point  B .  Cette méthode est 

souvent utilisée pour vérifer les coordonnées du (C.I.R.) déterminé déjà analytiquement. 

 )( 0 AV

→

)(0 B

 

Dans le cas particulier d’un disque, il est très facile de le vérifer : 

  )(0 BV

→

  )(0 AV

→

 

 I 

 B 

 A

Les vitesses aux points  A  et  B  sont tangentes aux disques. 

En traçant les deux perpendiculaires aux vitesses  

Respectivement en  A  et  B,  leur point d’intersection  

est le point  I   centre du disque ayant une vitesse nulle. 

 

3.  Base et roulante 

Le centre instantané de rotation  (C.I.R.) est un point mobile par rapport à   et par rapport 

au repère  lié au solide. Il décrit deux courbes différentes dans les deux repères, on appelle 

alors : 

0R

1R

- Base du mouvement : du plans (PS)  du solide sur le plan 
(

)π , la trajectoire du point  I  

dans le repère  ; 0R

- Roulante du mouvement : du plans (PS)  du solide sur le plan )( 0
π , la trajectoire du point  

I  dans le repère ; 1R

Nous pouvons exprimer le vecteur vitesse du point  I  dans le repère , nous avons en effet : 0R

  )(
)(

)( 1
0

1
011

00
0

dt

IOd
OV

dt

IOO
O

d

dt

O
I

d
IV

→−
→

→−→−→−
→

+=
+

==  

En introduisant les coordonnées du point I  dans le repère  tel que : 1R

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→→→−−

0
1

111 I

I

II y

x

R

yyxxIO     ;    

Par la formule de la cinématique du solide nous pouvons écrire : 

→−→→→−→
→−→−

∧Ω+=∧Ω+= IOIVIO
dt

IOd

dt

IOd
1

0
1

1
1

0
1

1
1

1
0

)(       
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on obtient fnalement    
→−→→→→

∧Ω++= IOOVIVIV 1
0
11

010 )()()(

Comme le point  I  est le centre instantané de rotation, son expression analytique est donnée 

par :     
)(

2

0
1

1
00

1
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω

∧Ω
=

→

→→

→− OV
IO       ⇒ )( 1

0
1

0
1 OVIO

→→−→

−=∧Ω

  On obtient alors : )()( 10 IVIV

→→

=    

Cette égalité indique que la vitesse du centre instantané de rotation est la même dans les deux 

repères à   et . 0R 1R

Il en résulte que la base et la roulante sont deux courbes tangentes en  I  à chaque instant. 

L’égalité des vitesses au point  I  dans les deux repères montre que la roulante roule sans 

glisser sur la base. 

 

3.1. Equation de la base 

La position du point  centre du repère  lié au solide par rapport au repère fxe  est 

défnie par ses coordonnées dans le repère  :    ;   

1O 1R 0R

0R
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→→→−−

0
0

001 y

x

R

yyxxO
O

La position du point  I  dans le repère  est donnée par : 1R   
)(

2

0
1

1
00

1
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω

∧Ω
=

→

→→

→− OV
IO  qui s’écrit 

aussi sous la forme :   
)(

2

1
0

0
1 •

→→•
→− ∧
=

ψ

ψ OVz
IO   , or nous avons : 

→•→•
→−−

•
→−−→−−

→

+====
00

1
00

1
0

1
0

1
0 )( y

d

d
yx

d

d
xd

O
O

d

dt

d

d

O
O

d

dt

O
O

d
OV ψ

ψ
ψ

ψ
ψ

ψ
ψ

ψ  

En remplaçant l’expression de    dans celle de  nous obtenons : )( 1
0 OV

→ →−

IO1

→→→→→

•

→→•
→−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

∧
=

00000
2

1
0

0
1   

)(
x

d

d
yy

d

d
xy

d

d
yx

d

d
xz

OVz
IO ψψψψ

ψ

ψ
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Ainsi le vecteur position du point  I  dans le repère  est exprimé par la relation : 0R

)()( 0011

→→→−→−−→−

++−=+= y
d

d
xyx

d

d
yxIOO

O
O
I

ψψ  

Cette équation défnit la trajectoire (appelée base) du centre instantané de rotation dans le 

repère .  0R

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

−=

=
→

→

→−

               0)(

)(

)(

0

0

0

tZ

y
d

d
xytY

x
d

d
yxtX

R

O
I

I

I

I

ψ

ψ

 

 

3.2. Equation de la roulante 

Pour obtenir la trajectoire (appelée roulante)  dans le repère  lié au solide, il sufft 

d’exprimer les vecteurs unitaires du repère   en fonction de ceux de . En effet, nous 

avons d’après la matrice de passage déterminée précédemment : 

1R

0R 1R

→→→

−=
110 sincos xxx ψψ  

→→→

+=
110 cossin xxy ψψ  

→→→→→

•

→→•
→−

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

∧
=

00000
2

1
0

0
1   

)(
x

d

d
yy

d

d
xy

d

d
yx

d

d
xz

OVz
IO ψψψψ

ψ

ψ
 

Alors la trajectoire dans le repère  aura pour équations paramétriques : 1R

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=

−=

=
→−

                               0)(

sincos)(

cossin)(

1

1

1

0

1

tZ
d

d
yy

d

d
xtY

d

d
yd

d
xtX

R

IO

I

I

I

ψ
ψ

ψ
ψ

ψ
ψ

ψ
ψ

 

En connaissant la matrice de passage de   vers  , il est très facile de déduire la trajectoire 

de la roulante à partir de la base où inversement. 

0R 1R
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CINETIQUE 
 

1. Défnition 

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la 

quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment 

dynamique et l’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique. 

La cinétique a pour objet l’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la 

géométrie des masses. 

 

2.  Résultante cinétique, moment cinétique 

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel  M , de masse  m  et 

de vitesse   est défnie par la grandeur vectorielle :  )(
M

V
→

)(
M

VmP
→→

=  ; 

- Le moment cinétique   du point matériel  M  en un point  A  quelconque de l’espace est 

donné par le moment de la quantité de mouvement en  A , il a pour grandeur : 

→

A
σ

)(
   

MVmA
M

A

→→−−→

∧=σ  

2.1.  Quantité de mouvement d’un système matériel (S)   

a) Système matériel discret : 

Le système est constitué d’un ensemble de point  
M

i  de masse  
m

i  et de vitesses   dans 

un repère R. 

)( iMV
→

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du système est donnée par la grandeur 

vectorielle :  ∑
→→

=

i
ii MVmP )( 

- Le moment cinétique   du système matériel   (S)  en un point  A  quelconque de 

l’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en  A , il a pour grandeur 

vectorielle :  

→

A
σ

∑
→→−−→

∧=

i
iiiA MVmA

M
)(σ
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cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique 

 

b) Système matériel continu : 

Dans le cas d’un système matériel continu (S) : linéaire, surfacique où volumique nous avons : 

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du système matériel continu, est 

donnée par la grandeur vectorielle :  ; ∫
→→

=

S

dmMVP )(

- Le moment cinétique    du système matériel continu (S) en un point  A  quelconque 

de l’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour 

grandeur vectorielle :  

→

A
σ

∫
→→−−→

∧=

S

A dmMVAM )(σ

3.  Torseur cinétique 

Soit un solide  (S)  de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport à un repère 

fxe R.  Soit M un point de ce solide et deux points  A et B quelconque de l’espace mais 

connus dans le repère R. 

Par défnition nous avons les moments cinétiques en A  et  B  qui sont donnés par : 

∫
→→−−→

∧=

S

A dmMVAM )(σ      et      ∫
→→−−→

∧=

S

B dmMVBM )(σ

∫∫∫∫
→→−−→→−−→−−→→−−→→−−→→

∧=∧−=∧−∧=−

SSSS

BA dmMVABdmMVBMAMdmMVBMdmMVAM )()()()()(σσ  

→→−−→→−−→→

∧=∧=− ∫ PABdmMVAB
S

BA )(σσ  

On constate que le moment cinétique obéit à la loi des transports des moments. Nous pouvons 

alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont : la résultante 

cinétique et le moment cinétique. 

[]

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=

=

∫

∫
→→−−→

→→

S

A

S
A

d
m

MVA
M

d
m

MVP

C
)(

          )(

σ
 

∫
→→

=

S

dmMVP           )(      : résultante cinétique ou quantité de mouvement du système (S) 

∫
→→−−→

∧=

S

A dmMVAM )(σ    : Moment cinétique au point A  du système (S) dans le repère R. 
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3.1.  Expression de la résultante cinétique d’un système matériel 

Soit un solide  (S)  de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport à un repère 

orthonormé fxe . Quel que soit ),,,(
→→→

zyxOR )(SM ∈  nous avons par défnition du centre 

d’inertie :  
→→−−

=∫ 0dmGM
S

Les points G  et M sont Mobiles dans le repère , nous pouvons écrire : ),,,(
→→→

zyxOR

→−−→−−→−−

−= OGOMGM     et leurs vitesses sont liées par la relation : 

 

dt

OGd

dt

OMd

dt

GMd
→−−→−−→−−

−=           ⇔       )()( GVMV
dt

GMd
→→

→−−

−=  

 

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient : 

 

→→→
→−−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=∫∫ 0)()(

SS

d
m

GVMVd
mdt

G
M

d
 

 

)()()( GVmdmGVdmMV
SS

→→→

== ∫∫     ce qui donne :  )(
G

VmP
→→

=

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectée 

de la masse totale du système :  )(
G

VmP
→→

=

 

3.2. Propriétés du moment cinétique 

3.2.1.  Théorème de Koënig  

Soit   un repère orthonormé fxe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fxe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG
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La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul :  GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG

(S) 

 

 →

x

→

z

→

y
o

→

x

→

z  

→

y  
G

Nous allons chercher une relation entre : 

- le moment cinétique du système en G   

     dans son mouvement par rapport à  et   0R

- le moment cinétique du système en G   

     dans son mouvement par rapport à  .   GR

 

 

Soit  M  un point du système matériel : 

Sa vitesse dans le repère   est donnée par :  V  0R )()()( 00 MVGVM

Son moment cinétique au point  G  dans   s’écrira :  0R ∫
→→−−→

∧=

S

RG d
m

MVG
M

)(0
         

/ 0

σ

Son moment cinétique au point  G  dans   s’écrira :  GR ∫
→→−−→

∧=

S

G
RG d

m
MVG

M
G

)(
         

/
σ

Nous avons alors : 

∫∫∫
→→−−→→−−→→→−−→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

S

G

SS

G
RG dmMVGMdmGVGMdmMVGVGM )()()()( 00

         

/ 0

σ  

or nous avons par défnition du centre d’inertie : ∫   on obtient fnalement :  
→→−−

=

S

dmGM 0

         

/
0

         

/ )()()(
0

→→→−−→→−−→→−−→

=∧=∧+∧= ∫∫∫
GRG

S

G

S

G

S

RG dmMVGMdmMVGMGVdmGM σσ  

         

/

         

/ 0

→→

=
GRGRG

σσ  

Le moment cinétique en G centre d’inertie du système est le même qu’il soit présenté dans le 

repère   ou dans le repère .  0R 1R

En un point  A  quelconque de l’espace nous aurons par la formule de transport : 

)(0
         

/

         

/ 0
GVmAG

GRGRA

→→−−→→

∧+=σσ  

Nous avons ainsi le théorème de Koënig pour le moment cinétique. 
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3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié à un repère  en mouvement 

quelconque par rapport à un repère fxe . 

kR

iR

Soit  M  un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour 

expression :    V  
→−−−→→→

∧Ω+= MOOVM

Le moment cinétique au point  est donné par :  kO ∫
→→−−→

∧=

S

i
kk

i dmMVMOO )()(σ

(S)

 

→

ix

→

iz

→

iy
io

→

kx

→

kz
→

ky

ko •M 

 

 

 

 

 

 

 

 

En remplaçant l’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons : 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+∧=

→−−−→→→−−→

S

k
i
kk

i
kk

i dmMOOVMOO )()(σ  

→→→−−−→→−−→→−−→

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧+∧= ∫∫

21)()( σσσ

S

k
i
kk

S

k
i

kk
i dmMOMOdmOVMOO  

avec :      et   ∫
→→−−→

∧=

S

k
i

k dmOVMO )(1
σ ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

→−−−→→−−→

S

k
i
kk dmMOMO2

σ

 

Expression de  : 
→

1
σ

∫∫

∫∫

→→−−→→−−

→→−−→−−→→−−→

∧+∧=

∧⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=∧=

S

k
i

S

k
i

k

S

k
i

k

S

k
i

k

OVdmGMdmOVGO

dmOVGMGOdmOVMO

)()(    

)()(1
σ

 

∫∫
→→−−→→−−→

∧+∧=

S

k
i

S

k
i

k OVdmGMdmOVGO )()(1
σ  
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Comme  G  est le centre d’inertie du solide, nous avons alors :  ∫
→→−−

=

S

dmGM 0

d’où :   )(1 k
i

k OVmGO

→→−−→

∧=σ  

 

Expression de  : 
→

2
σ

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

→−−−→→−−→

S

k
i
kk dmMOMO2

σ  

Afn de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point  M  dans le 

repère   et les composantes du vecteur vitesse de rotation   dans le repère . kR

→

Ωi
k kR

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−−

z

y

x

R

MO

k

k          ;        
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω

Ω

Ω

=Ω
→

z

y

x

k

i
k

R

  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω−Ω

Ω−Ω

Ω−Ω

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω

Ω

Ω

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧

→−−−→→−−

yx

xz

zy

kkk
z

y

x

kk

k
i
kk

xy

zx

yz

R
z

y

x

Rz

y

x

RRz

y

x

R

MOMO       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+Ω+Ω−Ω−

Ω−+Ω+Ω−

Ω−Ω−+Ω

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Ω−Ω−Ω−Ω

Ω−Ω−Ω−Ω

Ω−Ω−Ω−Ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧

→−−−→→−−

)(

)(

)(

)()(

)()(

)()(

22

22

22

zxyzxz

yzzxxy

xzxyzy

R
yzyzxx

xyxyzz

zxzxyy

R

MOMO

zyx

zyx

zyx

k
zyxz

yxzy

xzyx

k

k
i
kk  

 

  

)(

)(

)(  

22

22

22

2

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+Ω+Ω−Ω−

Ω−+Ω+Ω−

Ω−Ω−+Ω

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧=

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫
→−−−→→−−→

S

z

S

y

S

x

S

z

S

y

S

x

S

z

S

y

S

x

k

S

k
i
kk

dmzxyzdmxzdm

yzdmdmzxxydm

xzdmxydmdmzy

R

dmMOMOσ  

cette expression peut s’écrire sous la forme : 

 

     2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ω

Ω

Ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=
→

z

y

x

zzy
z

x
z

y
z

y
y

x
y

x
z

x
y

x
x

III

III

III
σ   ⇔     []

→→

Ω= i
kokI2

σ  
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on aboutit à l’expression fnale :   qui s’écrira : 
→→→

+=
21)( σσσ

k
i O

[]
→→→−−→

Ω+∧= i
kokk

i
kk

i IOVmGOO )()(σ  

 

Cas particuliers : 

- Si le repère   est fxe par rapport à  alors            kR iR   0)(
→→

=
k

i OV ⇒ []
→→

Ω= i
kokk

i IO)(σ  

- Si le point   est confondu avec le centre  G   alors   ⇒       kO
→→−−

= 0GOk
[]

→→

Ω= i
kG

i IG)(σ  

 

3.4.  Théorème de Koënig pour un système matériel (S) 

 

Sous la forme généralisée nous avons :   

)()()(
  

GVmMGGM iki

→→−−→→

∧+=σσ       avec     )()(
  

GG ki

→→

=σσ

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :  

 

[] )()(
 

GVmMGIM ii
kG

i

→→−−→→

∧+Ω=σ  

GI  : est le moment d’inertie du système en son centre d’inertie. 

4. Torseur dynamique  

4.1.  Défnition 

Soit  M  un point du système matériel  (S)  en mouvement par rapport à un repère fxe R. 

L’accélération du point M est donnée par :  
dt

MVd
M

)(
)(

→
→

=γ  

- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M : 

∫
→→

=

S

dmMD )(γ    ou    ∑
→→

=

i
ii MmD )(γ

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la 

quantité d’accélération) par rapport à un point  A  du repère  R : 

∫
→→−−→

∧=

S

A dmMAM )(γδ    où   ∑
→→−−→

∧=

i
iiiA MmAM )(γδ
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme éléments de réduction de 

ce torseur. Le torseur dynamique en un point  A  du repère R  s’exprime sous la forme : 

 

[]

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=

=

∫

∫
→→−−→

→→

S

A

S
A

dmMAM

dmMD

D
)(

           )(

γδ

γ

      où         []

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∧=

=

=

∑

∑
→→−−→

→→

i
iiiA

i
ii

A

MmAM

MmD

D
)(

            )(

γδ

γ

 

Le système étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le 

moment dynamique obéit aussi de la même manière à la formule de transport des moments. 

Les moments dynamiques en deux points quelconques  A  et  B  sont liés par : 
→→−−→→

∧+= DABBA
δδ  

 

4.2.  Calcul de la résultante dynamique 

Soit  G  le centre d’inertie du système dans le repère  R  , la résultante dynamique s’écrit : 

)(
))((

)(
)(

)( Gm
dt

GVmd

dt

Pd
dmMV

dt

d
dm

dt

MVd
dmMD

SSS

→
→→

→
→

→→

====== ∫∫∫ γγ  

 

Si la masse du système est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse 

par l’accélération de son centre d’inertie. 

)(GmD
→→

= γ  

La résultante du torseur dynamique est égale à la quantité d’accélération du centre d’inertie du 

système affectée de la masse totale. 

 

4.3.  Théorème de Koënig relatif au moment dynamique 

Soit   un repère orthonormé fxe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fxe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG

La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul :  GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG
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Nous allons chercher une relation entre : 

- le moment dynamique du système en G  dans son mouvement par rapport à  et   0R

- le moment dynamique du système en G  dans son mouvement par rapport à  .   GR

 

(S)

→

x

→

z

→

y
o

→

x

→

z

→

y
G

 

 

 

 

 

 

Soit  M  un point du système matériel: 

Son accélération dans le repère   est donnée par :   0R )()()( 00 MGM G

→→→

+= γγγ

Son moment dynamique au point  G  dans   s’écrira :  0R ∫
→→−−→

∧=

S

RG dmMGM )(0
         

/ 0

γδ

Son moment dynamique au point  G  dans   s’écrira :  GR ∫
→→−−→

∧=

S

G
RG dmMGM

G
)(

         

/
γδ

Alors :    ∫∫∫
→→−−→→−−→→→−−→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∧=

S

G

SS

G
RG dmMGMdmGGMdmMGGM )()()()( 00

         

/ 0

γγγγδ

∫∫
→→−−→→−−→

∧+∧=

S

G

S

RG dmMGMGdmGM )()(0
         

/ 0

γγδ  

or nous avons par défnition du centre d’inertie : ∫   on obtient fnalement :  
→→−−

=

S

dmGM 0

         

/

         

/ )(
0

→→→−−→

=∧= ∫
GRG

S

G
RG dmMVGM δδ       

      
         

/

         

/ 0

→→

=
GRGRG

δδ

Le moment dynamique en G centre d’inertie du système est le même, qu’il soit présenté dans 

le repère   ou dans le repère . En un point  A  quelconque de l’espace nous aurons par la 

formule de transport :       

0R 1R

)(0
         

/

         

/ 0
GVmAG

GRGRA

→→−−→→

∧+=σσ

Nous avons ainsi le théorème de Koënig pour le moment dynamique. 
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4.4.  Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique 

Soit  A  un point quelconque du repère   pas nécessairement un point du système matériel 

et un point  M  du système matériel.  Nous avons le moment cinétique au point A  qui  est 

donné par :       

0R

∫
→→−−→

∧=

S

A dmMVAM )(0σ

Dérivons cette expression : 

∫∫∫
→

→−−→
→−−

→→−−
→

∧+∧=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧=

SSS

A dm
dt

MVd
AMdmMV

dt

AMd
dmMVAM

dt

d

dt

d )(
)()(

00
0

0
0

0 σ
 

  )(0
00 →→

→−−→

+∧= ∫
A

S

A dmMV
dt

AMd

dt

d δ
σ

 

or nous avons :   )()( 00
0

AVMV
dt

AMd
→→

→−−

−=    

  )()()( 000
0 →→→→

→

+∧⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∫

A

S

A dmMVAVMV
dt

d δ
σ

   ⇒        )()( 00
0 →→→

→

+∧−=
A

A GVmAV
dt

d δ
σ

 

on obtient ainsi la relation fnale entre le moment cinétique et le moment dynamique 

  )()( 00
0

GVmAV
dt

d A
A

→→
→

→

∧+=
σ

δ  

Cette relation ne doit en aucun cas être confondue avec la formule de transport. 

 

4.5.  Cas particuliers 

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique : 

dt

d A
A

→
→

=
σ

δ
0

      Si :     

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=∧⇔=

=∧⇔

=⇔

→→→→→→

→→→

→→

    0)(V)(V          0)(V//)(V)3

0)(V)(V          )2

                      0)(V          )1

0000

00

0
0

GAGA

GAGavecconfonduestA

ARdansfxeestA

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire : 

dt

Cd
D A

A

→
→

=    avec       et  []  []
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →

→

A

A
DD
δ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →

→

A

A
PC
σ
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5. Energie cinétique 

5.1. Défnition 

L’énergie cinétique d’un système matériel continu  (S)  en mouvement par rapport à un repère 

fxe   est défnie par la quantité scalaire exprimée par la relation : 0R dmMVE
S

C
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→ 2

00 )(
2

1
 

5.2.  Théorème de Koënig relatif à l’énergie cinétique 

Soit   un repère orthonormé fxe. Le référentiel de Koënig (appelé aussi 

référentiel barycentrique)    est le référentiel lié au centre d’inertie du solide 

dont les axes sont parallèles à ceux du repère fxe. 

),,,(0

→→→

zyxOR

),,,(
→→→

zyxGRG

La vitesse du repère  par rapport au repère   est nul :  GR 0R
→→

=Ω 0)/( 0RRG

 

- L’énergie cinétique  du système dans son mouvement  par 

rapport à  GR

- L’énergie cinétique  du système dans son mouvement  par 

rapport à           et  0R

Nous allons chercher une relation entre : 

 

→

y

→

y

(S)

 →

x

→

z  

o 

→

x

→

z  

G

M .

 

 

 

 

 

 

Soit  M  un point du système matériel. La loi de composition des vitesses donne :  

)()()( 00 MVGVMV G

→→→

+=  

en remplaçant cette expression dans celle de l’énergie cinétique nous aurons : 

 

dmMVdmMVGVdmGVdmMVGVE
S

G

S

G

SS

G
C

∫∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

→→

•

→→→→ 2

0

2

0

2

00 )(
2

1
)()()(

2

1
)()(

2

1

or nous avons :  
dt

GMd
MV   dans le repère  

G
G

→−−
→

=)( GR

dmMVdmGM
dt

d
GVdmGVE

S

G

SS

C
∫∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→−−

•

→→ 2

0

2

00 )(
2

1
)()(

2

1
 

nous avons aussi par défnition du centre d’inertie que :   
→→−−

=∫ 0dmGM
S
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L’expression de l’énergie cinétique devient :  

dmMVdmGVE
S

G

S

C
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→→ 22

00 )(
2

1
)(

2

1
 

qui s’écrit aussi sous la forme réduite :   G
C

S

C EdmGVE        )(
2

1
2

00 +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

→

 

L’énergie cinétique du système  (S)  en mouvement quelconque par rapport au repère  est 

égale à l’énergie cinétique du système dans son mouvement autour de son centre d’inertie G 

augmentée de l’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale  du système.  

0R

Cette relation constitue le théorème de Koënig pour l’énergie cinétique. 

 

5.3  Solide indéformable en mouvement quelconque 

Soit   un repère orthonormé fxe et    un repère  lié à un 

solide indéformable et de centre de d’inertie G.   

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 11111

→→→

zyxOR

Le solide est en mouvement quelconque tel que O )(1 S∈ . La vitesse de rotation  du repère  

par rapport au repère   est  :  

1R

0R  0
1

→

Ω

Soit  M  un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide : 

→−−→→→

∧Ω+= MOOVMV 1
0
11

00 )()(  

L’énergie cinétique du solide  (S)  est donnée par : 

dmMOOVdmMVE
SS

C
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→−−→→→ 2

1
0
11

0

2

00 )(
2

1
)(

2

1
  

dmMOOVMVE
S

C ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→−−→→→

∫
1

0
11

000 )()(
2

1
 

     dmMOMVdmMVOV
SS

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→−−→

•

→→

•

→

1
0
1

00
1

0 )(
2

1
)(

2

1
)(  

    dmMVMOGVmOV
S

∫
→→−−

•

→→

•

→

∧Ω+= )(
2

1
)()(

2

1 0
1

0
1

0
1

0  

L’expression du moment cinétique déjà développée auparavant est donnée par : 

dmMVMOO
S

∫
→→−−→

∧= )()( 0
11

0σ  
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Nous avons alors l’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:     

)()()(
2

1
1

00
1

0
1

00 OGVmOVEC

→

•

→→

•

→

Ω+= σ  

Si le centre du repère  est confondu avec le centre d’inertie G du solide :  alors : 1O 1R GO ≡
1

)()(
2

1 00
1

2

00 GGVmEC

→

•

→→

Ω+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= σ  

Le moment cinétique en G s’écrit :        on aboutit à la relation fnale : 
    
0
1

0 )(

→→

Ω=
GIGσ

    
0
1

       

0
1

2

00 )(
2

1
→

•

→→

ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

G

T

C IGVmE  

2

0 )(
2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →

GVm  : est l’énergie cinétique de translation du solide 

    
0
1

       

0
1

→

•

→

ΩΩ
G

T
I     : est l’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G. 

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans l’espace est égale à la 

somme de l’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du 

solide et de l’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.  

 

Cette relation constitue le théorème de Koënig pour l’énergie cinétique. 

 

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique 

au point  en la mettant sous la forme :  1O

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
Ω

=
→

→

•→

→

)(

)(

)(
2

1

1

    
0

0

0

    
0
10

O

GVm

MV

EC

σ
 

 

 

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale à la moitié du produit scalaire du torseur 

cinématique par le torseur cinétique au point  exprimé dans le repère . 1O 0R

[][]
112

10
OOC CVE •=  
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5.4. Solide indéformable en mouvement de rotation pur 

Dans le cas où le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe  passant par un 

point   du solide et de vecteur unitaire   tel que :   avec  Ω  .Le moment 

d’inertie par rapport à cet axe est donné par :  

Δ

SO
→

u ),(
→

Δ uOS

→→

Ω=

→→

Δ
= uIuI

SO
T .. 

 

 

→

u

(S)

 

→

x

→

z

→

y
OS 

M .

)(Δ  

 

 

 

 

 

 

 

 

L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :    

Δ

→→→→→→

Ω=Ω=ΩΩ=ΩΩ= IuIuuIuIE
SSS O

T
O

T
SO

T

SC .
2

1
..

2

1
..

2

1
..

2

1 22000  

 

5.5. Energie cinétique d’un ensemble de solides 

L’énergie cinétique d’un ensemble de solides  (S)  constitué des solides  (S 1 , S 2, S3, ……Sn) 

dans un repère   est égale à la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée 

dans le même repère. 

0R

∑=
i

iCC SESE )()( 00  
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EXERCICES ET SOLUTIONS 
 

Exercice 01: 

Une barre homogène de longueur OM = L , de centre G est en mouvement dans un repère 

orthonormé fxe . On défni deux repères   et    tel que : ),,,( 0000

→→→

zyxOR 1R 2R

),,,( 1111

→→→

zyxOR  repère mobile tel que :   et    ; 
→→

≡
10 zz ),(),( 1010

→→→→

== yyxxθ

),,,( 2222

→→→

zyxOR  lié à la barre tel que  :   et    ; 
→→

≡
21 yy ),(),( 2121

→→→→

== zzxxα

On prendra  comme repère de projection et comme repère relatif. 1R

Déterminer : 

1. La vitesse de rotation instantanée  du  repère  par rapport à  ; 
   
0
2

→

Ω
2R

0R

2. La vitesse V et l’accélération   par dérivation ; )(
  
0 M )(

  
0 M

→

γ

3. La vitesse V et l’accélération   par composition de mouvement ; )(
  
0 G )(

  
0 G

→

γ

4. Le moment cinétique au point O  exprimé dans  ; )(0 O
→

σ
1R

5. Le moment dynamique au point O exprimé dans  ; )(0 O
→

δ
1R

6. L’énergie cinétique de la barre. 

 

G

O 

→

0x  

→

0y

→→

≡
10 zz

→

1x

→→

≡
21 yy

→

2
x

M

α

θ  

•
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Solution : 

1. Vitesse de rotation instantanée  du  repère  par rapport à  ; 
   →

Ω0
2 2R

0
R

        ,     car :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−=Ω+Ω=Ω
•

•→•→•→→→

θ

αθα    

R

zy
         

0

1

11
0
1

1
2

0
2

→•→

−=Ω
1

0
1

y
   

α
→→→

−=∧
111 yzx

2. Vitesse et l’accélération   par dérivation ; )(0 MV
  →

)(
  
0 M

→

γ

2.1. Vitesse 

→−→
→−→−

→

∧Ω+== OM
dt

OMd

dt

OMd
MV

     
0
1

10
0 )(  

Nous avons :       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

α

α

sin2

0

cos2

1
L

L

R

OM ⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
•

•

→−

αα

αα

cos2

0

sin2

1

1

L

L

R

dt

OMd
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
•

•

•

••

•

→

αα

αθ

αα

α

α

θαα

αα

cos2

cos2

sin2

sin2

0

cos2

0

0

cos2

0

sin2

)(

1
11

1

0

L

L

L

R

    

L

L

R

  

R

    

L

L

R

 MV
  

 

2.2.  Accélération 

        )(
)()(

)( 00
1

0100
0 MV

dt

MVd

dt

MVd
M

     
    

  →→
→→

→

∧Ω+==γ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

+−

=
•

•

•

••••

••••

•••

→

αα

αθ

αα

θαααα

ααθαθ

αααα

γ

cos2

cos2

sin2

0

0

)sincos(2

)sincos(2

)cossin(2

)(

1
1

2

2

1

0

L

L

L

R

   

R

    

L

L

L

R

 M
  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

=
•••

••••

••••

→

       )  L

     L

L

R

 M
  

αααα

ααθαθ

αθααα

γ

sincos(2

)sin2cos(2

cos)(sin2

)(

2

22

1

0  
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3. Vitesse et accélération   par composition de mouvement ; )(
  
0 GV

→

)(
  
0 G

→

γ

3.1.   Vitesse 

)()()( 0
1

10 GVGVGV
      →→→

+=   , avec :     ⇒    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−

α

α

sin

0

cos

1
L

L

R

OG

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

==
•

•

→−
→

αα

αα

cos

0

sin

)(

1

1
1

L

L

R

dt

OGd
GV

  

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+=
•

•

→−→→→

0

cos

0

sin

0

cos

0

0

)()(

111

0
1

00
1

αθ

α

α

θ
L

R

     

L

L

R

  

R

OGOVGV
       

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
•

•

•

•

•

•

→

αα

αθ

αα

αθ

αα

αα

cos

cos

sin

0

cos

0

cos

0

sin

)(

1
1

1

0

L

L

   L

R

        L

R

     

L

L

R

GV
  

 

3.2.   Accélération 

)()()()( 0
1

10 GGGG
  

c

      →→→→

++= γγγγ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

+−

==
•••

•••

→
→

)sincos(

0

)cossin(
)(

)(
2

2

1

11
1

αααα

αααα

γ

L

                            

L

R

dt

GVd
G

  
  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧Ω+∧

Ω
+=

→−→→→−

→
→→

OGOG
dt

d
OG

      
   

    
0
1

0
1

0
1

0
00

1 )()( γγ     avec :    et  
→→

= 0)(0 O
  

γ
dt

d

dt

d
      →→

Ω
=

Ω 0
1

10
1

0

 

 L

L

R

       

L

L

R

  

R

  

R

    

L

L

R

 

R

G
  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
••

•

••••

→

0

cos

cos

sin

0

cos

0

0

0

0

sin

0

cos

0

0

)(

2

1

11111

0
1

αθ

αθ

α

α

θθα

α

θ

γ  

 

       

L

           

R

      

L

L

R

     

R

   GV  G
        

c
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω=

••

•

•

•

→→→

0

sin2

0

cos

0

sin

0

0

2)(2)(

1
1

1

10
1

αθα

αα

αα

θ

γ  
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   avec :  

 

La somme de tous les termes donne :  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

+

−

+−

=
••••

•

•••

•••

→

       

L

           

R

L

L

R
L

                            

L

R

G
  

0

sin2

0

0

cos

cos

)sincos(

0

)cossin(

)(

1

2

1

2

2

1

0 αθααθ

αθ

αααα

αααα

γ  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

=
•••

••••

••••

→

       )  L

     L

L

R

 M
  

αααα

ααθαθ

αθααα

γ

sincos(

)sin2cos(

cos)(sin

)(

2

22

1

0  

 

4. Moment cinétique au point O  exprimé dans  ; )(0 O
→

σ
1R

Le moment cinétique au point O dans le repère  est donné par : 0
R

  GVmOG    IO
-

G )()( 00
2

0

→→→→

∧+Ω=σ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
00

0
3

0

000

2

2

mL

mL
IG    et   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=Ω
•

•→

θ

α   

R

   
0

1

0
2

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
•

•

•

•

•→

αα

αθ

αα

α

α

θ

ασ

cos

cos

sin

sin

0

cos0

3
00

0
3

0

000

)(

1
11

2

2

1

0

L

L

   L

R

m        

L

L

R

         

RmL

mL

R

O  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

+

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

•

•

•

•

•

•

•

•→

)  mL

               
mL

mL

R
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α
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α
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1
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4
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5. Moment dynamique au point O   exprimé dans  ; )(0 O
→

δ
1R

Il est déterminé à partir du moment cinétique par la relation : 

    )(
)()(

)( 00
1

0100
0 O 

dt

Od

dt

Od
O

→→
→→

→

∧Ω∧== σ
σσ

δ  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−−

=

••••

••

••••••

→

 )α θα)(θmL

               
mL
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R

dt
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αα

α
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σ

cossin2cos
3

1
3

4

cossinsincos

)(

22

2

222

1

01

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω
•

••

•

•

•

•
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R
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0

sincos

3

4
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3

1
(

3

4
sincos0

)( 22

2

1

22

2

2

1

00
1

ααθ

θα

αθ

α

ααθ

θ

σ  

on déduit :  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
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⎟
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⎛
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=

••••
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δ
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3

1
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3

4

3

4
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)(

22

22

222

1
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6. Energie cinétique de la barre. 

L’énergie cinétique totale a pour expression : 

→→→

ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0

2
0
2
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⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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⎞
⎜⎜
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⎛
++=
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••••

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2

2
2

2
2222

66
cos

2

1 θααθα mLmL
mLEC  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=

••

αθα 22
2

22 cos
3

1

23

2 mL
mLEC  

 

Exercice 02: 

On considère le système matériel suivant )(Σ  compsé des solides suivants: 

(S1) : est un coulisseau de masse  m1, de centre de masse G1  lié au repère R1 en mouvement 

de translation rectiligne par rappport à un repère fxe suivant l’axe . ),,( 0000

→→→

zyxR
→

0
z

(S2) : est une barre uniforme de longueur 2b , de masse m2 , de centre de masse G2  lié à R2 

(S3) : est un disque homogène de rayon R , de masse m3 ,de centre de masse G3 lié à R3

On donne les tenseurs d’inertie  :   ;   

2
2

2

2

22

00

00

00

RC
B

A
)(SIG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3
3

3

3

33

00

00

00

RC
C

A
)(SIG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1. Déterminer les vitesses et les accélérations des points G   avec  i = 1,2,3 i

2. Calculer les moments cinétiques    des       en G   avec   i ; )/( 0
RS i

   

Gi

→

σ )( iS i 3,2,1=

3. Calculer les moments dynamiques    des   (     en   avec   ; )/( 0
RS i

   

Gi

→

δ )iS iG 3,2,1=i

4. En déduire le moment dynamique  du système au point G  : exprimé dans ; 1 )/( 0

   

1
RG

Σ
→

δ
0R

5. Calculer l’énergie cinétique du système )/( 0
REc

Σ  par rapport à . 0
R

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α  (S2) 

G1 

→

0z

→

2z  

G2 

O 

•

→

0y  

→→

≡
10 zz  

•

→

1y β

(S1) 

→

3z  

→

0y  
(S3) G3 

α
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Solution : 

),,( 0000

→→→

zyxR   repère fxe ;  et aussi repère de projection 

),,( 1111

→→→

zyxR  :   et   
→→

≡
01

zz
→→

≡Ω 00
1

),,( 2222

→→→

zyxR  :   et   
→→

≡
02

xx
→•→

≡Ω
0

0
2 xα

),,( 3333

→→→

zyxR  :   et   
→→

−≡
03

xx
→•→

−≡Ω
0

0
3 xβ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

     

 b

     

R

OI

0

cos

0

0

α  ;   ;   ;  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

=
→−−

αcos2

0

0

0

1

bR

                

                

R

OG
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

=
→−−

α

α

cos

sin

0

0

2

bR

       b

                

R

OG
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

          R

b

          

R

OG αsin2

0

0

3

 

1. Vitesses et accélérations absolues des points   avec  i = 1,2,3 iG

1.1.  Vitesses par dérivation: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

==
•

→−−
→

αα sin2

0

0

)(

0

1
0

1
0

b

                

                

R
dt

OGd
GV  ;  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

==
•

•
→−−

→

αα

αα

sin

cos

0

)(

0

2
0

2
0

b

  b

            

R
dt

OGd
GV  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
•

→−−
→

            

 b

            

R
dt

OGd
GV

0

cos2

0

)(

0

3
0

3
0 αα  

1.1.  Accélération par dérivation: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

==
•••

→
→

αααα

γ

cos2sin2

0

0
)(

)(
2

0

1
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1
0
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R
dt

GVd
G  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−

−==
•••

•••

→
→

   bb
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R
dt

GVd
G
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0
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)(
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2
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2
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2
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⎪
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⎪
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⎧
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→
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0
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3
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R
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GVd
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2. Moments cinétiques    des       en   avec   )/( 0
RS i

   

Gi

→

σ )( iS iG 3,2,1=i ; 

Les moments cinétiques des trois solides en leurs centres d’inertie sont donnés par : 

  IGVmGGRS
         

G

→→→→−−−→

=Ω+∧= 0)()/( 0
111

0
111011

σ  

→•

••

→→→−−−→

=

⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎜
⎜
⎜
⎜
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⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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2

2

2

2

0
222

0
222022

0

0

0

0
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)()/( xA

A

  

C

B

A
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G
α
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σ  
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−=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω+∧=
03

3

3

3

3

0
333

0
333033

0

0

0

0

00

00

00

)()/( xA

A

  

C

B

A

IGVmGGRS
         

G
β

ββ

σ  

 

3. Moments dynamiques    des       en   avec   )/( 0
RS i

   

Gi

→

δ )( iS iG 3,2,1=i ; 

Les moments dynamiques se déduisent par la dérivée des moments cinétiques : 

→
→

→

== 0
)/(

)/( 011
1

011 dt

RSd
RS

   

G
   

G

σ
δ  

→••
→

→

==
02

022
2

022

)/(
)/( xA

dt

RSd
RS

   

G
   

G
α

σ
δ  

→••
→

→

−==
03

033
3

033

)/(
)/( xA

dt

RSd
RS

   

G
   

G
β

σ
δ  

4. Moment dynamique  du système au point  : exprimé dans ; 1G )/( 01
∑

→

R
   

G
δ

0
R

Le moment dynamique du système au point  est égal à la somme des moments dynamiques 

des trois solides au même point. 

1G

)/()/()/()/( 03102101101 RSRSRSR
   

G

   

G

   

G

   

G

→→→→

++=∑ δδδδ  

dt

RSd

dt
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RSd
R

   

G

   

G

   

G
   

G

)/()/()/(
)/( 031

0
021

0
011

0

01

→→→
→

++=∑ σσσ
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→
→

= 0
)/( 011

0

dt
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G
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Calculons d’abord les moments cinétiques des solides   et   en  en utilisant la 

formule de transport : 

)( 2S )( 3
S 1G

)()/()/( 2
0

221022021 GVmGGRSRS
     

G

   

G

→→−−−→→

∧+=σσ  
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⎟
⎠

⎞
⎜
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⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝
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−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
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sin
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0
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b
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b
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G
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α
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

0
2

22021 2cos)/( xbmARS
   

G
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)()/()/( 3
0

331033031 GVmGGRSRS
     

G

   

G
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⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛
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⎟
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⎟
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⎜
⎜
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⎛
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⎞

⎜
⎜
⎜
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0
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0
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0
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0

)/( xbmAbm

b
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=

0
22

33031 cos4)/( xbmARS
   

G
ααβσ  

Les moments dynamiques se déduisent facilement par dérivation des deux expressions: 

→•••••
→

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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0
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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0
22

3
22

33 2sin4cos4 xbmbmA ααααβ

Le moment dynamique du système est la somme des deux expressions : 
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5. Energie cinétique du système )/( 0
REc

Σ  par rapport à . 0
R
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Exercice : 03 

Le système mécanique représenté ci-dessous est composé de deux solides. 

(S1) : une barre de longueur OO1 = L , de masse négligeable, maintenue à ses deux extrémités 

par des liaisons : sphériques O et cylindrique en O1 (d’axe ). Le disque (S
→

1x 2) a un rayon R et 

une  masse m. La  barre, lié au repère , est en rotation dans le plan vertical à  une 

vitesse angulaire    par rapport au repère fxe  autour de l’axe . Le 

disque lié au repère , tourne  autour de l’axe  à une vitesse de rotation 

.  Le tenseur d’inertie du disque (S

),,( 1111

→→→

zyxR

•

θ ),,,( 0000

→→→

zyxOR
→→

≡
10 zz

),,( 2222

→→→

zyxR
→→

≡
21 xx

•

ϕ
2) au point O 1 dans  est donné par : 

  On prendra comme repère de projection.    

1R

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

C

C

A

R

SIO

00

00

00

)(

1

21 1R

 

Déterminer : 

1. La vitesse de rotation instantanée  du disque par rapport au repère fxe ; 
   
0
2

→

Ω

2. La vitesse et l’accélération du point O1 par la cinématique du solide ; 

3. Le moment cinétique et le moment dynamique aux points O1 et  O  par rapport à  ; 0R

4. L’énergie cinétique du système 

5. Appliquer le théorème de la résultante dynamique au système 

6. Appliquer le théorème du moment dynamique au système au point O. 

 

 

O

→

0x  

→→

21 , xx

θ  

→

1y

 O1 

θ  →

0y

R 

ϕ  
→

2y

→

1z

→

2z

→

1y  

ϕ O1 
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Solution : 

1. Vecteur rotation instantanée  du disque par rapport à et exprimé dans  0R 1R

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=Ω+Ω=Ω
•

•

→→→

θ

ϕ

0

1

0
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1
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0
2

R

      

 

 

2. Vitesse et accélération absolues du point O1 dans  R1 par la cinématique du solide 
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3.  Moment cinétique  et moment dynamique aux points O1 et  O  par rapport à   0R

3.1.  Moment cinétique et moment dynamique en  1O
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3.2.  Moment cinétique et moment dynamique en  O
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4. L’énergie cinétique du système 
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5. Théorème de la résultante dynamique au système 

La somme des forces appliquées au système est égale à la masse du système par l’accélération 

de son centre d’inertie. 
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6. Théorème du moment dynamique du système au point O 

      Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique au même point O. 
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Exercice : 04 

Soit  un repère orthonormé fxe lié au bati d’une éolienne constitué d’une 

girouette et d’une hélice. La girouette (S

),,,( 0000

→→→

zyxOR

1) lié au repère , a une liaison pivot 

avec le bati fxe de manière à tourner dans le plan horizontal autour de l’axe , avec 

 ,     et    où  a : est une constante positive. 

),,,( 1111

→→→

zyxOR

),( 0

→

zO
→→

≡
10 zz ),(),( 1010
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== yyxxα
→→−−

=
1xaOG
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L’hélice (S2) est lié au repère et ayant un rayon GP , tourne autour de 

l’axe  tel que : .  

),,,( 2222

→→→

zyxOR
→→−−

=
2zb

→→

≡
21 xx ),(),( 2121

→→→→

== yyzzβ

La girouette a un moment d’inertie par rapport à l’axe qui est égal à : I ),( 0

→

zO

 
 
 
Le tenseur d’inertie de hélice de masse M et de centre d’inertie G  dans le repère  est donné 

par :    
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Un balourd représenté par une masse ponctuelle m située à l’extrémité de l’hélice au point P 

sur l’axe . ),( 2

→

zG

 

Déterminer : 

1. Le moment cinétique de la girouette dans son mouvement par rapport à l’axe ( ; ),

2. Le moment cinétique de l’hélice au point O exprimé dans le repère ; )/( 02
0 RS

→

σ
2R

3. Le moment dynamique de l’hélice par rapport à l’axe :  , exprimé 

dans le repère ;   

),( 0

→
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0

2
0

0 RSz

→

•
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δ
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4. Le moment cinétique du balourd par rapport au repère  et exprimé dans le repère ; 0R 2R

5. L’énergie cinétique totale du système par rapport au repère . 0R
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Solution : 
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Le moment cinétique de l’hélice en O est donné par la relation : 
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3. Moment dynamique de l’hélice par rapport à l’axe  :  dans  ),( 0
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4. Moment cinétique du balourd par rapport à  et exprimé dans ; 0R 2R

     Le balourd est une masse ponctuelle, son moment cinétique est donné par : 

)()/( 0
0

0 PVmOPRP

→→−→

∧=σ   ,   avec :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=+=
→→→−→−→−

b

a

R

zbxaGPOGOP 0

2

22

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=∧Ω+==
•

••

•

•

•

•

→−→
→−→−

→

          a

ba

           b

R

    

b

a

R

        

R

OP
dt

OPd

dt

OPd
PV

βα

ββα

βα

βα

βα

β

sin

cos

sin

0

cos

sin)(

2

2

2

0
2

20
0  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
••

••

••

•

••

•

→

     baa

 ab

      bab

R

m     

          a

ba

           b

R

m      

b

a

R

RP

ββα

βαβα

ββα

βα

ββα

βα

σ

cos

sinsin

cos

sin

cos

sin

0)/( 22

2

2

2

0
0  

→••→••→••→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

22
22

20
0 cossi

n
si
n

cos)/( zbamayabmxabbm RP ββαβαβαβαβσ  

() →••→•→••→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

22
22

20
0 cossi

n
cos)/( zbamayabmxabbm RP ββαβαβαβσ  

 

5. Energie cinétique totale du système par rapport au repère . 0R

L’énergie cinétique du système est égale à la somme des énergies cinétiques de chaque 

solide par rapport au même repère. 

( ) ()() ( )
0302010 //// RSERSERSERE CCCC

++=∑  
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Energie cinétique de la girouette : 

()      

C I      IRSE
•→

=Ω= α
2

1

2

1
/ 0

101  

Energie cinétique de l’hélice : 

() [][ uecinétmatiq Torseurcinétique TorseurRSEC
×=

2

1
/ 02

] 

()       

 

     

C RSGVMOV   

OV

  

RS

GVM
RSE

→→→

•

→

→

→

→

→

Ω+=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
Ω

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
= 0

202
000

0

0
2

02
0

0

02 )/()()(

)()/(

)(

2

1
/ σ

σ
 

or nous avons :  
→→

= 0)(0 OV 
 

() ()
()

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

+=Ω=
•

•

•

•

•

•

•

→→

βα

βα

β

βα

βα

β

σ

cos

sin

cos

sin
2

1
)/(

2

1
/

2

2

2

2

0
202

0
02

        

R

   

aMC

aMB

A

R

RSRSE
    

C  

() ()()
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++=

•••

βαβαβ 2222222
02 cossin

2

1
/ aMCaMBARSEC  

() ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++=

••

22222
02 )cossin(

2

1
/ αβββ aMCBARSEC  

 

Energie cinétique du balourd P : 

()
2

0
0 )(

2

1
/ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→

PVmRPE
 

C   or la vitesse   est calculée précédemment, nous aurons : )(0 PV
 →

()  mabammbRPEC
βαββαβα 222

2

222
0 sin

2

1
cos

2

1
sin

2

1
/

••••

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=

 

()  abababmRPEC ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+=

••••••

βαβββαβαβα 22222222222
0 sincos2cossin

2

1
/ 

()  baabbmRPEC ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

•••••

2222222
0 cos2sin

2

1
/ βαββαβα  

La somme des trois termes donne l’énergie cinétique totale du système : 
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()

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++=

•••••

•••

∑

2222222

22222
0

cos2sin
2

1

)cossin(
2

1

2

1
/

βαββαβα

αβββα
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aMCBA  I   RE
 

C

 

 

() ()[]

() ββαβ

βββα

cos2

sincossin
2

1
/

22

2222222
0

•••

•

−++

+++++=∑

mabmbA                        

abm aMCBI   REC

 

 
Exercice 05 :  
Un système de ventilation automatisé est composé de deux barres identiques et homogènes, 
soudées entre elles au point A et d’une hélice de rayon  R  et de masse M. 
(S1): OA = L de masse m ; (S2): AB = L  de masse m ; (S3): Hélice avec: BM = BN = R   de 
masse M . Le système est en mouvement comme le montre la  fgure (2).  

Le tenseur d’inertie en B de l’hélice dans  est donné par :  2R

2

2
3

00

00

00

)(

RA

B

A

RSI B

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

Le repère est en rotation par rapport à  autour de l’axe  sens 

positif.  Le repère de centre A est tel que   . 

),,,( 1111

→→→

zyxOR 0R
→→→

≡≡
210 zzz

),,,( 2222

→→→

zyxAR
→→

21// yy

Le repère est en rotation par rapport à   autour de l’axe  sens 

négatif.     R

),,,( 3333

→→→

zyxBR 2R
→→

≡
32 yy

2 : est le repère de projection ;  On considère que :    et    Cte=
•

ψ Cte=
•

ϕ

 

Déterminer : 

1) Le centre d’inertie du système dans le repère R2 ; 

2) Le tenseur d’inertie du système au point  A  dans le repère R2 ; 

3) La matrice de passage de R0  vers R1   et de R3  vers R2 ; 

4) La vitesse de rotation instantanée du repère R3  par rapport à R0 ; 

5) La vitesse et l’accélération absolues du point B par dérivation ; 

6) La vitesse et l’accélération absolues du point  M  par la cinématique du solide ; 

7) La vitesse et l’accélération absolues du point N par composition de mouvement,  R2 étant 

le repère relatif ; 

8) Le moment cinétique du solide  S3  au point A dans le repère R2; 

9) Le moment dynamique du solide  S3  au point A dans le repère R2; 

10) L’énergie cinétique du système  
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  (S3) 

 (S2) 

 (S1) 

 B 

 N
→→

≡
32 yy  

 O 
ψ  

ψ  

→

0y  

→

1y 

→

1x 

→→→

=≡
210 zzz  

→

0x  

 M 

 L 

 A 

 L 

 N

 B

 ϕ  

ϕ

→

3z  

→

2x  

→

2z  
→

3x  
 M 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1) Centre d’inertie du système : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

=
→−−

2/

0

0

2

1

LR

AG     ;      ;          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

2/

0

2

2 L

R

AG
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

0

2

3 L

R

AG

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+

−
+

+
=

→−−

Mm

mL
Mm

LMLm

R

AG

2

2/
2

.)2/.(

0

2

 

2) Tenseur d’inertie du système: 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

000

03/0

003/

)( 2

2

2

1 mL

mL

R

SI A    et    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

3/00

000

003/

)(
2

2

2

2

mL

mL

R

SI A

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

A

B

A

R

SI B

00

00

00

)(

2

3    ;   Huygens    ⇒

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+

=

2

2

2

3

00

00

00

)(

MLA

B

MLA

R

SI B

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

+

++

=

3/00

03/0

003/2

)(
22

2

22

2

mLMLA

mLB

mLMLA

R

SystèmeI A  
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3) Matrices de passage : 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=
→

100

0cossin

0sincos

10

ψψ

ψψ

RRP     et    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

=
→

ϕϕ

ϕϕ

cos0sin

010

sin0cos

23 RRP

 

4) Vitesse de rotation instantanée du repère R3 par rapport au repère R0 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++−=Ω+Ω+Ω=Ω
•

•→•→→•→→→→

ψ

ϕψϕ

   

0   

0

2

22
0
1

1
2

2
3

0
3

R

zy  

5)    et    par dérivation )(0 BV

→

)(0 B

→

γ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=+=
→→→−−→−−→−−

L

LyLzLABOAOB

0

22  ;    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==

•

•

→−−→
→−−→−−

→

0

0

0

0

0

)(

2
22

0
2

20
0

ψ

ψ

L

R
L

L

RR

OB
dt

OBd

dt

OBd
BV      ;    avec  

→
→−−

= 0
2

dt

OBd
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==
•

•

•

→→
→→

→

0

0

0

00

0

)(
)()(

)( 2

2
2

2

00
2

0200
0 ψ

ψ

ψ

γ L

R

L

R
R

BV
dt

BVd

dt

BVd
B

  
    

 

 ; avec   
→

→

= 0
)(

  
02

dt

BVd
 

6)    et    par la cinématique du solide )(0 MV

→

)(0 M

→

γ

→−−→→→

∧Ω+= BMBVMV 0
3

00 )()(      avec :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

ϕ

ϕ

sin

0

cos

    

0

0

23
R

R

R

R

R

BM
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=
•

•

••

•

•

•

→

ϕϕ

ϕψ

ϕϕψ

ϕ

ϕ

ψ

ϕ

ψ

cos

cos

sin

sin

0

cos0

0

0)(

2

22
2

0

R

R

RL

R
R

R

RR

L

R

MV  

)()()( 0
3

0
3

0
3

0
00

→−−→→→−−

→
→→

∧Ω∧Ω+∧
Ω

+= BMBM
dt

d
BM γγ  

)(0 B

→

γ  : déjà calculée 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=Ω∧Ω+
Ω

=
Ω

••

•

•

•

→→
→→

0

0

0

0

0

2
22

0
3

0
2

0
3

20
3

0
ϕψ

ψ

ϕ

ψ
RRR

dt

d

dt

d
      

avec  
→

→

=
Ω

0
0
3

2

dt

d
  (  sont constantes) 

••

ϕψ et  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∧
Ω ••

••

→−−

→

0

sin

0

sin

0
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0

0

22
2

0
3

0

ϕϕψ

ϕ

ϕϕψ

R

RR

R

R
R

BM
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧Ω∧Ω
•

•

•

•

•

•

•

•

•→−−→→

ϕϕ

ϕψ

ϕϕ

ψ

ϕ

ϕ

ϕ

ψ

ϕ

ψ

ϕ
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cos

sin0

sin

0

cos00

)(

2
2222

0
3

0
3

R

R

R

R
R

R

R

RRR

BM  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

−−

=∧Ω∧Ω
•

••

••

→−−→→

ϕϕ

ϕϕψ

ϕψϕϕ

sin

sin

coscos

)(

2

22

2

0
3

0
3

R

R

RR

R

BM  

d’où :  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−−

−−

=
•

•••

••

→

                      sin

       sin2

coscos
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2

2
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2

0

ϕϕ

ϕϕψψ

ϕψϕϕ

γ

R
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R
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7)    et    par composition de mouvement )(0 NV

→

)(0 N

→

γ

)()()( 0
2

20 NVNVNV

→→→

+=    ,   avec    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=+=+=
→→→−−→−−→−−

ϕ
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sin
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R
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•

•

→−−
→

ϕϕ

ϕϕ

R

R

R

dt

ANd
NV

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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⎨
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⎧
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ϕ

ϕ

ψ
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R
R

L

R
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⎪
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⎪
⎪

⎨

⎧
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=
•

•
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cos

)(

2

0

R

R
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R
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2
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2

2
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2
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⎪
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⎪

⎨

⎧
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==
•
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⎨
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⎪
⎩
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⎪
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⎨
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⎨

⎧
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0
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0
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2

2
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2

ϕψϕ
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ϕϕ

ψ
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R
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R
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sin

cos2

sincos

)(

2

2
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2

0

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
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+

=
•

•••
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8) Moment cinétique du solide (S3) au point  A 

)()()()( 00
3

000 BVMABIBVMABBA B

→→−−→→→−−→→

∧+Ω=∧+=σσ  

→•→•
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⎜
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⎜
⎜
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⎜
⎜
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⎠

⎞
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⎜
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⎛
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⎢

⎣

⎡
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)( zMLAyB

R

L

M

R

L
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A

B

A

A ψϕ

ψ

ψ
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9) Moment dynamique du solide (S3) au point  A 

)()(
)(

)( 00
00

0 BVMAV
dt
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A

→→
→

→

∧−=
σ

δ   or     alors : 
→→
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)()(
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2
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A
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→→

→

∧Ω+== σ
σσ

δ     

 avec  
→

→

= 0
)(02

dt

Ad σ
  car    : sont constantes 
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⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
2

2

2

2

2

0    )(

)(

0

   

0   

)( xMLAB

RMLA

B

R

A ϕψ

ψ

ϕ

ψ

ϕδ  
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9) Energie cinétique du système au point  A 

 

solide (S1) :   ;    et    01
=

cE
→→

= 0)( 1
0 GV 0=

zzI  dans R2    

 

solide (S2) :   
632

1
0

0

3/00

000

003/

),0,0(
2

1

2

1 2
2

2
2

2

2

0
2

0
22

••

•

•→→

==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=ΩΩ= ψψ

ψ

ψ mLmL

mL

mL

IE Ac  

 

solide (S3) : 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=ΩΩ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

•

••••→→→

ψ

ϕψϕψ
0

00

00

00

),,0(
2

1

2

1

2

1
)(

2

1
2

0
3

0
3

2

0
3

A

B

A

LMIBVME Bc  

 

   

•••

++= 2222
3

2

1

2

1

2

1 ψϕψ ABMLEc  

 

Energie cinétique du système :  Ec = Ec1  + Ec2  +Ec3     

 

•••

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2222

2

2

1

2

1

32

1
)( ψϕψ ABML
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Exercice 06 : 

On considère, dans le repère orthonormé , le système mécanique constitué de 

deux barres homogènes (S1) lié au repère et (S2) lié au repère  

Les barres ont une longueur OA=AB = L , de masse m, articulées au point A . Au point B est 

articulée un solide (S

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 1111

→→→

zyxOR ),,,( 2222

→→→

zyxBR

3) qui est une masse M coulissante suivant l’axe . Soit  G
→

0x 1  et  G2  les 

centres d’inertie, respectifs des deux barres. On prendra  comme repère de projection. 0R

Les tenseurs d’inertie des deux barres en leurs centres d’inertie respectifs sont donnés par : 

1

11

00

00

000

)(

RA

ASIG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  ;           avec : 

2

22

00

000

00

)(

RA

A

SIG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
12

2mL
A =  

 

•

ψ

 A 
 G2

 G1

•
→

2y

→

0y  

 B 

O

→

0x

→

1x  θ

→

1y  

→

2x  

Calculer en fonction de(  :  Let    ,,
•••

ψψψ

1. Les vitesses et les accélérations absolues  

des points :  G1 , G2 , B.  

2. Le torseur cinétique du système au point O ; 

3. Le torseur dynamique du système au point O ; 

4. L’énergie cinétique du système. 

 

 

Solution : 

1. Vitesses et accélérations par dérivation : 

1.a.  Vitesses 

Nous avons :  ψ
π

θ −=
2

     ⇒    ψθ sincos =    et  ψθ cossin =  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

sin)2/(

cos)2/(

0

1
ψ

ψ

L

L

R

OG                         ⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

==
•

•

→−−
→

0

cos)2/(

sin)2/(

)(

0

1
0

1
0 ψψ

ψψ

L

L

R

dt

OGd
GV  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=+

=
→−−

0

cos)2/(sin)2/(sin

cos)2/3(cos)2/(cos

0

2
ψψψ

ψψψ

LLL

LLL

R

OG   ⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

==
•

•

→−−
→

0

cos)2/(

sin)2/3(

)(

0

2
0

2
0 ψψ

ψψ

L

L

R

dt

OGd
GV  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

0

cos2

0

ψL

R

OB                                               ⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

==

•

→−−
→

0

0

sin2

)(

0

0
0

ψψL

R

dt

OBd
BV  

 

1.b.  Accélérations des points par dérivation : 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

+−

==
•••

•••

→
→

0

)sincos)(2/(

)cossin)(2/(
)(

)( 2

2

0

1
00

1
0 ψψψψ

ψψψψ

γ sL

L

R

dt

GVd
G  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

+−

==
•••

•••

→
→

             

sL

L

R

dt

GVd
G

0

)sincos)(2/(

)cossin)(2/3(
)(

)( 2

2

0

2
00

2
0 ψψψψ

ψψψψ

γ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
+−

==

•••

→
→

                             

                             

L

R

dt

BVd
B

0

0

)cossin(2
)(

)(

2

0

00
0

ψψψψ

γ  

 

2.   Torseur cinétique du système au point O ; 

Le torseur cinétique a pour éléments e réduction :  

- la résultante qui est égale à la somme des quantités de mouvement de chaque solide ; 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
+−

=++=
•

•

→→→→

                        

          Lm

MmL

R

BVMGVmGVmP

0

cos

)(sin2

)()()(

0

0
2

0
1

00 ψψ

ψψ

 

- le moment cinétique total qui est égal à la somme des moments cinétiques des solides. 

)/()/()/()/( 03
0

02
0

01
0

0
0 RSRSRSR

→→→→

++=∑ σσσσ  

a) moment cinétique du solide  :  )( 1S )(.)/( 1
0

1
0
1101

0 GVmOGIRS
   

G

→→−−→→

∧+Ω=σ
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
•

•

•

→

0

cos2

sin2

0

sin2

cos2

0

0

00

00

000

0

011

01
0 ψψ)(L/

ψψ)(L/

R

      ψ)(L/

ψ)(L/

R

     

ψRA

A

R

)/R(Sσ  
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R

 
mLmL

R
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A
R
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

=
•••••

→

ψψψψψ

σ

3

0

0

412

0

0

4

0

0

)/(
2

0

22

0

2

0

01
0  

 

b)  moment cinétique du solide  :  )( 2S )(.)/( 2
0

2
0
2202

0 GVmOGIRS
   

G

→→−−→→

∧+Ω=σ

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
•

•

•

→

0
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sin23

0

sin2
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0

0

00

000

00

0

011
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0 ψψ)(L/

ψψ)L/(

R

   m   ψ)(L/

ψ)L/(

R

     

RA

A

R

)/R(Sσ
θ

 

 
mLmL

R
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A
R
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

=
••••

→

ψθψθ

σ

4

3

12

0

0

4

0

0

)/(
22

0

2

0

02
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 or nous avons : ψ
π

θ −=
2

   alors en dérivant nous avons :   en on obtient :  
••

−= ψθ

 
mL

R

RS

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
•

→

ψ

σ

3

2
0

0

)/(
2

0

02
0  

 

c) moment cinétique du solide  :   car   )( 3
S

→→→−−→

=∧= 0)()/( 0
03

0 BVmOBRSσ )(// 0 BV    OB
→→−−

d) Moment cinétique du système : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
•••

→

∑
ψψψ

σ

2

0

2

0

2

0

0
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2
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3.   Torseur dynamique du système au point O  

Les éléments du torseur dynamique sont :  

- la résultante dynamique :   )()()( 3
0

32
0

21
0

1 GmGmGmD
→→→→

++= γγγ

                

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

++−

=
•••

•••

→

             

smL

MmL

R

D

0

)sincos(

)cossin)((2

2

2

0

ψψψψ

ψψψψ

-   le moment dynamique du système :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
••

→

→ ∑
∑

ψ

σ
δ

2

0

0
00

0
0 0

0
)/(

)/(

mLR
dt

Rd
R  

4.  Energie cinétique du système. 

L’énergie cinétique du système est égale à la somme des énergies cinétique de chaque solide 

par rapport au même repère. 

)/()/()/()/( 03
0

02
0

01
0

0
0 RSERSERSERE CCCC

++=∑  

a)  Energie cinétique du solide  )( 1S
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T
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ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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0
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1
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1
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•
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=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎣
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
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⎞
⎜
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⎛
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L
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A

A
L
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0
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2
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⎥
⎥
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⎥
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⎥

⎦

⎤
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⎞
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⎛
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•
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θ
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6

1
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b)  Energie cinétique du solide (  )

ψψ 222

2

0
03

0 sin2)(
2

1
)/(

•→

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= MLBVmRSEC  

d)  Energie cinétique du système : 

 LMm
mL

     MLmL
mL

RSEC
ψψψψψψψψ 2222

2
2222222

2

03
0 sin)2(

3
sin2sin

6

1

6
)/(

•••••

++=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++=

 LMm
mL

 RSEC
ψψψ 2222

2

03
0 sin)2(

3
)/(

••

++=  

 

Exercice 07 : 

Soit une plaque homogène (S) rectangulaire de largeur 2a, de longueur 2b et de centre de 

masse G. Elle est rotation à une vitesse angulaire fxe autour de l’un des ses point A dans le 

plan  tel que  et (  . Le point  A  se déplace sur 

l’axe  tel que : OA  et  

),( 00

→→

yx
→→→→

≡≡≡
3210 zzzz ψ==

→→→→

),(), 3131 yyxx

),( 0

→

xO
→→−−

=
0xx

→→−−

=
3

3
y

b
GA .   On prendra comme repère 

de projection.   Déterminer : 

),,,( 1111

→→→

zyxOR

1. La vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repère  :  0
R

    →

Ω0
3

2. Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G :  V  et   ; )(
   
0 G

→

)(
 
0 G

→

γ

3. Le moment cinétique de la plaque au point A ; 

4. Le moment dynamique de la plaque point A ; 

5. L’énergie cinétique de la plaque. 

ψ  

ψ  

 a

 A 

→

1
y  

→

2
y

O
→→

≡
10

xx

→

0
y

→

3
x  

→

2
x   G 

•

 x

 b

→

3
y  

 

 

 

 

 

 

 

 
12

2mb
A =    ,   )(

12

2
2

ba
m

C +=  

On donne :  
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

C

A

A

R
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Solution : 

1.  Vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repère  :  0
R

    →

Ω0
3

         avec   
→•→→→→

−=Ω+Ω+Ω=Ω
1

0
1

1
2

2
3

0
3 z

                
ψ Cte=

•

ψ

2.  Vitesse et accélération absolues du point G :   et   ; )(
   
0 GV

→

)(
 
0 G

→

γ

2.1.   Vitesse absolue du point G : 

Par la cinématique du solide nous pouvons écrire :   
→−−→→→

∧Ω+= AGAVGV
    
0
3

00 )()(

Nous avons :    , 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0
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x
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−
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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1
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ψ

ψ

ψψ b

b

R
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b

y
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⎪
⎪
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⎪
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⎧
−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
•
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•

•
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     b
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R

b

b

R

   

R

    

x

R

GV

0

sin)3/(

cos)3/(

0

cos)3/(

sin)3/(

0

0

0

0)(

1

11
1

0 ψψ

ψψ

ψ

ψ
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2.2.   Accélération absolue du point G : 

Par dérivation nous pouvons écrire :   )(
)()(

)( 00
1

0100
0 GV

dt

GVd

dt

GVd
G

    →→
→→

→

∧Ω+==γ  
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b
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R
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G

0
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3
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3
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2

1

01
0 ψψψψ

ψψψψ

γ  

3. Moment cinétique de la plaque au point A ; 
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4. Moment dynamique de la plaque au point A ; 
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)/( 000
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→
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0

0)()(

111

00  

on déduit :   
→••••••→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−=

1

2

0 cos
39

)/( zx
b

m
b

mCRSA
ψψψδ  

 

3.   Energie cinétique de la plaque  )(S
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Exercice 08 : 

Soit un système constitué d’une tige fletée OA lié au repère . La tige de 

masse négligeable tourne autour de l’axe avec une vitesse de rotation .  

),,,( 1111

→→→

zyxOR

→→

≡
10

zz Cte=
•

α

Un cylindre de masse m, de hauteur h et de centre d’inertie G, lié au repère 

s’enroule autour de cette tige et  il a deux mouvements:  ),,,( 3333

→→→

zyxGR

- L’un, de translation de son centre d’inertie G, lié au repère  , suivant 

l’axe de la tige   avec une vitesse linéaire  ; 

),,,( 2222

→→→

zyxGR

→→

≡
21

xx )(tx
•

- L’autre, de rotation autour de l’axe  avec une vitesse de rotation   et  tel que 

 

→

2
x Cte=

•

ψ

ψ==
→→→→

),(),( 3232 zzyy

On prendra  comme repère relatif et repère aussi de projection. 2R

Déterminer : 

1. Le tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repères  et  ; 3
R 2R

2. La vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repère  ; 0
R

3. La vitesse et l’accélération du point M par composition de mouvement ; 

4. Les torseurs, cinétique et dynamique,  au point O par rapport au repère  ; 0
R

5. L’énergie cinétique du système. 

 

 A 

 •
θ

•

ψ

 M 

→

2z

O →

0y

→→

10 , zz

→→→

321 ,, xxx

 x(t)

 G 
 •

 h 

→

0x

 M 
•

→

2z →

3z  

→

2y  

→

3y  

ψ

ψ  

 G 

 R 
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Solution : 

1. Tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repères  et  ; 3R 2R

 

Le tenseur d’inertie du cylindre dans le repère   est donné par : 2R

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+=

B

B

A

mhmR

mhmR

mR

R

IG

0

00

00

124
00

0
124

0

00
2

22

22

2

3

  où  
2

2mR
A =  ; 

124

22 mhmR
B +=  

 

2. Vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repère  ; 0
R

Le repère    est en translation par rapport au repère   alors :  2R 1R
→→

=Ω 01
2

   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
−

=−=Ω+Ω+Ω=Ω
•

•

→•→•→→→→

α

ψ

ψα 0

2

22
0
1

1
2

2
3

0
3

R

xz

 

3. Vitesse et l’accélération du point M par composition de mouvement : 

3.1.  Vitesse : 

Nous avons :     ;          

x

R

OG
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

0

0

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

ψ

ψ

cos

sin

0

0

0

23
R

R

R

     

RR

GM

La vitesse absolue est égale à la vitesse relative plus la vitesse d’entraînement. 

      )()()( 0
2

20 MVMVMV
         →→→

+=

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

==
•

•
→−−

→

    R

R

           

R
dt

GMd
MV

   

ψψ

ψψ

sin

cos

0

)(

2

2
2      et        

→−−→→→

∧Ω+= GMGVMV
      

0
2

00
2 )()(
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⎨
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⎪
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⎪
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R
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R

GM

0

0

sin

cos

sin

0

0

0

2
22

0
2

ψα

ψ

ψ

α
  

En faisant la somme des termes on obtient :  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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−

=
•

••

••
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              R

   Rx

      Rx
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ψψ

ψψα
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)(

2

0  

 

3.2.  Accélération : 

         L’expression de l’accélération absolue par composition de mouvement s’écrit : 

         )()()()( 0
2

20 MMMM C

→→→→

++= γγγγ
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M
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0
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4. Torseurs, cinétique et dynamique,  au point O par rapport au repère  ; 0R

4.1.  Torseur cinétique  

Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont : 

-  la résultante cinétique :    ; 
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4.2.  Torseur dynamique  

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont : 

-  la résultante dynamique :    ; 
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5. Energie cinétique du système. 
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Exercice 09 : 

Une machine de ponçage des sols est composée d’un bras OAC de masse négligeable tel que 

OA=L, AC=L/2 et d’un disque de rayon R et de masse M . Le bras est en mouvement de 

rotation par rapport au bâti fxe avec une vitesse de rotation . Le disque tourne autour 

du bras AC avec une vitesse de rotation   On prendra    comme repère de 

projection. 

Cte=
•

ψ

Cte=
•

θ
1R

Déterminer : 

1. Vitesse de rotation instantanée du disque  

2. Vitesse et accélération absolues du point C 

→→

10 , zz

O 

 A 
•

θ  

•

ψ

L

L/2 

R 

→→

21 , xx

→

0y  
→

0x

→

2z  

C 

3. Le torseur cinétique du disque en  O ; 

4. Le torseur dynamique du disque en O ; 

5. L’énergie cinétique du système. 

 

 

 

 

Solution : 

1. Vitesse de rotation instantanée du disque par rapport au repère  : 0
R

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

=+=Ω+Ω=Ω
••

→•→•→→→

θψ

θψ 0

0

1

22
0
1

1
2

0
2

R

xz        où             Cte=+
••

θψ

2. Vitesse et accélération du point C : 

2.1.  Vitesse : 

Nous avons :     ;   V  
⎪
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2.2.  Accélération: 
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3. Le torseur cinétique du disque au point O : 

Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont : 

-   la résultante cinétique :   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
•→→

     

ML

   

R

CVmP

0

0

)(

1

00 ψ

- le moment cinétique :   )(.)/( 00
20

0 CVMOC     IRS
   

C

→→−−→→

∧+Ω=σ

  ML

  

R

  

L

L

R

  

MR

MR

MR

R

RS
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
•

••

→

0

0

2/

00

0

2/00

04/0

004/

)/(

11

2

2

2

2

0
0 ψ

θψ

σ  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

++

−

=
•••

•

→

   ML ) 
MR

                                

                             
ML

R

  RS

ψθψ

ψ

σ

2
2

2

1

0
0

(
2

0
2

)/(  

4. Le torseur dynamique du disque au points O : 

 

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont : 

-   la résultante cinétique :  ; 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
−

==

•

→→

0

0)(

2

1

0

   ML

R

CmD

ψ

γ

-   le moment dynamique :  )/(
)/()/(

)/( 0
00

1
0

01
0

00

0
0 RS

dt

RSd

dt

RSd
RS

   →→
→→

→

∧Ω+== σ
σσ

δ  
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→

→

= 0
)/( 0

01

dt

RSd σ
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

++

−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧=∧Ω=
•

•••

•

•

→→→

            

ML
             

R   ML ) 
MR

                            

                        
ML

R

 

R

RSRS
   

0
2

0

(
2

0
2

0

0

)/()/( 2
2

1

2
2

2

1

1

0
00

10
0 ψ

ψθψ

ψ

ψ

σδ  

 

5.  Energie cinétique du système. 

 

2

00
2

0
2 )(

2

1
..

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ΩΩ=

→→→

CVM    IE
  

G

  

C  

 

•

••

••

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 22

2

2

2

2

2

1
0

0

2/00

04/0

004/

0,0,
2

1 ψ

θψ

θψ ML 

RMR

MR

MR

    EC  

 

•••

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 22

22

2

1

22

1 ψθψ ML 
MR

EC  
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Exercice 10 : 

Le système mécanique représenté ci dessous est constitué de six solides.  

- S0 : est un bâti fxe lié au repère  ),,,( 0000

→→→

zyxOR

- S1 , S2, S3 , S5 : sont des barres de masses négligeables reliées entres elles par des liaisons 

rotoïdes parfaites ayant leurs axes perpendiculaire au plan formé par les barres ; S 2 et S3 : 

ont la même longueur OB=AB=2a 

- S4 : est un volant de masse M de centre d’inertie G milieu de AB,  relié à  S 3  par une 

liaison rotoïde parfaite d’axe AB.  

 

Le tenseur d’inertie du solide S 4  en son centre d’inertie G dans les repères  et  est 

donné par :  

3R 4R

43

43
4

,00

00

00

,/
)(

RRB

B

A

RR
SIG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

S1 : est lié au repère , S),,,( 1111

→→→

zyxOR 2 : est lié au repère , ),,,( 2222

→→→

zyxOR

S3 : est lié au repère , S),,,( 3333

→→→

zyxAR 4 : est lié au repère , ),,,( 4444

→→→

zyxGR

On applique un moment 
→−

M sur le solide S 1  à l’aide d’un moteur électrique. 

Le point A se déplace sur l’axe    et la solide  S
→→

≡
10 zz 5  a un mouvement de translation 

suivant le même axe. 

Déterminer : 

1. La vitesse absolue  dans  et montrer que  :  ; )(0 GV

→

3R

••→

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2
2

1

2

0 )( ψθ KKGV

2. L’énergie cinétique du système ; 

3. La puissance des efforts sachant que: 0)/(et     0)/( 5010
== SRPSRP  ; 

4. Le moment cinétique du système en G dans le repère  ; 3R

5. Le moment dynamique du système en G dans le repère  ; 3R

On donne les fgures planes suivantes : 
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 →

M  

 S1 

 S5 

→

1x

 S3 

 S2 

•  B 
 G 

•
→

3x

→

1x  

 A 

→→

10 ,zz  

→

2z  

θ  

→

2x  

→

3z  

•

O 

 S4 

θ

θ  

1
θ  

 →

0y
→

1x

→

1y

→

0x
O

ψ

ψ

→

1x 
→

2z

→

2x

→

1z
O 

θ  

θ  

1
θ

1
θ

→

1x
→

3z

→

3x

→

1z
A

→

3z  
→

4y

→

4z

→

3y
G 

ϕ

ϕ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR   lié au bâti     fxe ; 0S

),,,( 1111

→→→

zyxOR    lié à   tel que :     ;  1S
→•→•→

==Ω
10

0
1 zz ψψ

→→

≡
10 zz

),,,( 2222

→→→

zyxOR   lié à   tel que :    ;   2S
→•→•→

==Ω
21

1
2 yy θθ

→→

≡
21 yy

),,,( 3333

→→→

zyxAR   lié à   tel que :   ;    et   3S
→•→•→

==Ω
3111

1
3 yy θθ

→→

≡
31 yy θ

π
θ −=

2
1  

),,,( 4444

→→→

zyxGR   lié à   tel que :    ;   4S
→•→•→

==Ω
43

3
4 xx ϕϕ

→→

≡
43 xx

Le point A est en translation sur l’axe  ),( 0

→

zO

1.  Vitesse V  dans   )(0 G

→

3R

→−−→
→−−→−−

→

∧Ω+== OG
dt

OGd

dt

OGd
GV 0

3

30
0 )(  ; exprimons les vecteurs OG  et 

→−− →

0
3

Ω  dans le repère  : 3R

Nous avons :   et    
→→→−−→−−→−−

−=+=
322 xazaBGOBOG 1

2
θ

π
θπ ++=   ⇒ θ

π
θ −=

2
1  

Ce qui donne : θθ cossin =   et   θθ sincos 1
=  1

A partir des fgures planes, on peut écrire :   puis on explicite  
→→→

+=
112 sincos xzz θθ

→→

11 x  et   z   dans le repère . 3R
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   zx    zxz
→→→→→

+−=+−=
3331311 sincoscossin θθθθ

→→→→→

+=+=
3331311 cossinsincos zx      zxx θθθθ  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=

→→→→→

33332 cossinsinsincoscos zxzxz θθθθθθ  

()( ) →→→→→

+−=+−=
33

2
33

22
2 cossin21sin2cossin2cossin zxzxz θθθθθθθ  

Nous avons ainsi :   
() →→→→→→−−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=−=

333
2

32 cossin21sin222 xazxaxazaOG θθθ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

=
→−−

   a

                

aa

R

OG
θθ

θ

cossin4

0

3sin4 2

3

   ; avec   et comme : 

→→→

Ω+Ω=Ω 0
1

1
3

0
3

θ
π

θ −=
2

1   ⇒    
••

−= θθ
1

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−+−=+−=Ω

•

•

•

→→•→•→•→•→

θψ

θ

θψ

θθψθψθ

sin

cos

sincos

3

33313
0
3         

R

 zx yzy  

d’où :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

∧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

=
•

•

•

•

•

→

   a

                

aa

R

        

R
   a

                

            a

R

GV
θθ

θ

θψ

θ

θψ

θθθ

θθθ

cossin4

0

3sin4

sin

cos

)sin(cos2

0

cossin8

)(

2

3
3

22

3

0

() ()

()
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−+−

+−

−

=
••

••

••

→

             aaa

   aaa

                          aa

R

GV

3sin4)sin(cos2

cossin4cos3sin4sin

cossin4cossin8

)(

222

2

3

0

θθθθθ

θθθψθθψ

θθθθθθ

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

=
•

•

•

→

               a

         a

a

R

GV

θ

θψ

θθθ

sin

cossin4

)(

3

0  

2222

0 sin2sin2)( ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ •••→

θθψθθ aaaGV  

()
••••→

+=++⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2
2

1
22

22

0 )sin(12sin2)( ψθθψθθ KKaaGV  
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2. Energie cinétique du système ; 

2

00
44

0
4 )(

2

1
).(.

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ΩΩ=

→→→

GVM     SIE G

     
T

C  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−−=

••

•

•

•

•••
2

2
2

1
2

1

sin

cos

00

00

00

sin,,cos
2

1 ψθ

θψ

θ

θψ

θψθθψ KKM   

B

B

A

    EC  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

•••••

2
2

2
1

22222

2

1
sincos

2

1 ψθθψθθψ KKM   BBAEC  

() ()
••

++++= 2
1

2
2

22

2

1
sincos

2

1 θψθθ MKB  MKBAEC  

 
 
3. Puissance des efforts extérieurs,  sachant que: 0)/(et     0)/( 5010

== SRPSRP  ; 

Les liaisons sont sans frottement : 

Nous avons :           avec   

→

•

→

Ω= 0
4MP

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=+−==
→→→→

θ

θ

θθ

sin

0

cos

)sincos(

3

331

M

M

R

zxMzMM

          

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=Ω+Ω=Ω
•

•

••

→→→

θψ

θ

θψϕ

sin

cos
0
3

3
4

0
4

θψθψϕθ

θψ

θ

θψϕ

θ

θ

2

3

0
4 sincoscos

sin

cos

sin

0

cos
•••

•

•

••

→

•

→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

•
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=Ω= MM 

M

M

R

MP  

           θϕψ cos
••

−= MMP

4. Moment cinétique du système en G dans le repère  ; 3R

 

         B

                    B

A

R

 

R
B

B

A

R

IS GG

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω=
•

•

••

•

•

••

→→

θψ

θ

θψϕ

θψ

θ

θψϕ

σ

sin

cos

sin

cos

00

00

00

.)(

3

3

3

0
4  
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5. Moment dynamique du système en G dans le repère  ; 3R

      )(
)()(

)( 0
3

30

S
dt

Sd

dt

Sd
S G

GG
G

→→
→→

→

∧Ω+== σ
σσ

δ   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

∧

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

=
•

•

••

•

•

•

••••

••

••••••

→

         B

                    B

A

R

   

R
         B

                    B

A

R

SG

θψ

θ

θψϕ

θψ

θ

θψ

θθψθψ

θ

θθψθψϕ

δ

sin

cos

sin

cos

cossin

sincos

)(

3

3

3

 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

=

•••••••••

••••••

••••••

→

θψϕθθψθθθψθψ

θψϕθψθθψθ

θθψθψϕ

δ

coscoscossin

cossincossin

sincos

)( 2

3

ABB

                 ABB

                                            A

R

SG  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−++

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−

=

•••••••

••••••

••••••

→

  ABB

ABB

                           A

R

SG

θψϕθθψθθψ

θψϕθψθθψθ

θθψθψϕ

δ

coscos2sin

cossincossin

sincos

)( 2

3

 

 

Exercice 11 : 
Le système mécanique représenté ci dessous est constitué de quatre solides.  

- S0 : est un bâti fxe lié au repère  ),,,( 0000

→→→

zyxOR

- S1 : est un cadre relié au bâti fxe par une liaison sphérique parfaite au point O.  Il est lié 

au repère  et en mouvement de rotation  autour de    tel que : 

  et    

),,,( 1111

→→→

zyxOR
→→

≡
10 zz

ψ=≡
→→→→

),(),( 1010 yyxx Cte=
•

ψ

- S2 : est une tige mince et homogène, de masse m1 , de longueur  AB=2L , liée au cadre par 

deux liaisons rotoïdes d’axe  
→→

32 ,xx

- S3 : est une plaque homogène rectangulaire, de masse m2 de dimensions 2a x 2b , soudée à 

la tige en son centre d’inertie O2 ,  tel que  LCO
3

2
2

=   et perpendiculaire à la tige AB . la 

plaque est animée d’un mouvement de rotation autour de l’axe    à une vitesse de 

rotation .  On donne :  OC = AC = CB = L . 

→→

≡
32 xx

Cte=
•

θ
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Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre d’inertie O2  dans le repère  est donné par : 3R

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

C

B

A

R

SI RO

00

00

00

)(

3

/3 32
   avec  )(

3

222 ba
m

A +=   ,  
3

2
2bm

B =    ,   
3

2
2am

C  =

 
Déterminer : 
1. Le vecteur rotation instantané du repère  par rapport à  et exprimé dans  ; 3R 0R 0R

2. La vitesse du point M  par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 2R

3. L’accélération du point O2 par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 2R

4. La vitesse du point N  par rapport à  et exprimé dans  , sachant que : 

 ; 

1R 2R
→→→

+=
22

1 )()()( ytxtMV βα

5. Le moment cinétique de la tige AB au point O  par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 1R

6. Le moment cinétique de la plaque au point O2  par rapport à  et exprimé dans  ; 2R 2R

7. L’énergie cinétique du système. 
 

•

θ  

→

0x  

 O

 S1 

 S2 

O2 

→

1x

→

2z

→→

32 , xx

→→

10 , zz

 C 

 B

 A 

 S3 

 S0 

→

0y

ψ  

 

 

 

2b 

 •  

•

→

2z  

→

3y

→

3z

→

2y
O2 

θ

M

N 

2a 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1. Vecteur rotation instantané du repère  par rapport à  et exprimé dans  ; 3R 0R 0R

),,,( 0000

→→→

zyxOR   lié au bâti     fxe ; 0S

),,,( 1111

→→→

zyxOR      lié à   tel que :     ;  1S
→•→•→

==Ω
10

0
1 zz ψψ

→→

≡
10 zz

),,,( 22222

→→→

zyxOR   lié à   tel que :    ; ,  2S
→→

=Ω 01
2

→→

≡
12 xx

→→

≡
12 zz

),,,( 33323

→→→

zyxOR   lié à   tel que :  ;    3S
→•→•→

==Ω
32

1
3 xx θθ

→→

≡
32 xx

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     

 352

A.KADI 
 

LCBACOC ===  ;   LCO
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=    

Nous avons :     avec   :  
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++=Ω+Ω+Ω=Ω
01

0
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1
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0
3 0 zx ψθ
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001 sincos yxx ψψ
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2. Vitesse du point M  par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 2R
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3. Accélération du point O2 par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 2R

⎪
⎪

⎩
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⎨
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L’accélération se déduit par dérivation :  

)(
)()(

)( 2
00

2
2

02
2

00

2
0 OV

dt

OVd

dt

OVd
O

   →→
→→

→

∧Ω+==γ    avec : 
→

→

= 0
)( 2

02

dt

OVd
  car    Cte=

•

ψ

d’où :    
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4. Vitesse   dans  , sachant que :   )(0 NV
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2R   ytxtMV
→→→

+=
22

1 )()()( βα

Nous avons par la cinématique du solide :  
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5. Moment cinétique de la tige AB au point O  par rapport à  et exprimé dans  ; 0R 1R
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6.  Moment cinétique de la plaque au point O2  par rapport à  et exprimé dans  ; 2R 2R
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8. Energie cinétique du système. 
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THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA DYNAMIQUE 
 

1. Objectif de la dynamique 

La dynamique permet d’analyser les liens existant entre les mouvements déjà décrits par la 

cinématique et les forces où actions qui leurs ont donné naissance. 

Elle permet d’examiner le concept de force et d’une manière globale le concept d’efforts 

exercés sur un système matériel quelconque. Pour toutes ces raisons, nous sommes amenés à 

introduire la notion de torseur des efforts extérieurs, nécessaire à l’écriture du principe 

fondamental de la dynamique. 

 

2. Notions de référentiels 

A partir du principe de l’action et de la réaction et du principe fondamental de la dynamique, 

nous pouvons établir les théorèmes généraux de la dynamique dans un référentiel Galiléen ou 

non Galiléen. 

En effet, un référentiel est dit Galiléen ou (absolu) si les lois de Newton exprimées dans celui-

ci sont valables. Tout repère en mouvement de translation uniforme par rapport à un repère 

Galiléen est lui aussi Galiléen, car les accélérations constatées à partir d’un même point seront 

les même dans les deux repères. 

 

3. Expression de la loi fondamentale de la dynamique 

Soit un système matériel  (S)  non isolé et soumis à des interactions dans un repère Galiléen 

. Pour ce système matériel on distingue deux types d’actions : ),,,( 0000

→→→

zyxOR

- Les actions mécaniques intérieures, résultant des actions d’une partie de (S) sur une autre 

partie de (S) ; ces actions sont appelées forces intérieures et notées :   ; 
→

iFd

- Les actions mécaniques extérieures résultant des actions du reste de l’univers (le milieu 

extérieur) sur  (S)  , ces actions sont appelées forces extérieures et notées : . 
→

eFd

Il faut choisir convenablement les conditions aux limites du système pour pouvoir classer les 

actions (forces) intérieures et extérieures. 
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En un point quelconque  M  du système  (S) , la relation fondamentale de la dynamique 

s’écrit : 

dmMFdFd ei )(
→→→

=+ γ  

dm  :  élément de masse au voisinage du point  M ; 

)(M
→

γ  :  accélération du point  M .   

En sommant sur l’ensemble du système matériel, nous avons : 

→

z

→

x

→

y  

→

eFd  
→

iFd

o 

 dm M 

∫∫∫
→→→

=+

SS

e

S

i dmMFdFd )(γ  

 

En un point  A  quelconque de l’espace les moments, de ces forces, sont donnés par : 

∫∫∫
→→−−→→−−→→−−

∧=∧+∧

SS

e

S

i dmMAPFdAPFdAP )(γ  

Nous supposons que le système matériel  (S)  n’échange pas de matière avec d’autres 

systèmes et que sa masse totale est constante. 

Les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (S) sont représentées par un torseur 

[]
AFext

τ  : appelé torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au point  A  

sont :      []  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

→−

→

   

Aext

ext
AFext

M

Fτ

→

extF  :  est la résultante des forces extérieures s’exerçant sur le système (S)  

      

AextM
→−

 : est le moment au point A des forces extérieures s’exerçant sur le système (S). 

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le 

torseur dynamique []   du système (S) est égal au torseur des forces extérieures []
AD AFext

τ  

calculé au même point A . 

Les éléments de réduction du torseur dynamique [ ]AD   du système (S) dans le repère Galiléen 

  sont :      []       ),,,( 0000

→→→

zyxOR
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →

→

A

A
DD
δ

→

D   : la résultante dynamique   ;       : le moment dynamique au point A. 
→

A
δ
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L’égalité des deux torseurs induit l’égalité de leurs éléments de réduction. Ce principe 

équivaut à la généralisation des lois de Newton. Les éléments des deux torseurs peuvent être 

calculés séparément et ensuite faire l’égalité des expressions obtenues. 

Le point  A  par rapport auquel on calcul les moments est un point quelconque, il faut faire un 

choix judicieux pour faciliter l’écriture des équations. Souvent dans les problèmes de 

mécanique, on choisi le centre de masse du système car le moment d’inertie intervenant dans 

les calculs est plus facile à déterminer. 

 

3.1.  Théorème de la résultante dynamique 

Soit un système matériel  (S)  en mouvement dans un repère Galiléen           

et soumis à des actions extérieures. La résultante dynamique du système matériel  (S) est 

égale à la résultante des actions (forces) mécaniques extérieures.  

),,,( 0000

→→→

zyxOR

∑
→→→

==
    

0
0

0 )/()/( extFRGmRSD γ  

G : est le centre de masse du système. 

La résultante des forces extérieures est égale à la masse du système par l’accélération de son 

centre d’inertie. 

 

3.2.  Théorème du moment dynamique 

Soit un système matériel  (S)  en mouvement dans un repère Galiléen           

et soumis à des actions extérieures. Le moment dynamique du système matériel  (S) en un 

point  A  quelconque est égale au moment des actions (forces) mécaniques extérieures au 

même point A. 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

)/()/( 0

  

0 RSMRS AA

→−→

=δ  

Au centre d’inertie du système cette égalité s’écrirait : 

dt

RSd
RSMRS G

GG

)/(
)/()/( 0

0

  

0

→
→−→

==
σ

δ  

Comme nous l’avons déjà montré précédemment, le moment cinétique au point  G  centre 

d’inertie du système est indépendant du repère dans lequel il est mesuré, alors il est souvent 

plus simple d’effectuer le calcul des moments dynamiques au centre d’inertie des systèmes. 
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Remarque :  

Le moment dynamique d’un système composé est égal à la somme des moments dynamiques 

des éléments qui le compose  par rapport au même point. 

 

 3.3.  Equations scalaires déduites du principe fondamental 

Les équations vectorielles de la résultante et du moment dynamique conduisent chacune à 

trois équations scalaires, soit pour les deux à six équations scalaires pour un système matériel 

donné. 

Le choix du repère pour expliciter l’équation de la résultante dynamique est le choix du point 

où sera calculé le moment dynamique doivent être judicieux de manière à simplifer l’écriture 

mathématique des équations scalaires. 

Ces équations scalaires sont des équations différentielles de second ordre et en générale non 

linéaires. Elles contiennent les caractéristiques d’inertie et les données géométriques du 

système ainsi que les composantes d’actions mécaniques appliquées au système. 

 

4.  Principe de l’action et de la réaction 

 

       

/

→

BAF
       

/

→

ABF  

 A 

 B

 (S) 

 

 

 

 

 

 

Deux points  A  et  B  quelconque d’un système 
matériel (S) sont en interaction, ils s’infuencent 
mutuellement par les actions et les réactions de 
l’un sur l’autre. 

      

/

→

BAF  : action de  A  sur  B 

      

/

→

AB  : action de  B  sur  A F

Ces deux actions s’équilibrent, le principe de l’action et de la réaction se traduit par 

l’équation :  
→→→

=+ 0
      

/

      

/ ABBA FF

Cette expression signife que les actions sont portées par la droite qui joint les deux points A  

et  B , on peut écrire alors :           et      
→−→

= ABF BA   
      

/
λ

→−→

= BAF AB   
      

/
λ

→→−→−→−→−→→

=−=+=+ 0) (      
      

/

      

/ ABABBAABFF ABBA
λλλ  
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4.1.  Théorème de l’action et de la réaction 

Soient deux systèmes matériels (S1)  et (S2) en mouvement dans un référentiel Galiléen . 0R

Appelons (S)  le système constitué de la réunion des deux systèmes : (  )()()

Le torseur des forces extérieures s’exerçant sur  se décompose en : )( 1S

- []  1Fext
τ  : résultant des actions du milieu extérieur (S) sur (S1) ; 

- []  12
τ     : résultant des actions de (S2) sur (S1) ; 

Le torseur des forces extérieures s’exerçant sur  se décompose, en : )( 2S

- []  2Fext
τ  : résultant des actions du milieu extérieur (S) sur (S2) ; 

- []  21
τ     : résultant des actions de (S1) sur (S2) ; 

Appliquons le principe fondamental de la dynamique dans le repère Galiléen  aux 

différents systèmes : 

0R

→

2F  

(S1)
(S2) 

→

1F

→

3F→

nF- à  (S1) :  
[][] []

1211
ττ +=

FextD  

- à  (S2) :  
[][] []

1222
ττ +=

FextD  

- à  (S)   :  [][] []
21 FextFextD ττ +=  

Sachant que : []    [][]
21 DDD +=

en les remplaçant par leurs expressions on obtient : 
 

[] [] [] [] [] [ ]
12221121

ττττττ +++=+
FextFextFextFext      ⇔    [ ] [ ][]

12211212       0 []ττττ −=⇒=+  

 

Cette expression traduit le théorème de l’action et de la réaction. Pour le système matériel (S) 

la relation : [] [] 01212
=+ττ   caractérise les actions intérieures. 

D’une manière générale, lorsqu’il est possible de caractériser toutes les actions mécaniques 

intérieures à un système matériel (S) par un torseur  
[ ]

intF
τ  , celui-ci est toujours nul. 

[ ] 0int
=

F
τ  

4.2. Propriétés des forces intérieures 

Le torseur des forces intérieures a comme éléments de réduction : []  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

→→

→→

0

0
     

int

     

int
int

A

F

M

Rτ

→

=

→→→

∑ =+= 0)(
1

         

int

n

i
jiij FFR            action réaction    

    →→

−=
jiij FF
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Le moment des forces intérieures en un point  A  quelconque de l’espace est donné par : 

 

∑∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧++∧=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧+∧=

→→−−−−→−−→→−−→→−−→→−−→−

i
jijiiiji

i
jijijiA FMMAMFAMFAMFAMM

                    

int )(  

                                                           
→→→−−−−→→→−−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∧++∧=∑ 0)(

         

i
jijijiiji FMMFFAM

car        et       
→→→

=+ 0)(
    

jiij FF
→→→−−−−

=∧ 0
     

jiji FMM

Le torseur des forces intérieures est toujours un torseur nul : [ ] 0int
=

F
τ  

 

5. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non Galiléen 

Soit un repère Galiléen  et un système matériel (S)  lié à un repère 

  en mouvement quelconque mais déterminé et connu par rapport à . 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 11111

→→→

zyxOR 0R

L’application du théorème fondamental au système matériel  (S)  dans son mouvement par 

rapport au repère Galiléen    se traduit par l’égalité du torseur dynamique du 

système et du torseur des forces extérieures en un point  A  quelconque et s’écrit : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

[ ] [ ]
00 // RAFextRAD τ=  

[]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧=

=

=

∫

∫
→→−−→

→→

S

A

S
RA

dmMAM

dmMD

D

)(

         )(

00

0

/ 0

γδ

γ

 

Nous avons vu précédemment en cinématique du solide que la loi de composition des 

vecteurs accélérations s’écrit : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧Ω∧Ω+∧
Ω

++=
→→→−−−→→→−−−

→
→→→

)(2
dt

)()()( 1
    
0
11

    
0
1

    
0
11

    
0
1

0

1
010 MVMOMO

d
OMM γγγ  

Sous forme réduite cette expression s’écrit :     )()()()( 0
1

10 MMMM C

→→→→

++= γγγγ

)(0 M

→

γ   :  accélération absolue du point  M ; 

)(1 M

→

γ   :  accélération relative du point M ; 
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)(0
1 M

→

γ   : accélération d’entraînement du point M ; 

 )(MC

→

γ : accélération de Coriolis (ou complémentaire) du point M. 

Ces trois accélérations donnent naissance à des résultantes dynamiques et à des moments 

dynamiques en un point  A   quelconque de l’espace, nous aurons ainsi les trois torseurs 

suivants: 

[] [] [ ] [ ] [ ]
010 /// RAFextAicAieRARA DDDD τ=++=  

 

- Torseur dynamique du système (S) dans son mouvement relatif par rapport à  : 1R

[]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧

=

∫

∫
→→−−

→

S

S
RA

dmMAM

dmM

D

)(

)(

1

1

/ 1

γ

γ

 

- Torseur des forces d’inertie d’entraînement du système (S) 

[]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧

=

∫

∫
→→−−

→

∈

S

S
RRAie

dmMAM

dmM

D

)(

)(

0
1

0
1

/ 01

γ

γ

 

- Torseur des forces de Coriolis  : 

[]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω

=

∫

∫
→→→−−

→→

S

S
Aic

dmMVAM

dmMV

D

)(2

          )(2

10
1

10
1

 

En remplaçant les expressions des trois torseurs, nous déduisons facilement le torseur 

dynamique dans le repère non Galiléen   : 1R

[] [ ] [ ] [ ]
AicRRAieRAFextRA DDD −−=

∈
0101 ///

τ  

Cette expression d’égalité des torseurs se traduit par deux équations vectorielles : 

∫∫∑∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω−−=

→→→→→

SSi
ext

S

dmMVdmMFdmM           )(2)()( 10
1

0
1

1 γγ  

∫∫∑∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω∧−∧−∧=∧

→→→−−→→−−→→−−→→−−

SSi
ext

S

dmMVAMdmMAMFAMdmMAM           )(2)()( 10
1

0
1

1 γγ  
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Les actions d’inertie d’entraînement et de Coriolis sont des actions immatérielles, donc 

fctives qui traduisent l’infuence du mouvement d’un repère non Galiléen par rapport à un 

repère Galiléen. 

 

6.  Théorème de l’énergie cinétique 

Dans de nombreux cas, pour déterminer l’équation du mouvement d’un solide où d’un 

système de solide, il est plus judicieux d’utiliser le théorème de l’énergie cinétique afn 

d’aboutir à la solution du problème mécanique. 

De plus la dérivée de l’énergie cinétique est liée à la puissance des efforts intérieurs et 

extérieurs agissant sur le solide. 

6.1.  Travail et puissance d’une force 

Soit un système discret composé de  n  particules  Mi  de masse  mi , mobiles dans un 

référentiel Galiléen  .  Soit    le vecteur position  dans le repère ),,,(
→→→

zyxOR
→−−−

iOM R   de la 

particule , son vecteur vitesse s’écrirait : iM

dt

OMd
MV i

i

→−−−
→

=)(       ⇒       dtMVOMd ii )(
→→−−−

=

→−−−

iOMd  : le vecteur déplacement élémentaire durant un temps  dt   

Si la particule  est soumise à une force , le travail élémentaire de cette force est égale à : iM
→

iF

→−−−

•

→

=
iii OMdFdW  

La puissance que reçoit la particule  est égal à :  iM

)( ii
i

i
i

i MVF
dt

OMd
F

dt

dW
P

→

•

→
→−−−

•

→

===  

il faut noter que chaque terme   contient les forces intérieures   et  extérieures  tel 

que :     ;   pour l’ensemble du système nous aurons : 

→

iF
     

int

→

iF
     →

iextF

          

int

     →→→

+=
iextii FFF

∑∑
→−−−

•

→→→−−−

•

→

+==

i
iiexti

i
ii OMdFFOMdFW )(

          

int  

∑∑
→

•

→→→

•

→

+==

i
iiexti

i
ii MVFFMVFP )()()(

          

int  
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6.2.  Théorème de l’énergie cinétique 

L’ensemble des  n  particules  Mi  de masse  mi  et de vitesse en mouvement dans le 

référentiel Galiléen   a  pour énergie cinétique  

)( iMV
→

),,,(
→→→

zyxOR

∑
=

→

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

n

i
iiC MVmE

1

2

)(
2

1
 

La dérivée de cette expression par rapport au temps donne : 

∑
=

→

•

→

=
n

i
i

i
i

C MV
dt

MV
m

dt

dE

1

)(
)(

 

or la force à laquelle est soumise la particule   est égale à : iM
dt

MVd
mF i

ii

)(
→

→

=  , on obtient 

ainsi :       PMVF
dt

dE n

i
ii

C ==∑
=

→

•

→

1

)(  

Comme la force    contient des forces d’origines intérieures et extérieures, cette relation 

peut s’écrire :            

→

iF

ext
C PP

d
t

d
E

+=
int  

intP  :  puissance fournie au système par les forces intérieures ; 

extP  : puissance fournie au système par les forces extérieures. 

La puissance des efforts intérieurs et extérieurs est égale à la dérivée par rapport au temps de 

l’énergie cinétique. 

En intégrant l’expression précédente entre deux instants    et   , le théorème de l’énergie 

cinétique devient :                        

1t 2t

∫ +=−
2

1

        

int12 )()()(
t

t

extCC dtPPtEtE

extCC WWtEtE +=−
int12 )()( 

 

la variation de l’énergie cinétique entre deux instants    et    est égale au travail de toutes 

les forces intérieures et extérieures qui s’appliquent sur l’ensemble des particules. 

1t 2t
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6.3.  Energie cinétique d’un solide indéformable 

Dans le cas d’un solide indéformable l’énergie cinétique est donnée par : 

∫
→

=

S

C dmMVE )(
2

1 2  

Soit  un repère orthonormé fxe et  un repère lié au solide (S) 

indéformable, en mouvement quelconque tel que  

),,,( 0000

→→→

zyxOR ),,,( 11111

→→→

zyxOR

)(1 SO ∈ . 

Soit    : la vitesse de rotation du repère   par rapport au repère   et  M  un point 

quelconque du solide, nous écrire par la cinématique du solide :  

  
0
1

→

Ω
1R 2R

→−−−→→→

∧Ω+= MOOVMV 1

  
0
11

00 )()(  

L’énergie cinétique du solide  (S)  en mouvement par rapport à un repère fxe   a pour 

expression :  

0R

d
m

MMVd
md

t

MVd
MV

d
t

d
E

SS

C )()(
)(

)(
   
00

   
0

0
0 →

•

→
→

•

→

∫∫ == γ  

dmMMOOV
dt

dE

S

C )()(
   
0

1

  
0
11

0
0 →

•

→−−−→→

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∧Ω+= γ  

en utilisant la règle de permutation dans le produit mixte, l’expression devient : 

∫∫
→

∧

→−−−

•

→→

•

→

Ω+=

SS

C dmMMOdmMOV
dt

dE
)()()(

   
0

1

  
0
1

   
0

1
0

0

γγ  

qui peut s’écrire aussi sous la forme de produit de deux torseurs : 

[][]   

)(

          )(

)(
11   

0
1

   
0

1
0

  
0
1

0

OO

S

SC DC

dmMMO

dmM

OV
dt

dE
•→→−−−

→

•→

→

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∧⎪⎩

⎪
⎨

⎧
Ω

=

∫

∫

γ

γ

 

La dérivée de l’énergie cinétique est égale au produit des torseurs cinématiques et 

dynamiques, elle est donc égale à la puissance des quantités d’accélérations absolues. 

On a vu précédemment, d’après le théorème fondamental de la dynamique que le torseur 

dynamique est égal au torseur des efforts extérieurs pour un solide indéformable, d’où 

l’expression fnale : 

ext
C P

d
t

d
E

=  
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6.4.  Conservation de l’énergie totale 

Le théorème de l’énergie cinétique peut alors s’écrire : 

extextC dWdtPdE ==  

Si toutes les forces extérieures dérivent d’une fonction  potentielle  U   indépendante du 

temps, elles peuvent s’écrire sous la forme :   et on déduit :  

)(r

)(rUgradFext

→−−−→

−=

)(rdUrdFdW extext
−==

→

•

→

 

Le théorème de l’énergie cinétique devient :  

)(rdUdEC
−=             et fnalement :  ⇔ 0)( =+UEd C CteUEC

=+  

EC  +   U  =  E  ,           E : Energie totale    

Cette expression traduit le théorème de conservation de l’énergie totale. 

 

7.  Dynamique des solides en contacts 

7.1.  Actions de contact entre deux solides : Lois de Coulomb 

Les lois de coulomb introduisent les notions de frottement de glissement entre les solides. 

Soient deux solides  (S1)  et  (S2)   liés aux repères    et    mobiles par rapport à un repère  

  fxe.  Les deux solides en mouvement sont assujettis à un contact ponctuel à tout instant 

en un point  I  appartenant au plan  (P)  tangent en ce point aux deux solides. 

1R 2R

0R

 

1S

P(
2S

→

T 
 I

→

n

→

N

→

gV

→

R 
ϕ

→

n  normale en   I au plan  (P)  
  

)(PT ∈
→

 

 

 

 

 

 

Au point de contact des deux solides nous pouvons distinguer : 

11 SI ∈     : point du solide  en contact avec  le solide   à l’instant  t ; 1S 2S

22 SI ∈    : point du solide  en contact avec  le solide   au même instant  t ; 2S 1S

0RI ∈      : la position commune de  11 SI ∈   et 22 SI ∈   au même instant  t ; 
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Le point géométrique  I  n’appartient ni à  ni à  .  Les points   occupent 

géométriquement la même position mais ils ont des rôles cinématiques différents. 

1S 2S 21,, III

La vitesse de glissement du solide  par rapport au solide  appartient au plan (P) tangent 

au point de contact, elle est donnée par la relation : 

2S 1S

)()()/()( 1
0

2
0

12 IVIVSSVIV gg

→→→→

−==  

Le solide   exerce une action sur le solide , tel que représenté sur  la fgure ci-dessus et 

de même pour   qui exerce la même action sur   mais dans le sens opposé. Ces actions 

peuvent être représentées par leurs torseurs respectifs en un point A quelconque de l’espace. 

1S 2S

2S 1S

Action de   sur   :        ; Action de  sur  :  []  1S 2S []
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →−

→

     

1

21
    

A

A

M

RT 2S 1S
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= →−

→

     

2

12
    

A

A

M

RT

La réaction se compose d’une normale   au plan tangent  (P)  au point  I  et d’une 

composante tangentielle 

→

N

→

T  située dans le plan (P)  tel que :   
→→→

+= TNR

Les deux composantes satisfont aux lois de coulomb déterminées expérimentalement. 

7.2.  Réaction normale  
→

N

La réaction normale    est toujours dirigée vers les solides auquel elle est appliquée, c’est 

une force répulsive. Elle ne dépend ni de la nature des surfaces en contact ni de la vitesse de 

glissement entre les deux solides. Elle disparaît lorsqu’il n’a plus de contact entre les solides. 

→

N

7.3.  Réaction tangentielle  
→

T  

Deux cas peuvent se présenter :  - Contact entre deux solides avec glissement 

                                                    - Contact entre deux solides sans glissement 

a)  Contact avec glissement 

Quand le solide  glisse sur le  solide  , la vitesse  de glissement n’est pas nulle, elle est 

donnée par :  

2S 1S

→→→→→

≠−== 0)()()/()( 1
0

2
0

12 IVIVSSVIV gg

La réaction tangentielle 
→

T est colinéaire à la vitesse de glissement, mais de sens opposée. 

Pour une vitesse de glissement fxée, le module de la réaction tangentielle (force de 

frottement) est proportionnel au module de la réaction normale : 
→→

= NfT     
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f : est le coeffcient de frottement de glissement, il dépend de la nature et de l’état des surfaces 

en contact. Ce coeffcient, souvent indépendant de la vitesse de glissement, s’exprime aussi 

par la relation :   

ϕtgf =     ,  ϕ  : est l’angle de frottement. 

En réalité quand les solides glissent l’un par rapport à l’autre, on constate que le coeffcient de 

frottement diminue légèrement. De là, on distingue deux coeffcients : 

Sf  : coeffcient de frottement statique pour   V  
→→

= 0)/( 12 SSg

gDf  : coeffcient de frottement dynamique pour   V  
→→

≠ 0)/( 12 SS

Si le mouvement se fait sans frottement : 0=
Df   alors  T , alors la réaction  

→→

= 0
→

R  est  

normale au plan (P). 

 

b)  Contact sans glissement 

Le solide   ne glisse pas sur le solide  tant que :  2S 1S
→→

≤ NfT     

On peut constater géométriquement qu’il n’y a pas de glissement tant que la réaction 

  est située à l’intérieur du cône de frottement statique. 
→→→

+= TNR

 

 

 

 

 

c) Roulement et Pivotement 

Les lois de Coulomb peuvent se généraliser  

aux actions de frottements de roulement et de  

pivotement. Le roulement se fait le long de l’axe portant la vitesse de glissement et le 

pivotement se fait autour de la normale au point de contact  I  des deux solides. Le moment 

résistant au pivotement au point  I  est noté :   et le moment résistant au roulement au 

point  I est noté :  

  →−

IpM

  →−

IrM

1S

P(
2S

 I

→

N

→

R

S
ϕ
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Dans le cas du glissement nous avons : 

→→−

= NM pIp   
  

λ      et        
→→−

= NM rIr   
  

λ  

p
λ    et   r

λ  : sont appelés coeffcient de résistance au pivotement et au roulement. 

Ils ont les mêmes dimensions que les longueurs et sont de valeurs très faibles devant les 

coeffcients de frottement statique et dynamique. 

 

7.4.  Travail des actions de contact 

Nous avons montré précédemment que les points de contact ont respectivement des vitesses  

)( 2
0 IV

→

 et  , donc des déplacements élémentaires :  et  

 

)( 1
0 IV

→

d
t

IVdI S )( 2
0

2

→

=

d
t

IVdI S )( 1
0

1

→

=

Le travail de la résultante 
→

R   est donné par : 

d
t

IVRdIRd
W

SS )( 2
0

22

→

•

→

•

→

==  

d
t

IVRdIRd
W

SS )( 1
0

11

→

•

→

•

→

−=−=  

Le travail total sera : 

 )()()()()( 1
0

2
0

1
0

2
0

11 IVRdtIVdtIVRdtIVRdtIVRdWdW gSS

→

•

→→→

•

→→

•

→→

•

→

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=+

Or nous savons que    et que     alors :  )(IVN g

→→

⊥ )(  //  IVT g

→→

)()()( IVTIVTNIVRdW ggg

→

•

→→

•

→→→

•

→

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+==  

Comme    sont de sens contraires, alors le travail des actions de contact est 

toujours négatif :          

)(et    IVT g

→→

0)( ≤=
→

•

→

IVTd
W

g

C’est une énergie dissipée souvent sous forme de chaleur 

Le travail  peut être nul si : 

- il n’y a pas de frottement     ; 
→→

= 0    T

- il n’y a pas de glissement      0)( 
→→

=IVg
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EXERCICES ET SOLUTIONS 
 

 

Exercice 01 : 

Soit une barre homogène de longueur AB=L, de masse m, de centre G dont l’extrémité A 

repose sur un sol lisse et l’extrémité B s’appuie contre mur vertical parfaitement lisse. 

Initialement la barre fait un angle 0
θ   avec le mur.  Les deux extrémités glissent, sans 

frottement, respectivement sur le sol et sur le mur. 

1. En utilisant les théorèmes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir les 

trois équations scalaires du mouvement de la barre ; 

2. En déduire, à partir de ces équations,  l’accélération angulaire   de la barre ; 
••

θ

3. En intégrant l’équation de l’accélération, monter que l’on a : )cos(cos
3

0
2 θθθ −=
•

L

g
 ; 

4. Retrouver l’expression de  en utilisant le théorème de conservation de l’énergie 
mécanique totale ; 

•

2θ

5. Déterminer en fonction de 
θ

  les réactions   et   ; AR BR

6. En déduire l’angle pour lequel la barre quitte le mur. 
 

 

→

BR

 

→

AR
 B 

 A 

  •   G 

 0
θ  

 
→

0x  
O 

 θ

 

→

1y  

 
→

0y  

 

→

1x  

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

Mur lisse     ;Sol  lisse  ⇒    ⇒
→→

=
0

xRR BB

→→

=
0

yRR AA

),,,( 0000

→→→

zyxOR   repère fxe  

),,,( 1111

→→→

zyxAR  lié à la barre tel que :     et  Ω  
→→

≡
10

zz
→•→•→

==
10

0
1 zz θθ
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1. Equations scalaires du mouvement de la barre ; 

a) Théorème de la résultante dynamique : 

)(0 GmF
i

i

→→

=∑ γ               (1) ⇔ )(0 GmPRR BA

→→→→

=++ γ

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
→−−

0

cos
2

sin
2

0

θ

θ

L

L

R

OG    ⇒   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=
•

•

→

0

sin
2

cos
2

)(

0

0 θθ

θθ

L

L

R

GV      ⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
•••

•••

→

0

cossin
2

sincos
2

)( 2

2

0

0 θθθθ

θθθθ

γ L

L
   

R

G  

Projetons l’équation (1) sur les axes Ox et Oy: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

•••

θθθθ sincos
2

2L
mRB                             (2) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−

•••

θθθθ cossin
2

2L
mmgRA                  (3) 

b) Théorème du moment dynamique : 

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique du système. 

)/(/)( 0
0 RSFM

i
Oext

→→−

=∑ δ                                 (4)          avec  
dt

RSd
RS

)/(
)/( 0

00

0
0

→
→

=
σ

δ  

Calculons le moment cinétique :  

→→→−−→

Ω+∧= 0
1

0
0

0 .)()/( GIGVmOGRSσ

Le tenseur d’inertie de la barre dans le repère  est donné par : 1R

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12
00

000

00
12

2

2

1

mL

mL

R

IG   

Le moment cinétique s’écrira :  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−∧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=
•

•

•

→

θ

θθ

θθ

θ

θ

σ 0

0

12
00

000

00
12

0

sin
2

cos
2

0

cos
2

sin
2

)/(
2

2

1
00

0
0

mL

mL

R

      
L

L

R

m  
L

L

R

RS  

→•→••→

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

0

2

0

22

0
0

6124
)/( z   

mL
z

mLmL
RS θθθσ   , on déduit le moment dynamique par :  
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→••

→
→

−==
0

2
0

00

0
0

6

)/(
)/( z   

mL

dt

RSd
RS θ

σ
δ  

Nous avons ainsi :  
→••→→−→→−→→−

−=∧+∧+∧
0

2

6
z   

mL
POGROAROB AB θ   cette équation vectorielle se 

traduit par :   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

••

 
mL

0

0

0

   PL

L

R

LR

L A

B

θ

θ

θθ

θ

6

0

0

cos)2/(

sin)2/(

0

0

0

0

sin

0

0

0

cos

0

2
 

 
mLL

mgLRLR AB

••

−=−+− θθθθ
6

sin
2

sincos
2

              (5) 

2.  Accélération angulaire   de la barre  
••

θ

En remplaçant   et    par leurs expressions dans l’équation (5) , on aboutit à :  AR BR

 
mLL

mg
L

mmgL
mL ••••••••

−=−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−− θθθθθθθθθθθθ

6
sin

2
)cossin(

2
sin)sincos(cos

2

2
22

2

 
mLL

mg
mL ••••

−=+− θθθ
6

sin
22

22

          ⇔         
L

g
      0sin

2

3 =−
••

θθ  

3. Monter que l’on a : )cos(cos
3

0
2 θθθ −=
•

L

g
 ; 

En multiplie l’équation de l’accélération angulaire par    on obtient : 
•

θ2

 
L

g
3      0sin2 =−

••••

θθθθ     en intégrant cette équation on aboutit à :  

     () θ
θθθ

0

2 cos−=
•

L

g
3              ⇒ () θθθ coscos 0

2 −=
•

L

g
3      

4. Expression de en utilisant le théorème de conservation de l’énergie : 

•

2θ

L’énergie totale à l’instant initiale 0=t  est égale à l’énergie cinétique à un instant 

quelconque t :  )()(0
SESE t

=      ⇔ )()()()( 00
SESESESE t CPtCP

+=+  

à :  t = 0       ⇒   0)(0 =GV
000 cos

2
)()( θL

mgSESE P
==  

à : t :  L’énergie potentielle est égale à : θcos
2

))(
L

mgSEPt
=  

          L’énergie cinétique totale est donnée par : 
() 20

1

2

0 ).(
2

1
)(

2

1
)( Ω+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→

SIGVmSE Gzzt C  
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          Avec :   

22

0

2
)( ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ •→

θL
GV     et   

12

2mL
IGzz

=  

         

•••••

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= 2

2
2

2
2

2
2

22

6248122

1

22

1
)( θθθθθ mLmLmLmLL

mSE t C  

En égalisant l’énergie totale aux deux instants, nous obtenons :  

•

+= 2
2

0
6

cos
2

cos
2

θθθ mLL
mg

L
mg     ⇔   

•

+= 2
0

3
coscos θθθ L

gg    

 ce qui donne :                      () θθθ coscos 0
2 −=
•

L

g
3      

 

5. Les réactions   et   en fonction de AR BR θ  : 

Nous avons :  
L

g
      θθ sin

2

3=
••

   et    () θθθ coscos 0
2 −=
•

L

g
3      

On  remplaçant les expressions de    et    dans celle de   et   on les exprime en 

fonction de 

•

θ
••

θ
AR BR

θ  : 

 

() ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−= θθθθθ coscoscossinsin

2

3

2
0L

g
3  

L

gL
mmgRA   

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−= θθθθ 2

0
2 coscoscossin

2

1

2

3
 

g
mmgRA  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+−−= θθθθ 2

0
2 coscoscoscos1(

2

1

2

3
)

g
mmgRA  

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−+= θθθ coscos

2

3
cos

4

9

4

1
0

2mgRA  

et 

() ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−= θθθθθ sincoscoscossin

2

3

2
0L

g
3   

L

g
  

L
mRB      

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−= θθθθθθ s

L

g

L

g
   

L

g
  

L
mRB sincos

3
sincos

3
cossin

2

3

2
0  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= θθθθ sincoscossin

2

3

2

3
0

     mgRB  
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6.  Angle pour lequel la barre quitte le mur 

Lorsque le barre quitte le mur, la réaction en ce point sera nulle, d’où :  0=
BR

0sincoscossin
2

3

2

3
0

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= θθθθ      mgRB  

0coscos
2

3
sin 0

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
− θθθ         ⇒    0coscos

2

3 θθ    =      ⇒    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

0coscos θθ  
3

2
 Arc  

   car pour  0=θ    la barre est en position verticale donc la barre quitte le mur pour :      

                      ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

0coscos θθ  
3

2
 Arc  

 

Exercice 02 : 

Une barre homogène AB = L , de masse m est attachée initialement par son extrémité BB0 par 

un fl inextensible à un bâti fxe. L’autre extrémité A0  repose sur un sol parfaitement lisse. 

Soit 0
θ  l’angle d’inclinaison initial de la barre avec l’axe vertical  . A un instant  t 

quelconque on coupe le fl et la barre tombe sans vitesse initiale. On considère que le 

mouvement se fait dans le plan . Soit un repère lié à la barre tel que 

.  On donne   et le tenseur d’inertie de la barre en son centre 

d’inertie G dans le repère  s’écrit :     avec   

),( 01

→

yO

),( 00

→→

yx ),,,( 1111

→→→

zyxAR

θ==
→→→→

),(),( 1010
yyxx

→→−−

=
01 xxOO

1R  

00

000

00

1

1/

RA

A

I RG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
12

2mL
A =  

On prendra le repère fxe   comme repère de projection. ),,,( 0000

→→→

zyxOR

1. Déterminer les vecteurs, position, vitesse, accélération absolue du point G ; 

2. Appliquer le théorème de la résultante dynamique au point G ; En déduire que le centre G  

de la barre reste en mouvement vertical lors de sa chute ; 

3. Appliquer le théorème du moment dynamique au point G ; 

4. En déduire l’expression de l’accélération angulaire   en fonction de . 
••

θ gL et    ,, θθ
•
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→

0y

 
  

AR
→

 θ  

O  A0 

 B0 

O1  

→

0x

 G 

  •

 

→

0y  

 B 

A

  •
 G0 

 0
θ 

→

1y

 

→

1x  

x(t) 

 θ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR  repère fxe et   est tel que :   ),,,( 1111

→→→

zyxAR
→•→•→

==Ω
10

0
1 zz
   

θθ

 

1. Vecteurs : position, vitesse et accélération absolue du point G ; 
→→→−−→−−→−−

+=+=
0011 cos

2
y

L
xxGOOOOG θ  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

        

L
        x

R

OG

0

cos
2

0

θ   ⇒   

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
•

•

→

        

L
        x

R

GV  ;        

0

sin
2

)(

0

0 θθ

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

•••

••

→

                            

L
                            x

R

G

0

cossin
2

)( 2

0

0 θθθθγ  ;  

2. Théorème de la résultante dynamique au point G ; 

La résultante des forces extérieures appliquées à la barre est égale à la masse de la barre par 

l’accélération de son centre d’inertie.  Le sol est lisse, alors la réaction au point A est suivant 

l’axe (O, y) donc normale au plan horizontal. 

)(0 GmPRA

→→→

=+ γ                   (1) 

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne : 

0=
••

xm                                             (2) ⇔ 0=
••

x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−

•••

θθθθ cossin
2

2L
mPRAy                (3) 

La barre tombe sans vitesse initiale alors :  ⇒   0=
•

x Ctex =  

Comme      alors le centre d’inertie G  de la barre tombe verticalement. Ctex =
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L’équation (3) s’écrit :   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

•••

θθθθ cossin
2

2L
mmgRAy  

 

3. Théorème du moment dynamique au point G ; 

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre. 

)/(/)( 0
RSGFM Gext

i

→→

=∑ δ                            (4) 

→→→−→

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=∧=∑
0Ay

Ay

AyAext
i

z R
L

 R
L

 

R

R

R

 

            

L

L

R

RGAGFM θ

θ

θ

θ

sin
2

sin
2

0

0

0

0

0

cos
2

sin
2

/)(

0
0

0

 

Le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique au point G : 

dt

RSd
RS G

G

)/(
)/( 0

0

0

→
→

=
σ

δ    or nous avons :  
    

GG IRS
→→

Ω= 0
10 .)/(σ

→•→•

•

→

==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
0

2

1

2

2

2

1

0
1212

0

0

12
00

000

00
12

)/( z
mL

z
mL

mL

mL

R

RSG
θθ

θ

σ  

→••
→

→

==
0

2
0

0

0
12

)/(
)/( z

mL

dt

RSd
RS G

G
θ

σ
δ  

 

En égalisant les deux expressions on obtient :
••

= θθ
12

sin
2

2mL
 R

L
Ay  

          θ

θ

sin6

••

= mL
 RAy                         (5) 

 

4. Expression de l’accélération angulaire   en fonction de . 
••

θ gL et    ,, θθ
•

En remplaçant l’expression de     dans l’équation (3)  on déduit l’équation différentielle 

décrivant la chute de la barre : 

AyR
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

•••
••

θθθθ
θ

θ
cossin

2sin6

2L
mmg

mL
  ⇒   θθθ

θ
θ cos

2
sin

2sin

1

6
2

•••

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ L

mmg
L

m
mL

 

d’où     θ
θ

θθ
θ sin

)sin31(

)cos2(
3

2

2

    L

Lg
+

−
=

•

••

 

 

Exercice 03 : 

Un pendule pesant constitué d’un solide homogène de forme quelconque, de masse m  tourne 

autour d’un point fxe O lui appartenant. La liaison entre le solide et le bâti est de type 

cylindrique. Le pendule est lié au repère  en mouvement de rotation par 

rapport à un repère fxe  lié au bâti tel que :  

),,,( 1111

→→→

zyxOR

),,,( 0000

→→→

zyxOR θ==
→→→→

),(),( 1010
yyxx

Le tenseur d’inertie du pendule en son centre d’inertie G  dans le repère est égale à :  1R GI

On donne   avec   L= Cte ;  est le repère de projection. 
→→−−

=
1xLOG 1R

1. En utilisant les théorèmes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir 

l’équation différentielle du mouvement ; 

2. Retrouver l’expression de cette équation en utilisant le théorème de conservation de 

l’énergie mécanique totale ; 

3. En déduire l’équation différentielle du pendule simple ainsi que sa période. 

 

 

→

0y
 O 

 θ  

 mg 

 

→

0x  

 

→

1
x

 

→

1
y

 •  G

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR  repère fxe  

),,,( 1111

→→→

zyxAR  est tel que :   
→•→•→

==Ω
10

0
1 zz
   

θθ
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Vitesse et accélération du point G : 
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+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==
••

•

•

•

••→→
→→

→

00

0

0

0

0

0

)(
)()(

)(

2

1
111

00
1

0100
0 θ

θ

θ

θ

θγ L

L

R

L

RR

L

R

GV
dt

GVd

dt

GVd
G

   

 

 

1. Théorème de la résultante dynamique et du moment dynamique au point G ; 

1.a.  Théorème de la résultante dynamique au point G ; 

 

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale à la masse du solide par 

l’accélération de son centre d’inertie. L’articulation au point O est cylindrique, la réaction a 

deux composantes dans le plan  ),( 11

→→

yx

)(0 GmPRO

→→→

=+ γ                   (1) 

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne : 
•

−=+ 2cos θθ mmgROx                                       (2) 

••

=− θθ mLmgROy sin                                          (3) 

 

1.b.  Théorème du moment dynamique au point G ; 

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre. 

)/(/)( 0RSGFM Gext
i

→→

=∑ δ                            (4) 

→→→−→

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=∧=∑
1

000

0

0

00

0/)( z LR

LR

 

R

R

R

R

 

L

R

RGOGFM Oy

Oy

Oy

Ox

Oext
i

 

Le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique au point G : 
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dt

RSd
RS G

G

)/(
)/( 0

0

0

→
→

=
σ

δ    or nous avons :     
    

GG IRS
→→

Ω= 0
10 .)/(σ ⇒

→•→

=
10 )/( zIRS GG

θσ

→••
→

→

==
0

0
0

0

)/(
)/( zI

dt

RSd
RS G

G
G

θ
σ

δ  

nous avons ainsi :       
••

=− θ
GOy ILR ⇔

L

I
R G

Oy

••

−=
θ

             (4) 

1.c.  Equation différentielle du mouvement 

On remplace l’équation (4) dans l’équation (3), on obtient : 
••

••

=−− θθ
θ

mLmg
L

IG sin  

()
0sin2 =++

••

θθ mgLImL G          ⇔ 0sin
2

=
+

+
••

θθ
GImL

mgL
     

 

2.  Equation différentielle en utilisant le théorème de conservation de l’énergie totale ; 

L’énergie totale dans la position 1 est égale à l’énergie totale dans la position 2.   :   21 E    E =  
••→→→

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=ΩΩ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

2

0
1

0
1

2

0
1 .

2

1

2

1
.

2

1
)(

2

1 θθ
G

   

G

     
T

ILmIGVmE  

 
)cos1()cos(2

θθ −=−= mgLLLmgE  

 

)cos1(.
2

1

2

1 2
2

2 θθθ −=+
••

mgLImL G    ⇔    
()

)cos1(22
2

θθ −=+
•

mgLImL G

1 

θ  L
θcosL  

2

En dérivant les deux termes on obtient : 
( ) θθθθ sin22 2

••••

=+ mgLImL G  

 

()
0sin2 =−+

••

θθ mgLImL G            ⇔ 0sin
2

=
+

+
••

θθ
GImL

mgL
     

 

3.  Equation différentielle du pendule simple ainsi que sa période. 

Dans le cas d’un pendule simple  0=
GI  , et s’il a de faibles oscillations alors :  θθ≈sin  

L’équation devient : 0=+
••

θθ
L

g
        

L

g=2ω    et  
g

L
T  π

ω

π
2

2 ==
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Exercice 04 : 

Une demi sphère pleine de centre C, de rayon R, de masse M, de centre d’inertie G  est 

animée d’un mouvement plan par rapport au repère fxe . Elle est en contact 

avec le sol lisse en A et le mur lisse au point B. Elle glisse sans frottement sur les deux points. 

Le tenseur d’inertie de la demi sphère pleine en son centre C dans le repère  

est donné par :    avec   

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 1111

→→→

zyxCR

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

A

A

A

I RC

00

00

00

1/
2

5

2 MRA =     et   CG = a    

1. Déterminer  la vitesse et l’accélération absolue du points G dans   et   ; 0
R 1R

2. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphère ; 

3. Calculer les réactions     et    en fonction de  en utilisant le théorème de 

la résultante dynamique ; 
AN BN   et    ,

•••

θθθ

4. En utilisant le théorème du moment dynamique trouver l’équation différentielle de 
mouvement de la demi sphère; 

5. En intégrant l’équation de mouvement et en prenant les conditions :  0)0( =θ et , 

montrer que l’on a : 

 0)0( =
•

θ

  sin
22 θθ

A

Mga=
•

 ; 

6. Retrouver l’expression de   en utilisant la conservation de l’énergie mécanique totale ; 

•

2θ

7. En déduire les expressions des réactions  ,   et de l’angle limite AR BR l
θ  pour lequel la 

demi sphère pleine quitte le mûr. 
 

 

 
 

→

0y  

 A 

 

→

1y  

O  

→

0x

 B 

 G0 

   •  

   • G 

 C 

 

→

1x  

 θ  

 

→

0
BV  

 

→

0
AV   

→

P  
 A

 

→

1y

O  

→

0x

 

→

0y

 B

 G0 

  •  

  •

 C

 

→

1x  

 θ  

 

→

AR  

 

→

BR  G 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

1. Vitesse et accélération absolue du points G dans   et   ; 0
R 1R

A partir du vecteur position du point G nous déduisons la vitesse et l’accélération : 
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Nous avons :   ,   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→−−→−−→−−

              

aR

aR

R    

a

a

R

R

R

R

CGOCOG

0

sin

cos

0

sin

cos

0
000

θ

θ

θ

θ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=
→−−

0

0

1

a

R

CG

→•→•→

==Ω
10

0
1 zz θθ  

Dans le repère  : 0
R

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−==
•

•

→−−
→

           

   a

a

R

dt

OGd
GV

0

cos

sin

)(

0

0
0 θθ

θθ

 ⇒   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

==
•••

•••

→
→

           

   a

a

R

dt

GVd
G

0

sincos

cossin

)(
)( 2

2

0

00
0 θθθθ

θθθθ

γ  

Dans le repère  : 1R

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==
•

•

→−−→
→−−→−−

→

0

0

0

00

0

)(

111

0
1

10
0 θ

θ
a

R

a

RR

CG
dt

CGd

dt

CGd
GV  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∧Ω+==
••

•

•

•

••→→
→→

→

00

0

0

0

0

0

)(
)()(

)(

2

1
111

00
1

0100
0 θ

θ

θ

θ

θγ a

a

R

a

RR

a

R

GV
dt

GVd

dt

GVd
G  

2.  Coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphère ; 

      Nous pouvons le déterminer de deux façons : l’une graphique et l’autre analytique. 

Méthode graphique : Les directions des vitesses des deux points A et B du solide sont 

connues, on trace les perpendiculaires à celles-ci au même point, leur intersection est le centre 

instantané de rotation. Les deux normales se rencontrent au point C, alors celui-ci est 

confondu avec le centre instantané de rotation  )( CI ≡  . 

Méthode analytique : La Vitesse du centre instantané de rotation est nulle : soit    les 

coordonnés du C.I.R. dans le repère  , nous pouvons aussi écrire :  

),( II yx

0R

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
1

00 GIGVIV      ⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−

+−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
•

•

•

0

0

0

0

sin

cos

0

0

0

cos

sin

000
0

R           

aRy

aRx

RR           

   a

a

R

I

I

θ

θ

θ

θθ

θθ
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() 0sinsin =+−−
••

θθθθ aRya I          ⇔        ⇒    ()    Ry I 0=−
•

θ RyI
=  

()    0aRxa I
=+−+−

••

θθθθ coscos   ⇔        ⇒    ()    RxI 0=−
•

θ RxI
=  

 

On voit bien que le C.I.R. est confondu avec le centre C de la demi sphère. 

 

3. Réactions et  en fonction de par le théorème de la résultante 

dynamique  

AR BR   et    ,
•••

θθθ

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale à la masse du solide par 

l’accélération de son centre d’inertie :  

              (1) )(0 GmF
i

i

→→

=∑ γ ⇔ )(0 GmgmRR BA

→→→→

=++ γ

Projetons l’équation (1) sur les axes du repère  0
R

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

•••

θθθθ cossin 2maRB                       (2) 

   mamgRA ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−

•••

θθθθ sincos 2 ⇔          (3)    mamgRA ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

•••

θθθθ sincos 2

 

4. Equation différentielle de mouvement de la demi sphère en  utilisant le théorème du 

moment dynamique  

Le moment résultant des forces extérieures est égal au moment dynamique du solide au même 

point C. 

)/(/)( 0
RSFM C

i
Cexti

→→→

=∑ δ               ⇔ )/( 0RSgmCGRCBRCA CBA

→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ δ

Le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique : 

dt

RSd
RS C

C

)/(
)/( 0

0

0

→
→

=
σ

δ  ,  le moment cinétique au point C est donné par :  

10

10
0
1/0

,

0

0

0

0

00

00

00

.)/(
1

R RA

zAzA

A

A

A

IRS
   

RCC
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

===
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω=
•

→•→•

•

→→

θ

θθ

θ

σ  
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→••
→

→

==
0

0
0

0

)/(
)/( zA

dt

RSd
RS C

C
θ

σ
δ  

)/( 0RSgmCGRCBRCA CBA

→→→−→→−→→−

=∧+∧+∧ δ comme :    alors : 
→→−→→−

BA R CB et R CA ////

 

)/( 0
RSgmCG C

→→→−

=∧ δ ⇔    d’où :      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

••

θ

θ

θ

AR

mg

R

a

a

R

0

00

0

sin

cos

000

••

= θθ Amga cos

  ce qui donne :      θθ cos
A

mga=
••

             (4) 

 

5. Equation de mouvement avec les conditions :  0)0( =θ et  ;  0)0( =
•

θ

 On multiplie l’équation (4) par :  ,  puis on intègre 
•

θ

θθθθ cos
••••

=
A

mga
     ⇒ )(sin

2

1 2 θθ d
A

mga
d =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ •

 

)(sin
2

1

00

2 ∫∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
•

• θθ

θθ d
A

mga
d     ⇒    θθ sin

2

1 2

A

mga=
•

   on déduit alors : 

              θθ sin22

A

mga=
•

                   (5) 

 

6. Expression de   en utilisant la conservation de l’énergie mécanique totale : 

•

2θ

CteEEEE PCPC
=+=+

00        ⇒ )( 00 PPCC EEEE −−=−  

•→→

=ΩΩ= 20
1/

0
1

2

1
..

2

1
1

θAIE RCC      ;   00
=

CE  

θθθθθ

θθ
θθθ

sincos

0

cos

sin

0

0

)(
000

0 mgadmgada

da

gmOGdgmEE PP
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−•
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−==−− ∫∫∫
→−

•

→

 

)( 00 PPCC EEEE −−=−       ⇒ θθ sin
2

1 2 mgaA =
•

         ⇔         θθ sin22

A

mga=
•

 

 On retrouve ainsi l’expression de . 

•

2θ
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7. Expressions des réactions  ,   et de l’angle limite AN BN l
θ  pour lequel la demi sphère 

pleine quitte le mur. 

Il sufft de remplacer les expression de    et de   dans celles de   et  : 
•

θ
••

θ
AR BR

  
A

gam

A

mga

A

mga
maRB

θθθθθθ cossin3cossin2sincos
22

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=          

 

() θθθθθθ 22
22

sincossinsin2coscos −−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=

A

gam
mg

A

mga

A

mga
mamgRA         

 

θ2cos
22

A

gam
mgRA

−=  

La demi sphère quitte le mur si : 0=
BR   ⇔ 0cossin =θ  θ   ⇒   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2

0
π

θ

θ

  ⇒   
2

π
θ=  
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Exercice 05 : 

Une barre homogène de longueur AB = 2L , de centre G et de masse m, glisse sans frottement 

le long d’un escalier tel que représenté sur la fgure. Le point A glisse sur le sol et le point C 

sur l’arrête de l’escalier. La position initiale de la barre étant . 00 BA

On prendra   comme repère de projection. 0R

On donne : OA ,  . )(tx ),(),( 1010

→→→→

== yyxxα

1. Déterminer les vecteurs : OG  , V  et  ; 
→−−

)(0 G )(0 G
→

γ

2. Appliquer le théorème de la résultante dynamique à la barre ; 

3. Appliquer le théorème du moment dynamique à la barre au point G ; 

4. Appliquer le théorème de l’énergie cinétique à la barre. 

Le tenseur d’inertie de la barre en G dans   est donné par : 1R

1

2

2

1/

3
00

000

00
3

R

mL

mL

I RG

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR   repère fxe ; 

),,,( 1111

→→→

zyxAR   tel que :   et   Ω  ),(),( 1010

→→→→

== yyxxα
→•→•→

==
10

0
1 zz αα

 

 

B 

B0 

G

O 

→

0y

C 

A A0 

α
→

0x

→

1x

→

y1  

  x(t) 

α  →

P

→

AR  

→

CR  
B 

B
→

0y0
→

1y

G

O 

C

A A0

→

1x

α  
→

0x

  x(t)
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1. Vecteurs :  ,  et  ; 
→−−

OG )(0 GV
→

)(0 G
→

γ

Nous avons :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→−−→−−→−−

       

L

   Lx

R       

L

   L

R

x

R

AGOAOG

0

cos

sin

0

cos

sin

0

0

000

ε

α

ε

α

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

==
•

••

→−−
→

                   

            L

   Lx

R

dt

OGd
GV

0

sin

cos

)(

0

0
0 αα

αα

 ; 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

==
•••

•••••

→
→

                              

   L

   Lx

R

dt

GVd
G

0

cossin

sincos

)(
)( 2

2

0

00
0 αααα

αααα

γ  

 

2. Théorème de la résultante dynamique, appliqué à la barre 

La résultante des forces extérieures appliquées à la barre est égale à la masse de la barre par 

l’accélération de son centre de gravité : 

                   (1) )(0 GmF
i

ext

→→

=∑ γ ⇔ )(0 GmPRR CA

→→→→

=++ γ

La projection de l’équation (1) sur les axes de   donne : 0R

   mLxmRC ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

•••••

ααααα sincoscos 2                         (2) 

   mLmgRR CA ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−+

•••

ααααα cossinsin 2               (3) 

 

3. Théorème du moment dynamique, appliqué à la barre au point G ; 

Le moment résultant des forces extérieures appliquées à la barre est égal au moment 

dynamique de la barre au même point G.  

)/(/)( 0RSFM GG
i

ext

→→→−

=∑ δ                   (4) ⇔ )/( 0
RSRGCRGA GCA

→→→−−→→−−

=∧+∧ δ

Or le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique :  

dt

RSd
RS G

G

)/(
)/( 0

0

0

→
→

=
σ

δ   avec :   
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→•→•

••

→→

==

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω=
0

2

1

2

2

1

1

2

2

0
1/0

33

3

0

0

0

0

3
00

000

00
3

.)/(
1

z
mL

z
mL

mL
R

R

mL

mL

IRS RGG
αα

αα

σ  

→••
→

→

==
0

2
0

0

0
3

)/(
)/( z

mL

dt

RSd
RS G

G
α

σ
δ               (5) 

Pour calculer le moment des forces extérieures on doit déterminer les vecteurs :  et   : 
→−−

GC
→−−

GA

Nous avons : 
AC

x=αsin ⇔
αsin

x
AC =   donc : ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=−= L

x
AGACGC

αsin
 

 

on obtient :   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=
→−−

0

cos
sin

sin
sin

0

α
α

α
α

L
x

L
x

R

GC             et         ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
→−−

0

cos

sin

0

α

α

L

L

R

GA

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∑
→→−

        

R

R

R

L
x

L
x

R

   R

R

L

L

R

FM C

C

AG
i

ext

0

sin

cos

0

cos
sin

sin
sin

0

0

0

cos

sin

/)(

0

0

00

α

α

α
α

α
α

α

α

   

→→→−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=∑
0

0

sin
sin

sin
sin

0

0

/)( zL
x

RLR

L
x

RLR
R

FM CA

CA

G
i

ext α
α

α
α

       (6) 

 

L’égalité des moments dans les équations  (5) et (6)  donne : 

                    
••

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−− α

α
α

3sin
sin

2mL
L

x
RLR CA                          (7) 
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4. Théorème de l’énergie cinétique, appliqué à la barre. 

La variation de l’énergie cinétique de la barre est égale au travail des forces extérieures. 

dW    dEC
=

dt

dW
    

dt

dEC =  

L’énergie cinétique de la barre est donnée par :  

   

RG

      
T

C IGVmE
→→→

ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0

1/
0
1

2

0 ..
2

1
)(

2

1
1

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

•

•••••

α

αααα 0

0

3
00

000

00
3

,0,0
2

1
cos2

2

1
2

2

222

mL

mL

xLLxmEC  

•••••

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= 2

2
222

32

1
cos2

2

1 αααα mL
xLLxmEC  

mL
xLxxLLxxm

dt

dEC

•••••••••••••••

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+= 2

2
22

32

1
sincoscos222

2

1 ααααααααα

 

Nous avons aussi :    

)()()( 000 CVRAVRGVgm
dt

dW
CA

→

•

→→

•

→→

•

→

++= ,   

mais :   car      et     car    
→→

•

→

= 0)(0 AVRA )(0 AVRA

→→

⊥
→→

•

→

= 0)(0 CVRC )(0 CVRC

→→

⊥

 mgL    L

Lx

R

  mg

R

GVgm
dt

dW αααα

αα

sin

0

sin

cos

0

0

)(

0
0

0
••

••

•

→

•

→

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−

−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−==  

L’égalité entre les deux termes donne :  

 

ααααααααααα sin
32

1
sincoscos222

2

1 2
2

22
••••••••••••••••

=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+ mgL 

mL
xLxxLLxxm  

ααααααααααα sin
6

sincoscos 2
2

22
••••••••••••••••

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−+ gL 

L
xLxxLLxx  
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Exercice 06 : 
Un disque plein de rayon  a , de masse m  roule sans glisser sous l’effet de la gravitation sur 

un plan incliné d’un angle α  par rapport à l’horizontale. Soit  un repère fxe 

lié au plan incliné,  lié au centre d’inertie G du disque et  un 

repère en rotation par rapport à l’axe    tel que .   

),,,( 0000

→→→

zyxOR

),,,( 1111

→→→

zyxGR ),,,( 2222

→→→

zyxGR
→→

≡
21 zz ϕ==

→→→→

),(),( 2121 yyxx

 
A l’instant initial, le disque est immobile. La réaction au point de contact entre le disque et le 

plan incliné a deux composantes, l’une  normale au plan incliné, l’autre
→

N
→

T  tangentielle à ce 
dernier.  
Le tenseur d’inertie du disque en son centre d’inertie G dans le repère  est donné par :  2R

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

A

A

A

I RC

200

00

00

2/    avec   
4

2Ma
A =  ;  On prendra  comme repère de projection. 1R

 

1. Déterminer la vitesse V  et l’accélération   du point G ; )(0 G
→

)(0 G
→

γ

2. Appliquer le théorème de la résultante dynamique au disque ; 
3. Appliquer le théorème du moment dynamique au disque ; 

4. Trouver une équation scalaire liant les paramètres cinématiques  et  qui  

traduisent la condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné ; 

a  et  y
••

θ,

5. En déduire les expressions de N, T,    et    en fonction de  m, g,  
••

y
••

ϕ α   et  a ; 

6. Déterminer l’énergie cinétique du disque en fonction de m,  a ,  ;     et  y
••

ϕ

7. Exprimer l’énergie cinétique du disque en fonction de  m et  en tenant compte de la 

condition de roulement sans glissement ; 

•

y

8. En appliquant le théorème de l’énergie cinétique au disque, retrouver l’expression de 

l’accélération  linéaire . 
••

y

 

→

1x  

ϕ  

O 

I 

G

I 

→

0x  

α  
→

0y

→

1y

→

2x

 x(t) 

→

T

→

1x  

ϕ  

O

I 

G

I 

→

0x

α  
→

0y

→

1y  

→

2x  

 y(t) 
→

P

→

N
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Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR   repère  fxe. 

),,,( 1111

→→→

zyxGR  en translation par rapport à   ⇒    0R
→→

=Ω 00
1

),,,( 2222

→→→

zyxGR  est tel que :   et    ϕ==
→→→→

),(),( 2121 yyxx
→•→•→

==Ω
01

1
2 zz ϕϕ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=
→−−→−−→−−

00

0

0

0

111

y

a

R

a

R

y

R

IGOIOG  

1. Vitesse  et accélération   du point G ; )(0 GV
→

)(0 G
→

γ

Par dérivation : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==
•→−−→

→−−→−−
→

0

0

)(

1

0
1

10
0 y

R

OG
dt

OGd

dt

OGd
GV                       ; car   

→→

=Ω 00
1

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧Ω+==
••→→

→→
→

0

0

)(
)()(

)(

1

00
1

0100
0 y

R

GV
dt

GVd

dt

GVd
Gγ           ; car     

→→

=Ω 00
1

2. Théorème de la résultante dynamique appliqué au disque 

La résultante des forces extérieures appliquées au disque est égale à la masse du disque par 

l’accélération de son centre d’inertie. 

)(0 GmF
i

    

ext

→→

=∑ γ      ⇔                (1) )(0 GmPNT
→→→→

=++ γ

La projection de cette équation sur les  axes du repère  donne deux équations scalaires : 1R

   0cos =− αmgN                      (3) 

••

=+− ymmgT αsin                    (4) 

3. Théorème du moment dynamique appliqué  au disque  

Le moment résultant des forces extérieures appliquées au disque est égale au moment 

dynamique du disque au même point G . 
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)(/)( 0 GFM
i

G

    

ext

→→→

=∑ δ  ⇔    comme    elle devient :     

               (4) 

)(0 GNGITGI
→→→−→→−

=∧+∧ δ
→→−

N  //  GI

)(0 GTGI
→→→−

=∧ δ

Exprimons chacun des termes de cette équation :   
→→→−

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

=∧
1

111

0

0

0

0

0

0 zaT

aTR

T

R

a

R

TGI

 

Le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique, d’où : 
dt

Gd
G )(

)(
00

0

→
→

=
σ

δ  

Le moment cinétique du disque est donné par :  

→→

Ω= 0
2/

0 .)(
2RCIGσ

 

→•→•

••

→

==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
01

1

0 0

0

0

0

00

00

00

)( zAzA

AA

A

A

R

G ϕϕ

ϕϕ

σ  

→••→••

→→
→

====
1

2

1

0100
0

2

)()(
)( z

ma
zA

dt

Gd

dt

Gd
G ϕϕ

σσ
δ        car   

→→

=Ω 00
1

En égalisant les deux expressions des moments nous obtenons :  

••

= ϕ
2

2ma
aT                ⇒

••

= ϕ
2

ma
T              (5) 

4. Equation scalaire liant les paramètres cinématiques  et qui traduisent la 

condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné : 

ax et    ,
••

θ

La condition de roulement sans glissement est vérifée si la vitesse du point de contact du 

disque et du plan incliné est nulle :  
→→→→

=−= 0)()()( 00 IVIVIV Psg

Or :   alors :  
→→

= 0)(0 IVP

→→−→→→

=∧Ω+= 0)()( 0
2

00 GIGVIVs

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−

∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

•

•

0

0

0

0

00

0

0

0

1111
R

a

RR

y

R
ϕ

                        (6) ⇔ 0=−
••

ϕay
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5. Expressions de N, T,   et    en fonction de  m, g,  
••

y
••

ϕ α   et  a ; 

L’équation (3) donne :  αcosmgN =    

L’équation (6)     
••••

= ϕay ⇒
a

y
••

••

=ϕ    l’équation (4) devient : 
••

••

=+− ymmg
a

yma αsin
2

  

On déduit :              αsin
3

2
gy =

••

     d’où   : αϕ sin
3

2
g

a
=

••

 

L’équation (5) donne :  
mg

T αsin
3

=  

6. Energie cinétique du disque en fonction de m,  a ,  ;     et  y
••

ϕ

L’énergie cinétique totale est égale à l’énergie cinétique de translation + l’énergie cinétique 

de rotation :   

→→→

ΩΩ+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0

12
0
1

2

0 )./(.
2

1
)(

2

1
RSIGVmE G

T

C  

••

•

••

+=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 222

2

1

2

1
0

0

00

00

00

,0,0
2

1

2

1 ϕ

ϕ

ϕ Aym

A

A

A

ymEC    

7. Energie cinétique du disque en fonction de  m et  en tenant compte de la condition 

de roulement sans glissement ; 

•

y

Nous avons dans l’équation (6) qui exprime le roulement sans glissement :    on 

déduit que :    

••

= ϕay

a

y
•

•

=ϕ     alors l’expression de l’énergie cinétique devient :  

               

•
•

•

=+= 2

2

22
2

4

3

22

1

2

1
ym

a

yma
ymEC        

•

= 2

4

3
ymEC  

8. Expression de l’accélération  linéaire  En appliquant le théorème de l’énergie 

cinétique au disque  

••

y

La variation de l’énergie cinétique est  égale au travail des forces extérieures : 
dt

dW

dt

dEC =  

•

= 2

4

3
ymEC      ⇒

•••

= yym
dt

dEC

2

3
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)(
)()(

¨
)( 0 GVgm

dt

OGd
gm

dt

OId
N

dt

OId
T

dt

PdW

dt

NdW

dt

TdW

dt

dW
→

•

→
→−

•

→
→−

•

→
→−

•

→
→→→

=++=++=  

)()()()( 0000 GVgmGVgmIVNIVT
dt

dW
→

•

→→

•

→→

•

→→

•

→

=++=    car   
→→

= 0)(0 IV

 ymgy

R

  mg

mg

R

GVgm
dt

dW
 

αα

α

sin

0

0

0

sin

cos

)(

11

0
••→

•

→

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

== •  

 

L’égalité des deux expressions donne : 

 ymgyym αsin
2

3
••••

=                     ⇔ αsin
3

2
gy =

••

 

 

Exercice 07 : 

Le concasseur d’un moulin à huile est constitué d’une roue homogène (S) de masse m, de 

rayon R, de centre de masse G . La roue a une liaison pivot au point G avec une tige 

horizontale de masse négligeable O1G  ,  soudée à un arbre vertical OA en rotation à une 

vitesse angulaire constante : . L’arbre OA est maintenu vertical par deux liaisons, 

l’une sphérique en O et l’autre cylindrique en A. On suppose que toutes les liaisons sont sans 

frottement. 

Cte=
•

ψ

La roue roule sans glissement sur le plan horizontal fxe lié au repère . ),,,( 0000

→→→

zyxOR

Le repère  est lié à la tige O),,,( 1111

→→→

zyxGR 1G ; le repère  est lié à la roue. ),,,( 2222

→→→

zyxGR

Le tenseur d’inertie de la roue en son centre d’inertie G dans le repère  est donné par : 

   avec : 

2R

21

/

,00

00

002

1

RRA

A

A

I RG

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
4

2mR
A =  

1. En appliquant la condition de roulement sans glissement au point I, exprimer   en 

fonction de  ; 

•

θ

•

ψ

2. Déterminer le moment dynamique au point O1 de la roue ; 

3. Appliquer le théorème du moment dynamique au point O1  à la roue ; 
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4. Exprimer l’action du plan sur la roue en fonction de m, R et  ; 
•

ψ

5. Exprimer le couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repère  . 1R

 

 

→

1z 
→

0z

 A

 
→

1y  

O

 
→

0x

 
→

0y  

 L O1

 I  

→→

21 , xx  ψ

 θ  

 

→

2z  

 G

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

),,,( 0000

→→→

zyxOR   repère  fxe. 

),,,( 1111

→→→

zyxGR  est tel que : (     ⇒      Ω  ψ==
→→→→

),(),
→•→•→
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→→→
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      avec : V  
 

O

 

1. Expression de   en fonction de  ; 
•

θ
•

ψ

La condition de roulement sans glissement au point de contact entre la roue et le sol signife 

que la vitesse de glissement de ce point de contact est nulle :   

→→→→

=∈−∈= 0)()()( 0
00 RIVSIVIVg      or nous avons : V  

→→

=∈ 0)( 0
0 RI

alors : V        V  )(0 SI ⇔
→→−→→→

=∧Ω+=∈ 0)()( 0
2

00 GIGVSI
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θ
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θψ RL ⇒
••

= ψθ
R

L
      (1) 

 

2. Moment dynamique au point O1 de la roue : 

L’arbre étant de masse négligeable, le moment dynamique du système se réduit au moment 

dynamique de la roue. Le moment dynamique est égal à la dérivée du moment cinétique,  

d’où : 
dt

RSd
RS O

O

)/(
)/(

0
0

0
1

1

→

→

=
σ

δ  

Le moment cinétique de la roue est donné par :  )(.)/( 0
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0
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→

∧Ω+== σ
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→

→
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)/( 0

1
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dt

RSd O
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      ,     car   sont constantes, on obtient alors :   

          (2) 
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⎟
⎟
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3. Théorème du moment dynamique au point O1  à la roue ; 

Le moment résultant des forces extérieures appliquées à la roue est égal au moment 

dynamique de la roue au même point . 1O

)/(/)( 011
RSFM OOext

i

→→→

=∑ δ       ⇔
→••→→−−→→−−

−=∧+∧
111 2 y ψθARIOgmGO
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             (3) 

L’égalité des expressions donne :          (4) ()
••

−=− ψθA  LRmg I 2

 

4. Action du plan sur la roue en fonction de m, R et  ; 
•

ψ

A partir de l’équation (4) on déduit :  

()
••

−=− ψθA  LRmg I 2       ⇒
••

+= ψθ
L

A
mg RI

2
    or nous avons d’après l’équation (1) 

••

= ψθ
R

L
  et   

4

2mR
A =  d’où : 

••

+= ψ
R

LmR

L
mg RI ..

4
.

2 2

ψ    on aboutit à :

•

+= 2.
2

ψmR
mg RI  

 

5. Couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repère  . 1R

Dans le cas de ce mouvement composé de deux rotations, la rotation propre de la roue se fait 

autour de l’axe  à la vitesse de rotation :  et la précession se fait autour de 

l’axe à la vitesse de rotation : . 

),( 11

→

xO
→•→

−=Ω
1

1
2

xθ

),//(),( 110

→→

zOzO
→•→

=Ω
1

0
1 zψ

Le moment gyroscopique est donné par la relation :   
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•

•
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proprepropre rotation de axe
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DYNAMIQUE D’UN SOLIDE  

EN ROTATION AUTOUR D’UN AXE 
 

 

1. Mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe fxe 

C’est le mouvement le plus important dans la mécanique. Le fonctionnement de toutes les 

machines est basé sur un mouvement de rotation autour d’un axe : rotors, machines 

tournantes, vilebrequins, roues  etc…     

Ce mouvement de rotation génère des vibrations mécaniques au niveau des paliers de fxation, 

si l’axe de rotation n’est pas équilibré. Les paliers sont des liaisons rotoïdes (articulations 

cylindriques) entre le solide et le bâti fxe. Ces vibrations sont à l’origine de l’usure des 

paliers, provoquée par les contraintes mécaniques dues à la liaison entre l’axe de rotation et le 

palier. 

Pour éviter ces inconvénients, il est nécessaire d’étudier et de trouver les conditions 

d’équilibrage du système afn que les contraintes soient minimales et allonger la durée de vie 

des paliers. 

 

2. Equations du mouvement 

2.1  Paramétrage du mouvement 

On choisit un repère fxe orthonormé direct  lié au bâti tel que l’axe vertical 

 , soit confondu avec l’axe de rotation 

),,,( 0000

→→→

zyxOR

→−

0Oz )(Δ . Soit  un repère lié au solide 

(S), tel que   . Le solide est en mouvement de rotation autour de l’axe  avec 

une vitesse :   tel que le centre d’inertie du solide soit dans le plan , 

avec :  

),,,(
→→→

ssss zyxOR

→→

≡
szz0

→→

≡
szz0

→•→•→

==Ω
ss zz ψψ

0
0 )( ss zOx

→→→→→−−

+=+=
0zbxazbxaOG sss

L’orientation du solide (S) lié au repère  est défnie par l’angle : ),,,(
→→→

ssss zyxOR

),(),( 00

→→→→

==
ss yyxxψ  
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(S) 

G

→

0x

→→

≡
szz0

→

sy  

ψ

→

sx  

→

0y  

ψ

o

x
a

b

La matrice de passage du repère  vers  sR

le repère  est donnée par : 0R
→→→

+=
00 sincos yxxs

ψψ  
→→→

+−=
00 cossin yxy s

ψψ  
→→

=
0zz s  

a : distance du centre d’inertie G  à l’axe )(Δ  

b : distance de G au plan  )( 00 yOx

 

 

2.2  Torseur cinématique 

Le torseur cinématique du solide [  relatif au mouvement de rotation du solide par rapport 

au repère  est défni par ces éléments de réduction : 

]
0C

0R

La résultante cinématique :  
→•→→

=Ω=
0

0 zR s
ψ

Le moment au point O      :  
→→→

== 0)(0
0 OVM

2.3 Vecteurs vitesse et accélération du point G, centre de masse du solide  

Sa position est défnie précédemment par : OG  
→→→−−

+=
ss zbxa

Sa vitesse peut être déterminée dans le repère  de deux manières : sR

-  par dérivation : 
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→−−→−−

→

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∧Ω+==
ss

s

yaa

b

a

OG
dt
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0
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0

)( 0
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-  par composition des vitesses : 
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a

OGOVGV ψψ

ψ 0

0
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)()( 000  

Dans le repère  , la vitesse aura pour expression : V  0R
→•→•→

+−=
00

0 cossin)( yaxaG ψψψψ

Le vecteur accélération de G  s’obtient aisément en dérivant l’expression de la vitesse. 
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Dans le repère  :  sR
→••→•

→
→

+−==
ss yaxa

dt

GVd
G ψψγ 2

00
0 )(

)(  

Dans le repère  :   0R
→→••→→•→

+−++−=
0000

20 )cossin()sin(cos)( yxayxaG ψψψψψψγ

                                  
→•••→•••→

−++−=
0

2
0

20 )sincos()cossin()( yaxaG ψψψψψψψψγ

Elle peut aussi être obtenue en dérivant l’expression du vecteur vitesse,  dans le repère . 0R

3. Etude cinétique  

Ces éléments cinématiques nous permettent de déterminer les torseurs cinétiques et 

dynamiques.  Afn de simplifer le problème nous choisirons de déterminer les moments 

cinétiques et dynamiques au point  O  appartenant à l’axe de rotation.  

3.1 Torseur cinétique  

Le solide (S)  étant quelconque, sa matrice d’inertie en O dans le repère lié au solide s’écrira :  

s

O

RCDE

DBF

EFA

SI
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=)( 

Les éléments de réduction du torseur cinétique au point O  s’écriront  dans : sR

La résultante cinétique :   
→•→→

==
symaGVmP ψ)(0

Le moment cinétique au point O :   
   
0

0
0 )()()(

→→→−−→

Ω+∧=
so SIOVOGmSσ

Comme la vitesse du point O , est nulle alors le moment cinétique aura pour expression :  

→•→•→•

•
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
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⎣

⎡
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sss
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so zCjDiE

RRCDE

DBF

EFA

SIS ψψψ

ψ

σ 0

0

)()(
   
0

0  

3.2 Torseur dynamique  

Les éléments de réduction du torseur dynamique au point O  s’écriront  dans : sR

La résultante dynamique :   
→••→•→→

+−==
ss ymaxmaGmD ψψγ 20 )(

Le moment cinétique au point O :  
dt

Sd
S o

o

o

)(
)(

→
→

=
σ

δ  
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le moment dynamique peut être exprimé dans la base  en utilisant la matrice de passage. 0R

→••••••→

⎥
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⎡
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3.3 Energie cinétique  

Comme le solide a un mouvement de rotation pur autour d’un axe )(Δ confondu avec l’axe 

, son énergie cinétique est donnée par : 
→→

≡
0zz s
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T
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= 20
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1
  ψCEc  

4. Les différentes actions mécaniques exercées sur le solide  

Le solide est soumis à l’action de pesanteur due à son propre poids, aux actions de liaisons au 

niveau des articulations qui sont intermédiaire entre le bâti fxe et le solide, mais aussi à une 

action motrice où de freinage qui permet de mettre le solide en mouvement ou de le freiner 

s’il est déjà en mouvement. 

4.1 Action de pesanteur 

Au point   G   centre d’inertie du solide, l’action de pesanteur est représentée par le torseur 

ayant pour éléments de réduction :  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

−=
→→

→→

        0G

sp

M

zmgR
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Par la formule de transport nous pouvons exprimer le moment au point O, il est donné par : 

→→→−−→→−−→→
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Dans le repère   , il s’écrira :  0R
→→→

+−=
00 cossin ymgaxmgaM O

ψψ

4.2 Action due à la liaison rotoïde entre le bâti fxe et le solide 

L’action de liaison entre le solide et le bâti est représentée par un torseur dont les éléments de  

réduction sont :  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++=
→→→→−

→→→→

      

            

000

   
000

zMyMxMM

zRyRxRR

LzLyLxLO

LzLyLxL

Les composantes  de l’action de liaison sont déterminées à partir des équations fnales qui 

égalisent le moment dynamique au moment des actions extérieures. La nature de l’articulation 

et le point de calcul du moment peuvent réduire le nombre d’inconnues dans les équations du 

mouvement.  

4.3 Action due au couple moteur ou au couple de freinage 

Le solide peut être mis ou maintenu en mouvement de rotation à l’aide d’un couple moteur. Si 

le solide est déjà en mouvement, pour l’arrêter, il faut aussi appliquer un couple de freinage. 

Le moment appliqué pour mettre le solide en rotation ou pour l’arrêter est toujours porté par 

l’axe de rotation.  

Dans ce cas, le couple moteur ou le couple de freinage sera représenté par un torseur dont les 

éléments de réduction sont :  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

Γ=Γ=

=
→→→

→→

0

                    0

zzM

R

msmO

m

La valeur du couple moteur ou de freinage  m
Γ   est connue. 

5. Principe fondamental de la dynamique 

Le principe fondamental de la dynamique dans un repère Galiléen traduit l’égalité entre le 

torseur des actions extérieures appliquées au solide et le torseur dynamique du solide.  

Nous avons ainsi dans le repère  :   0R
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                                   …………………(1) LxRma =+−
•••

)cossin( 2 ψψψψ

                                      …………………(2) LyRma =−
•••

)sincos( 2 ψψψψ

                                                                0 LzRmg +−=  ………………(3) 

LxMEDDE =+++−
••••••

ψψψψψψ sin)(cos)( 22          …………………(4) 

LyMmgaEDDE +=+−+−
••••••

ψψψψψψ cos)(sin)( 22       ……………(5) 

                                                               ………………(6) mLzMC Γ+=
••

ψ

Nous avons 06 équations avec 07 inconnues :  LzLyLxLzLyLx MMMRRR ,,,,,,ψ  

Une septième équation sera donnée par la nature physique de la liaison et elle permettra de 

résoudre le système d’équation complètement.  

L’équation (6) permet de déterminer la valeur de  ψ  et en la remplaçant  dans les autres 

équations on déduit les valeurs de toutes les inconnues. 

6. Equilibrage statique et dynamique des rotors et des roues 

6.1 Mouvements de rotation autour d’un axe fxe d’un solide non équilibré 

Soit un rotor ou une roue (S) assimilé à un disque de rayon R  et d’épaisseur  e . On choisit un 

repère fxe  lié au bâti fxe. Le rotor (S) est lié au bâti par l’intermédiaire de 

deux paliers   et   de centres respectifs   et    tel que l’axe   soit confondu 

avec l’axe de rotation . Pour construire un trièdre direct on considère que l’axe   est 

vertical ascendant.  

),,,( 0000

→→→

zyxOR

)( 1P )( 2P 1P 2P 21PP

→−

0Oz
→−

0Ox

On suppose que le rotor est non équilibré, le centre de masse du rotor n’est pas situé sur l’axe 

de rotation et ses coordonnées ne sont pas connues au départ. 

On choisit un second repère de même centre O et lié au rotor.  Son 

mouvement de rotation est repéré à chaque instant par un angle   avec  

  car  .  

),,,(
→→→

ssss zyxOR

),(),( 00

→→→→

==
ss yyxxψ

→•→•→

==Ω
0

0 zzss
ψψ

→→

≡
0zz s

Le vecteur position du centre de masse du rotor est donné dans le repère  

par :   

),,,(
→→→

ssss zyxOR

→→→→−−

++=
sss zcybxaOG



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     
 

 404

A.KADI 

 

2P  

a

→

0y  

o 

ψ

→

sx  (S) 

→

0x  

→→

≡
szz0  

→

sy  

ψ  

1P x
G 

1L  

2L

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2 Etude cinétique du mouvement 

La matrice de passage du repère  vers le repère  est donnée par : sR 0R

→→→

+=
00 sincos yxxs

ψψ  

→→→

+−=
00 cossin yxy s

ψψ  

→→

=
0zz s  

La matrice d’inertie du solide au point O dans la base  est une matrice 

quelconque de la forme : 

),,,(
→→→

ssss zyxOR

s

O

RCDE

DBF

EFA

SI
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=)( 

Le vecteur position du centre de masse du solide dans cette même base s’écrit : 
→→→→−−

++=
sss zcybxaOG  

La vitesse du centre de masse G se déduit par dérivation de cette expression : 

→•→••

•

•

→−−→
→−−→−−

→

+−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=∧Ω+==
sss

s

yaxba

b

c

b

a

OG
dt

OGd

dt

OGd
GV ψψψ

ψ

ψ 0

0

0

)( 0
0

0  
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Dans la base  le vecteur vitesse s’écrirait :  0R

)cossin()sin(cos)( 0000
0

→→•→→•→

+−++−= yxayxbGV ψψψψψψ  

))sincos()sincos()( 00
0

→••→••→

−++−= ybaxabGV ψψψψψψψψ  

Le vecteur accélération s’obtient dans   en dérivant encore une fois le vecteur vitesse : sR

→•••→•••→•→••→•→••→

−++−=−+−−=
ssssss ybaxabxayaybxbG )()()( 22220 ψψψψψψψψγ  

 

Dans la base  le vecteur accélération aura pour expression : 0R

→••••••→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−=

0
220 sin)(cos)()( xbaabG ψψψψψψγ  

              
→••••••

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−+

0
22 cos)(sin)( ybaab ψψψψψψ

Le torseur cinétique a pour éléments de réduction dans la base : sR

La résultante cinétique :  )(0 GVmP

→→

=

Le moment cinétique   :    

→→→→−−→→

Ω==∧+= 00
0 )()( sOGG SIOVOGm σσσ

 

Le torseur dynamique a pour éléments de réduction dans la base : sR

La résultante dynamique :  )(0 GmD

→→

= γ

→••••••→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−=

sxbaabmD ψψψψψψ sin)(cos)( 22  

       
→••••••

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−+

sybaabm ψψψψψψ cos)(sin)( 22

Le moment dynamique   :   

→→
→
•→→

→→
→

Ω∧Ω+Ω=∧Ω+== 00

    
    

0
0

000
0

0 )()( sOssOs

s

SISI
dt

d

dt

d σ
σσ

δ  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−

−−

=
••••

→

ψψψ

δ 0

0

0

0

0

0

0

ss RCDE

DBF

EFA

RCDE

DBF

EFA
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→•→•→••→••→••→

−−++−=
sssss yExDzCyDxE 22

0
ψψψψψδ  

→••→•••→•••→

++−+−=
sss zCyEDxDE ψψψψψδ )()( 22

0  

 

Dans la base , le moment dynamique a pour expression : 0R

 

→••→→•••→→•••→

++−+−++−=
szCyxEDyxDE ψψψψψψψψψδ )cossin)(()sin)(cos( 00

2
00

2
0  

→••••••→

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−=

0
22

0 sin)(cos)( xEDDE ψψψψψψδ  

      
→••••••

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+

0
22 cos)(sin)( yEDDE ψψψψψψ

      
→••

+
szCψ

6.3 Actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor 

Les actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor sont de trois natures différentes : 

- l’action de pesanteur due au poids du rotor ; 

- l’action de liaison entre le rotor et le bâti au niveau des paliers ; 

- l’action due au couple moteur si le rotor doit être maintenu en mouvement ou au couple de 

freinage si on doit arrêter le mouvement de rotation.   

6.3.1. Action de pesanteur 

L’action de pesanteur est représentée par un torseur dont les éléments de réduction sont : 

La résultante des actions de pesanteurs              :  
→→

−=
0xmgRp

Le moment résultant de ces actions au point G est nul  : , en appliquant la formule 

de transport dans la base , on déduit le moment au point O :  

→→

= 0pGM

0R
→→−→→

∧+=
pGpOp ROGMM

           

 

→→→

++−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−

=
00

     

)cossin(

0

0cossin

sincos

zbamgymgc

mg

c

ba

ba

M Op
ψψψψ

ψψ
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6.3.2. Action de liaison entre solide et Bâti au niveau du palier   )( 1P

L’action de liaison est une  force dont la  ligne d’action passe par le point  centre du palier.  1P

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont : 

La résultante de l’action de liaison :  ,  
→→→→

++=
010101

 

1 zRyRxRR zyx

Le moment de l’action de liaison en  est nul :  ;   en appliquant la formule de 

transport, on déduit le moment au point O dans la base :   

1P
→→

= 0
    

1PM

0R
→→−→→

∧+=
1

 

1

     

1

     

1 ROPMM PO

→→→

+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
011011

1

1

1

1

     

1 0

0

yRLxRL

R

R

R

L

M xy

z

y

x

O  

6.3.3. Action de liaison entre solide et Bâti au niveau du palier   )( 2P

De la même manière que précédemment, l’action de liaison est une  force dont la  ligne 

d’action passe par le point  centre du palier.  2P

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont : 

La résultante de l’action de liaison :  ,  
→→→→

++=
020202

 

2 zRyRxRR zyx

Le moment de l’action de liaison en  est nul :  ;   en appliquant la formule de 

transport, on déduit le moment au point O dans la base :   

2P
→→

= 0
    

2PM

0R
→→−→→

∧+=
2

 

2

     

2

     

2 ROPMM PO

→→→

+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
022022

2

2

2

2

     

2 0

0

yRLxRL

R

R

R

L

M xy

z

y

x

O  

 

6.3.4. Action du couple moteur 

Le couple moteur permet de mettre en mouvement de rotation le rotor ou le maintenir s’il est 

déjà en mouvement, il est représenté par un torseur dont les éléments de réduction sont : 

La résultante des forces motrices   :  
→→

= 0mR

Le moment résultant au point O     :    , le moment est porté par l’axe de rotation. 
→→

Γ=
0

     

zM mOm
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6.3.5. Application des théorèmes généraux de la dynamique au rotor 

Le torseur dynamique du rotor est égal à la somme des torseurs des actions extérieures. Cette 

égalité nous donne les deux équations vectorielles qui donneront les 6 équations scalaires  de 

la dynamique qui décrivent le mouvement du rotor.  

  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+++=

+++=
→→→→→

→→→→→

         

2

    

1

    

0

21             

OmOOOp

mp

MMMM

RRRRD

δ

Cette égalité se traduit par : 

mgRRbaabm xx
−+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−

••••••

21
22 sin)(cos)( ψψψψψψ          ……………………….(1)                        

yy RRbaabm 21
22 cos)(sin)( +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−

••••••

ψψψψψψ                   ………………………..(2) 

                                                                  zz RR 210 +=                   ………………………..(3) 

yy RLRLEDDE 2211
22 sin)(cos)( −−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−

••••••

ψψψψψψ         ………………………..(4) 

xx RLRLmgcEDDE 2211
22 cos)(sin)( ++−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−

••••••

ψψψψψψ     ……………………(5) 

                                                                    ……………...(6) mbamgC Γ++=
••

)cossin( ψψψ

 

Comme le couple moteur est connu, la dernière relation qui est l’équation du mouvement 

permet de déterminer la valeur de ψ  en fonction du temps.  

Connaissant  ψ , les autres variables sont déterminées, notamment les composantes des 

actions de liaison au niveau des paliers. 

Les équations (1), (2), (4), (5) permettent de déduire facilement par multiplication par   ou 

 et puis soustraction de déterminer les valeurs de : 

1L

2L

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+−−

−
=

••••••

ψψψψψψ cos)(sin)()(
1 2

22
2

222

12

1 EDDELcmg
LL

R x  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−++

−
=

••••••

ψψψψψψ cos)(sin)(
1 2

22
2

22

12

1 DEED
LL

R y  
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−+−

−
=

••••••

ψψψψψψ cos)(sin)()(
1 2

11
2

111

12

2 EDDELcmg
LL

R x  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++−

−
=

••••••

ψψψψψψ cos)(sin)(
1 2

11
2

11

12

2 DEED
LL

R y  

avec :   ;   ;  11 maLEE −=
22 maLEE −=

11 mbLDD −=     ;  22 mbLDD −=  

Ces composantes agissant sur l’axe du rotor, dépendent de  mais surtout de  qui peut 

atteindre des valeurs assez élevées rapidement. Ses actions génèrent des vibrations aux 

niveaux des paliers, ce qui réduit leur durée de vie et conduisent à une usure prématurée des 

pièces mécaniques en rotation. 

••

ψψ   ,

•

2ψ

6.3.6. Principe de l ‘équilibrage statique et dynamique 

Pour éviter ces problèmes d’usure et allonger la durée de vie des paliers et des axes, il faut 

que les actions aux niveaux des liaisons soient réduites au minimum ou nulles.  

Les expressions précédentes montrent que les actions de liaison ont des valeurs minimales  

lorsque nous avons les conditions suivantes :  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

==

==

0

0

ED

ba

•    : implique que le centre de masse du rotor est situé sur l’axe de rotation du 

rotor. On dit alors que l’on a réalisé l’équilibrage statique. Le rotor a un équilibre statique 

indifférent. 

0== ba

•  : les produits d’inertie sont nuls, et l’axe de rotation est un axe principal 

d’inertie.    

0== ED

Lorsque les deux conditions sont réunies, on dit que l’on a réalisé un équilibrage dynamique.  

Dans ce cas les actions de liaisons sont réduites à :  

12

2
1

)(

LL

Lc
mgR x −

−
−=       ;         01

=
yR

12

1
2

)(

LL

Lc
mgR x −

−
=         ;         02

=
yR

En réalité, les machines tournantes, les rotors, les axes, …etc , sont équilibrés lors de la 

construction, et l’équilibrage est affné par la suite par ajout de petites masses ponctuelles 

dans des plans orthogonaux à l’axe de rotation afn de ramener le centre d’inertie de 

l’ensemble sur l’axe de rotation et d’éliminer les produits d’inertie qui sont la source des 

vibrations. 
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Dans la pratique, lorsqu’une machine tournante fonctionne pendant un certain nombre 

d’années, elle perd les caractéristiques mécaniques initiales et des vibrations apparaissent. 

Pour  les éliminer, on procède alors à un équilibrage. Celui-ci est réalisé à l’aide d’un système 

électronique (accéléromètres) permettant de mesurer les accélérations absolues ou relatives de 

paliers. Le signal électrique enregistré permet par une analyse de  relever le spectre vibratoire 

et déterminer la nature du défaut qui a conduit à la vibration. Des calculs permettent de 

déterminer les valeurs des paramètres de l’équilibrage. 

7. Rotation d’un solide autour d’un point fxe : Angles d’Euler 

On considère un repère fxe orthonormé direct et un solide (S) fxé au centre 

O de ce repère. On choisit un repère orthonormé direct  lié au solide tel que 

les axes  soient des axes principaux d’inertie.   

),,,( 000

→→→

zyxORO

),,,(
→→→

ssss zyxOR

→→→

sss OzOyOx ,,

Les axes du repère  sont repérés par les angles d’Euler par rapport au repère fxe  sR 0R

Le mouvement instantané du solide est composé de trois rotations exprimées par les angles 

d’Euler  ϕθψ ,, . 

•

ϕ  

(S) 

→

0x  

→

0z

→

1y

ψ

→

2,1x

→

0y

ψ

o

x 
G

→

sz  

θ

 

 

 

 

 

 

 

 

- la première rotation de vitesse angulaire   autour de l’axe  

s’appelle : la précession du solide ; 

→•→•→

==Ω
10

0
1 zz ψψ

→→

≡
10 zz

-  la seconde rotation de vitesse angulaire Ω   autour de l’axe  

s’appelle : la nutation du solide ; 

→•→•→

==
21

1
2 xx θθ

ss zz ϕϕ
2

2

→→

≡
21 xx

- la troisième rotation de vitesse angulaire Ω   autour de l’axe  

s’appelle : la rotation propre du solide ; 

→•→•→

==
→→

≡
szz2
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La vitesse de rotation instantanée du solide par rapport au repère  est donnée par :  0R

→•→•→•→→→→

++=Ω+Ω+Ω=Ω
012

0
1

1
2

20 zxzss
ψθϕ  

Son expression dans le repère   lié au solide est déjà déterminée en cinématique du solide : sR

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+

−

+

=Ω
••

••

••

→

                cos

sincossin

cossinsin
0

θψϕ

ϕθϕθψ

ϕθϕθψ

s          ;    on pose   

s
sz

sy

sx

s

R
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=Ω
→

0

La matrice d’inertie du solide est connue au point O dans le repère , elle est 

de la forme :   

),,,(
→→→

ssss zyxOR

s

O
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B

A

SI
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

00

00

00

)( ;

Nous  traduirons les éléments cinétiques dans la même base. 

Le moment cinétique du solide au point O est donné dans le repère  par la relation :  sR

→→→−−→→

Ω=∧+Ω= 0000 )()()()( sOsO SIOVmOGSIOσ  
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Le moment dynamique se déduit par dérivation : 

)(
)()(

)( 00
0000

0 O
dt

Od

dt

Od
O s

→→
→→

→

∧Ω+== σ
σσ

δ  

 

)()()( 00

  
   

0
1

0 OSIO sO

→→
→
•→

∧Ω+Ω= σδ  

 

 

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     
 

 412

A.KADI 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

ΩΩ−ΩΩ+Ω

ΩΩ−ΩΩ+Ω

ΩΩ−ΩΩ+Ω

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

∧
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=
•

•

•

•

•

•

→

sxsysxsysz

szsxszsxsy

szsyszsysx

s

s
sz

sy

sx

s
sz

sy

sx

s

sz

sy

sx

ABC

CAB

BCA

R
RC

B

A

R
R

C

B

A

O)(0δ  

 

Soient  szsysx
δδδ ,,   les composantes du moment dynamique exprimé dans le repère lié au 

solide, nous obtenons les équations scalaires suivantes : 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=ΩΩ−+Ω

=ΩΩ−+Ω

=ΩΩ−+Ω

•

•

•

szsxsysz

syszsxsy

sxszsysx

ABC

CAB

BCA

δ

δ

δ

)(

)(

)(

 

Ce système d’équation dépend des angles d’Euler et de leurs dérivées premières et secondes, 

il est assez diffcile de le résoudre dans le cas général. Ces équations ne peuvent trouver 

solution que dans quelques cas particuliers que nous exposons ici . 

 

• Cas où le moment des forces extérieures, est nul, c’est le cas d’un solide en mouvement de 

rotation autour de son centre d’inertie. Ce cas est appelé problème d’Euler-Poinsot. 

• Cas d’un solide ayant un ellipsoïde central d’inertie, c’est à dire le point fxe est situé sur 

l’axe de révolution et le solide est soumis à la seule force de pesanteur. Ce cas est appelé 

problème de Lagrange-Poisson. 

• Cas d’un  solide  ou  l’ellipsoïde central d’inertie est de révolution :A= B  et en plus         

A =2C. le centre de masse est situé dans le plan équatorial. Ce cas est appelé problème de 

Kovalevskaia. 

 

7.1 Le point fxe O est confondu avec le centre d’inertie G du solide : 

       Cas d’Euler-Poinsot 

La seule force appliquée est le poids en G, donc le moment des forces extérieures en ce point 

est nul, alors le système d’équation s’écrit :  

→

→
→

== 0
)(

)(
00

0

dt

Gd
G

σ
δ             ⇒ CteSIG sG

=Ω=
→→

00 )()(σ
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=ΩΩ−+Ω

=ΩΩ−+Ω

=ΩΩ−+Ω

•

•

•

0)(

0)(

0)(

sxsysz

szsxsy

szsysx

s

ABC

CAB

BCA

R

 

 

CteSIG sG
=Ω=

→→

00 )()(σ       ⇔ Cte

RC

B

A

RRC

B

A

s
sz

sy

sx

s
sz

sy

sx

s

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

    

00

00

00

Le moment cinétique est constant donc son module est aussi constant, on a alors:  

CteCBA szsysx
=Ω+Ω+Ω 222222  

Le centre d’inertie du solide est un point fxe donc son énergie potentielle  reste 

constante. Comme le champ des forces est conservatif nous pouvons écrire : 

 

0pp EE =

0pcpc EEEE +=+

 

L’énergie cinétique du solide est donnée par : 

()
Cte

RRC

B

A

SIE

s
sz

sy

sx

s

szsysxG

T

c
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΩΩΩ=ΩΩ=
→→

00

00

00

,,
2

1
)(

2

1 0
1

0
1  

d’où    CteCBA szsysx
=Ω+Ω+Ω 222

Les composantes de la vitesse de rotation
( )

szsysx
ΩΩΩ ,,  en fonction du temps, sont connues 

car elles sont solutions du système d’équations précédentes. 

Pour trouver la valeur des angles d’Euler en fonction du temps, on choisit l’axe  

comme étant l’axe du moment cinétique , alors il sera parallèle à  ; on peut 

alors écrire :  or nous pouvons exprimer le vecteur  dans le repère  par les 

matrices de passage : 

→→

≡
10 zz

)(0 G

→

σ
→•→

=Ω
0

0
1 zψ

→→

=
0

0 )( zG λσ
→

0z sR

sRRRR

z
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
→

θ

ϕθ

ϕθ

θ

θ

cos

cossin

sinsin

cos

sin

0

1

0

0

1

0

0

210

0  
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sR

G
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
→

          cos

cossin

sinsin

)(0

θλ

ϕθλ

ϕθλ

σ   or nous avons aussi  

s
sz

sy

sx

RC

B

A

G
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=
→

)(0σ

 

d’où :      

(3)                                    cos

  (2)                         cossin

(1)                        sinsin

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=Ω

=Ω

=Ω

θ

ϕθλ

ϕθλ

sz

sy

sx

C

B

A

Le rapport entre l’équation (2) et (1) donne : 
sy

sx

B

A
arctg Ω

Ω
=ϕ    

L’équation (3) donne :  λ
θ szC

ar
Ω

= cos  

Nous pouvons aussi déduire la vitesse de précession à partir des composantes du vecteur 

rotation instantané du solide (S) par rapport au repère . 0R

 

7.2 Le point fxe O est sur l’axe de révolution de l’ellipsoïde d’inertie G : 

       Cas de Lagrange-Poisson 

Le solide a une symétrie de révolution ( A= B) , alors le tenseur est le même dans la base  

liée au solide et dans la base intermédiaire . De plus le centre d’inertie G du solide est situé 

sur le même axe que le point O  tel que . Les seules actions extérieures agissant sur 

le solide sont les actions de pesanteur. 

sR

2R

→→−−

=
2zLOG

Le tenseur d’inertie en O  s’écrit :  

2
00

00

00

00

00

00

)(

RC

A

A

RC

A

A

SI

s

O

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

Nous exprimerons tous les calculs dans le repère . 2R

Dans ce repère, la vitesse instantanée de rotation du solide par rapport au repère  aura pour 

expression : 

0R
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2
2

0

cos

sin

R
R

      

              

sz

sy

sx

s
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=Ω
••

•

•

→

ϕθψ

θψ

θ

 

Le moment cinétique par rapport au point fxe O est égal à : 

    

00

00

00

)()(

222

00

RC

A

A

RRC

A

A

SIO

sz

sy

sx

sz

sy

sx

sO
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω

Ω

Ω

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Ω=
→→

σ       

 

Le moment dynamique est déduit à partir de la dérivée du moment cinétique : 

)(
))((

)(
)()(

)( 00
2

00
00

2

0000
0 O

dt

SId
O

dt

Od

dt

Od
O sO

→→
→

→→
→→

→

∧Ω+
Ω

=∧Ω+== σσ
σσ

δ       

 

)()()( 00
2

  
   

00 OSIO sO

→→
→
•→

∧Ω+Ω= σδ  

 
→

Ω0
2  : est la vitesse du repère  par rapport au repère  , il est donné par : 2R 0R

→→→

Ω+Ω=Ω 0
1

1
2

0
2   ,     

→→→

Ω+Ω=Ω 0
2

2
3

0
3

on déduit :      

22

2
0
3

2
3

0
3

0
2        
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 sin

        

RR

z

sz
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sx

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
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⎥
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→
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)(

2

0

⎪
⎪

⎩

⎪
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=
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••

••

→

sz

sxszsxsy

syszsysx

C

ACAA

AACA

R

O ϕ

ϕ

δ  

 



UMBB Boumerdès,  Faculté des sciences,  Département de physique 

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3                     
 

 416

A.KADI 

 

Le moment des actions extérieures est donné par : 
→→−−→−

∧= gmOGOM ext )(
    

   

 

 

Nous avons :        ;     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
→−−

LR

OG 0

0

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−=
→

θ

θ

cos

sin

0

2
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R
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−

−∧
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∧=
→→−−→−

0

0

sin

    

cos

sin

0

      0

0

)(

222

    

θ

θ

θ
mgL

Rmg

mg

RLR

gmOGOM ext  

 

L’égalité entre le moment dynamique et le moment des actions extérieures donne les relations 

suivantes : 

 

 

                                                     0    

             0)(

sin)(

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=Ω

=Ω−ΩΩ−+Ω

=Ω+ΩΩ−+Ω

•

••

••

sz

sxszsxsy

syszsysx

C

ACAA

mgLAACA

ϕ

θϕ

 

La dernière équation montre que nous avons une intégrale première donnée par : 

   d’où :    0    =Ω
•

sz  Cte    =Ω
sz

⇔ CteK ==+
••

ϕθψ cos

 

Une deuxième équation provient du fait que nous avons un champ de force conservatif, ce qui 

se traduit par la conservation de l’énergie totale :    CteEE PC
=+    

L’énergie cinétique s’écrit :  

)(
2

1
)(

2

1    

0

      

0
   
0

      

0 SSIE
T

ssO

T

sC

→

•

→→→

Ω=ΩΩ= σ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
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⎛
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
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••••••

2222

2
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1
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2

1
CKACAEC

θψθϕθψθψθ  
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L’énergie potentielle s’écrit :  

θcosmgLEP
=  

on a alors : CtemgLCKA =+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

••

θθψθ cossin
2

1 2222  

A l’aide ces deux intégrales premières nous pouvons déduire l’expression de   et déduire 

par la suite celle de  en choisissant la direction du moment dynamique suivant l’axe . 

•

ψ

•

θ
→

0z

8. L’effet gyroscopique 

Un solide à symétrie de révolution (Toupie)  ayant une vitesse de rotation autour de son axe, 

très élevée est appelé gyroscope. Sa grande vitesse de rotation (rotation propre) permet de 

simplifer les équations et faire des approximations afn de déterminer des relations avec la 

vitesse de rotation de précession et de nutation. 

 

8.1 L’approximation gyroscopique 

On dit qu’un solide à symétrie de révolution, satisfait à l’approximation gyroscopique lorsque 

sa vitesse de rotation propre est très grande devant la vitesse de nutation et de précession. 
••

>>ψϕ   et     
••

>>θϕ

Dans ce cas la vitesse de rotation du solide est portée par un axe )(Δ défni par :   )  ,( Δ

→

eO

Tel que :  ;   où    : est la vitesse de rotation propre 
→

Δ

•→

Δ
=Ω e  ϕ

•

ϕ

8.2 Couple gyroscopique appliqué à une toupie (Règle de Foucault) 

On applique le théorème du moment cinétique au point O  à une toupie de masse m , de centre 

d’inertie G ayant un axe de révolution )(Δ et soumise à la seule force de pesanteur due à son 

propre poids. Le moment dynamique de la toupie qui est la dérivée du moment cinétique est 

égal au moment des actions extérieures. Dans ce cas la seule action extérieure est due au poids 

de la toupie, on obtient alors la relation : 

→→−−→−
→

∧== gmOGM
dt

Sd
Fext0

0
0 )(σ

 

Dans l’approximation gyroscopique, le vecteur moment cinétique  a un module 

constant et sa direction est portée par l’axe 

)(0 S
→

σ

)(Δ . 
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La dérivée  
dt

Sd )(0
0

→

σ
 correspond en fait à la vitesse de l’extrémité du vecteur moment 

cinétique dans son mouvement de rotation autour de l’axe fxe  à une vitesse angulaire de 

précession :  , qui se traduit par la relation : 

→

0z

→•→

=Ω
0zprec

ψ

              

0

          
0

0

)(
)( →

ΔΔ

→→→
→

Ω∧Ω=∧Ω= IS
dt

Sd
precprec

σ
σ

     

ΔI  : est le moment d’inertie par rapport à l’axe Δ . 

On déduit :          qui peut s’écrire aussi sous la forme  
→→−−→

ΔΔ

→

∧=Ω∧Ω gmOGIprec

              

→→→−−→→

ΔΔ
=∧+Ω∧Ω 0

              

gmOGI prec  

 

On défni ainsi le couple gyroscopique qui a pour expression :  

          

0

                       

)(
→→→→

ΔΔ

→−

Ω∧=Ω∧Ω=
precprecGyros SIM σ  

Nous avons alors à chaque instant l’égalité :  
→→−→−

=+ 0
                  

FextGyros MM

On déduit alors une relation entre la vitesse de rotation propre et la vitesse de rotation de 

précession en développant la relation :  
→→→−−→→

ΔΔ
=∧+Ω∧Ω 0

              

gmOGI prec

 
→→→

Δ

→•→

Δ

•

Δ
=−∧+∧ 00

   

0

 

zmgeazeI ψϕ  

 
→→→

Δ

→→

Δ

••

Δ
=∧−∧ 0)()( 0

   

0

 

zemgazeI ψϕ  

 
→→→

Δ

••

Δ
=∧− 0))(( 0zemgaI ψϕ         ⇒         0=−

••

Δ mgaI ψϕ ⇔   •

Δ

•

=

ϕ
ψ

I

mga
 

Le résultat ci dessus montre que si la rotation propre est assez grande, la nutation est 

négligeable et la précession pratiquement uniforme, elle s’effectue avec une vitesse angulaire 

inversement proportionnelle à la vitesse de rotation propre.  
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Lorsqu’un gyroscope est soumis à une rotation imposée, il réagit en créant un couple 

gyroscopique et adoptant une rotation qui envoie l’axe du gyroscope s’aligner sur l’axe de la 

rotation imposé. 

Plus simplement, on peut dire que l’axe du gyroscope tend, en empruntant le plus court 

chemin, à s’aligner sur l’axe du vecteur du moment extérieur du aux actions extérieures.  

 

Dans le cas de l’approximation gyroscopique, deux cas peuvent se présenter : 

 

a) Si le moment des actions extérieures est nul, l’axe du gyroscope garde une direction  

      constante :  )(      0
)(

    0 0
0

0

0 CteS
dt

Sd
M Fext

=⇒=⇒=
→→

→
→→−

σ
σ

 ; 

 

b) Si   alors :   ⇒    00

→→−

= yMM Fext

→→−−→→

ΔΔ
=+Ω∧Ω 00

              

Fextprec MI
→→→•→

ΔΔ
=+∧Ω 00

  

0

    

xMzI ψ

     : doit être porté par l’axe   pour que l’équation puisse avoir une solution. 
    →

Δ
Ω

→

0x

→→→•→•

Δ
=+∧ 00

  

00 yMzxI ψϕ             ⇔ 0=+−
••

Δ MI ψϕ
•

Δ

•

=

ψ
ϕ

I

M
 

 

Ce phénomène s’appelle effet gyroscopique. 

 

En d’autre terme pour un gyroscope ayant une rotation propre élevée, si vous  appliquer 

une action sur l’armature pour obtenir une précession, vous faites apparaître la 

nutation. Pour un gyroscope à cardan cela signife que si vous lui donner du ψ  , il vous 

donnera du θ . 
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