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Cet ouvrage est destiné aux étudiants de deuxi¢me année des classes
préparatoires aux grandes écoles et aux étudiants du tronc commun de
technologie des universités ainsi que les étudiants du semestre 3 des
sciences techniques du systeme LMD. Il contient des chapitres de cours et
des exercices résolus a la fin de chaque chapitre. Les solutions sont souvent
détaillées et permette a ’étudiant de compléter sa compréhension du cours et
faire soit méme son évaluation.

Les deux premiers chapitres traitent les outils mathématiques notamment les
torseurs utilisés pour simplifier I’écriture des équations de la mécanique.

Le chapitre trois décrit I’équilibre statique des solides et les différentes liaisons
entre les solides et les équations qui les régissent.

Le chapitre quatre est consacré a la géométrie des masses donc aux centres
d’inertie et aux tenseurs d’inertie des solides. Savoir utiliser le théoreme de
Huygens permet de résoudre un bon nombre de probléemes en mécanique des
solides et vibrations.

Les chapitres cing, six et sept traitent la cinématique du point matériel et la
cinématique du solide indéformables ainsi que les contacts entre les solides. Le
maniement des angles d’Euler et leur assimilation sont indispensables pour la
compréhension de la mécanique des solides.

Les chapitres huit et neuf décrivent la cinétique et les théorémes fondamentaux
de la dynamique et le principe de l'action et de la réaction.

Le dernier chapitre traite la dynamique des solides en mouvements de rotation
autour d’un axe et de leur équilibrage statique et dynamique.

De nombreux exercices résolus dans cet ouvrage montrent aussi la maniere dont
il faut utiliser les théoremes généraux de la mécanique et combien il est
important de faire un bon choix des repéeres pour la détermination des éléments
cinématiques et cinétiques des solides.

La mécanique est la science qui décrit les lois des mouvements et de équilibre.
Elle est a la base du dimensionnement des mécanismes, des machines, des
structures, des ouvrages et autres réalisations de ’homme.

Jespere que le lecteur ayant utilisé 'ouvrage pourra a la fin, en utilisant les
torseurs des actions mécaniques et les différentes liaisons, écrire les équations de
mouvement d’'un mécanisme quelconque et résoudre le probleme.

Je tiens a remercier, toutes celles et ceux qui voudrons me faire parvenir leurs
critiques, remarques ainsi que leurs suggestions afin d’améliorer le contenu de cet
ouvrage.

L’auteur
Email : kadikali@yahoo.fr



Préface

Quand Ali KADI m'a amicalement demandé d'écrire la préface de cet ouvrage, je
n'ai pas hésité a répondre affirmativement. L'occasion qui m'est donc offerte me
permet de m'adresser directement aux étudiants, aux enseignants et ingénieurs
concernés par cet ouvrage. Elle me permet aussi de témoigner toute ma
reconnaissance a l'auteur qui nous a offert, la, un ouvrage fort intéressant
traitant d'un domaine clé des sciences de l'ingénieur, d savoir la « cinématique et
dynamique des solides indéformables» ol chaque cours est suivi d'une série
d'exercices corrigés.

L'ouvrage est structuré en chapitres complémentaires les uns des autres,
traitant en détail de la géométrie des masses jusqu'a la dynamique des solides en
passant par les théorémes fondamentaux de la dynamique et du principe de
I'action et de la réaction. Il s'adresse aussi bien aux étudiants des deux
premieres années des universités, aux étudiants des classes préparatoires aux
grandes écoles, ainsi qu'aux enseignants et ingénieurs. Chacun en trouvera ce
dont il a besoin. L'étudiant, pour approfondir ses connaissances et aller au-dela
des concepts vus aux cours. L'enseignant, pour améliorer sa source de savoir.
L'ingénieur pour en faire une référence indispensable.

L'ouvrage proposé intégre un élément nouveau : I'approche méthodologique de
résolution de problémes. Corollaire d'une dizaines d'années de travail
universitaire effectuée par l'auteur, 'approche est construite avec le souci
constant de proposer des exercices corrigés a difficulté croissante, permettant
la maftrise graduelle des principes directeurs du cours.

Enfin, 'neureuse idée d'avoir inclut au début de I'ouvrage une sélection des
principaux outils mathématiques connexes a la compréhension de la science
mécanique, ne peut que renforcer la notoriété de cet ouvrage.

Professeur Kamel BADDARI
Doyen de la faculté des sciences
Université de Boumerdeés
Algérie
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CHAPITRE 1

LES OUTILS MATHEMATIQUES
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LES OUTILS MATHEMATIQUES

La modélisation de I’espace réel, considéré dans le cadre de la mécanique classique comme
étant a trois dimensions, homogene et isotrope suppose 1’introduction d’outils mathématiques
tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous présenterons les
rappels et I’ensemble des opérations mathématiques sur les vecteurs. Nous développerons
aussi I’étude sur les torseurs qui sont des outils mathématiques trés important en mécanique
classique, notamment en mécanique des solides. L’utilisation des torseurs en mécanique
permet de simplifier I’écriture des équations relatives aux grandeurs fondamentales de la
mécanique.

1. Opérations sur les vecteurs

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera a I’ensemble E des vecteurs V' de I’espace usuel. E est
un espace Euclidien a trois dimensions.

2. Définition

Un vecteur est un segment de droite OA sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité
A ; il est défini par :

- son origine ;

- sadirection ;

- son sens ;

- son module.

— ——

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : V. ou OA

3. Classification des vecteurs

Il existe plusieurs types de vecteurs :

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support et le
point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ;

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixé ;

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ;

- Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est égal a 1.
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4. Composantes d’un vecteur

- - —

Considérons une base de I’espace R’notée: R, = (O,e, ,e,,e;). Cette base est orthonormée

, **_{1 si 17
S1: e‘e;. -
R (U B Rl

Labase R, estdite directe si un observateur se placant a

— —

I’extrémité du vecteur e, verrale vecteur e, tourner vers le -
- e,
vecteur e, dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre.
3 e .
Dans cette base un vecteur V. de composantes ( x,y,z) €R® $écrirait :
V=xe,Tye,t ze,

Les quantités réelles x, y, z sont appelées composantes du vecteur V dans la base R’

X

—

La notation adoptée est la suivante : V= 1y
Z
R,

5. Loi de composition interne : Somme vectorielle

— —

La somme de deux vecteurs V,et V estun vecteur W tel que:

3 = 3
v ViV, €R® nousavons W v,tv, €R
Soit (a,,a,,a;) les composantes du vecteur Vdou: V, =a,e,ta,e,ta e, et

(b, ,b, ,b;) les composantes du vecteur Vdou: V, b e b, e, b, e,

Le vecteur somme est défini par la relation :

w =V1+V2 ~ (q +bl)el+(a2 +b2)€2+((l3 +b3)€3

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté : 0 = (0,0,0)

5.1 Propriétés de la somme vectorielle

— — — —

- la somme vectorielle est commutative : V, TV, =V, Vv, ;
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— — —

- la somme vectorielle est associative : (Vl ty, ) ty, =yt (V2 ty, ) :

- 1’élément neutre est défini par: VY0 =V ;
- Atout vecteur V correspond un vecteur opposé noté ~V tel que : V7 (_ V) -0

5.2 Multiplication par un scalaire

Si A

—

est un nombre réel et V un vecteur, leur produit est un vecteur.

VAE p

Le vecteur W est colinéaire au vecteur V .

Si le vecteur V a pour composantes (a, b, c)telque: V =a, e, T a, e,  a, e, ;le vecteur W

s’écrirait : W = }‘al et }‘az e,t )‘a3 e,
La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes :

a) Distribution par rapport a ’addition des scalaires : (7‘1 + )‘Z)V = )‘1 v+ }‘2 V.

b) Distribution par rapport a la somme vectorielle : }‘(Vl ty,)= 7‘V1 + KVZ ;

c) Associativité pour la multiplication par un scalaire : 7‘1 (}‘2 V)~ )‘1 }‘2 Vv

6. Combinaison linéaire des vecteurs

- - - —

Soit les n vecteurs : V,,V, .V, cccceenennnen. | 2 V, de I’espace R’et )‘1 ,)‘2 ,7‘3 yeenneens 7‘n des
nombres réels. Les vecteurs 7‘1 Vi ,7‘2 V, ,7‘3 | 2SR )‘[ Vi 7‘n V. sont aussi des
vecteurs de ’espace R‘ainsi que leur somme W défini par :

w=hy+hy+hy+ Ay =Zhy
Le vecteur W est appelé combinaison linéaire des vecteurs : V,,V,,V;,............ V.,

6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs

6.1.1. Définition

- - - — —

On dit que les n vecteurs : V,,V, .V, ccevueennneen. Vv V, de I’espace Rsont linéairement
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indépendant si et seulement si, ils vérifient la relation suivante : 2 7‘,. V. = 0 entralne que

l

A

tous les 7 sont nuls.

27‘%=>‘1‘4+7‘2V2”‘3V3+ ............. thy =9 = M=o A= A=

Si les 7\'5 ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux.

6.1.2. Propriétés sur I’indépendance des vecteurs

—

a) Unvecteur V esta lui seul un vecteur linéairement indépendant ;

b) Dans un systeme de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut étre un
vecteur nul ;

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs

forme un systéeme de vecteurs indépendants.

6.1.3. Propriétés sur la dépendance des vecteurs

Si n vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins I’un d’entre eux est une combinaison

linéaire des autres. Soit les n vecteurs : V,,V, .V, .o, V

A A A

0 e 7‘” des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation :

2V, =0

V, de1’espace R’et

Implique qu’il existe des 7‘i non nuls, de telle sorte que la relation puise s’écrire :
Ay+hy+h v+ +A v =0 qui donne par exemple :
My ==[A y +h oy + -
Vi S Vo, T VT ns
- - - -
v, = f(xzvz”gvﬁ ............. +7‘nvn)
1
On dit alors que V, dépend linéairement des vecteurs : V,,V,...cccceeunee v,
Remarque :
a) Si V,V,,Vi i V, sont linéairement indépendant, alors les vecteurs
Vo Vs e, V.,V ,V,+,.. lesontaussi quel que soit les vecteurs ,V,+,V, +,,...
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Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une

combinaison unique des autres vecteurs.

b) Soit W= 20‘[ V. et UT 2 p . V. deux vecteurs indépendants:

1

L’égalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente a n égalités entre les nombres

réels: Si w=v < o= B

l

7. Produit scalaire de deux vecteurs

On appelle produit scalaire de deux vecteurs V, et V une loi de composition externe qui

- -

associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre réel) noté : V,*V, tel que:

Vv.v, SR =v-v,ER

Vi

—

£

- -

Vv, = cos(V,.V,) ; lerésultat d’un produit scalaire est un scalaire.

Le produit scalaire est nul, si :
Les deux vecteurs sont orthogonaux ;
L’un des vecteurs est nul.

7.1 Propriétés du produit scalaire

4

(8]

a) linéarité : (\/1+V2 )'W VW

il
b) symétrie par rapport aux vecteurs V*W =WV donc: V'V >0 si V*0

Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs V et W .

7.2 Expression analytique du produit scalaire

- - -

Considérons une base b de 1’espace R'notée : b = (¢, ,e,.e;). Cette base est orthonormée si :
- { 1 osi i7
e‘e; -
. . # .
0 si 17 e
Labase b est dite directe si un observateur se placant a I’extrémité

—

du vecteur e, verrale vecteur e, tourner vers le vecteur e,

dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre.
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Soient deux vecteurs V, et V, .Leurs expressions dans cette base sont :
Viaeta,e,Ta,e,

— — —

= + +
V, "be " bye,” bse,

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par :

I

Vv, =(al el+a2 ez+a3 63)'(191 el+b2 ez+b3 63) ~ab, +azb2 +a3b3

7.3. Norme ou module d’un vecteur

On appelle norme ou module d’un vecteur V , noté :
=VVev SAv?

Nous avons en particuliers : H}‘VH - ||}‘||HVH

—

V| laracine carrée positive du produit

scalaire du vecteur par lui-méme. |[V

—

Vi

—

V.

—

V.tV

—

Vi

—

+‘/2

- = =

: appelé inégalité triangulaire.

7.4. Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :

Si viw = vew <o
Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, ils sont alors linéairement

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans R’

7.5. Base orthonormée

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a

- - —

deux et si leurs normes sont égalesa 1.Si b ~ (e, ,e, ,e;) est orthonormée nous avons alors :

- - - - - —

ee, 0 , e'e; -0 , e°e; -0
. = 2 =1 . = 2 =1 . = 2=1
e e ¢ s €3 € € s €3 €3 €

21



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

8. Produit vectoriel de deux vecteurs

— —

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et Vde I’espace  R’est un vecteur W

sin(Vl ,V, ) n

— —

perpendiculaire d V,et V ,définipar: W=V, NV, =

—

\4

—

Vs

— — —

ou n :estun vecteur unitaire perpendiculairea Vet V ,

Le produit vectoriel est nul si :
- Les deux vecteurs sont colinéaires ;

- L’un des vecteurs, est nul.

8.1. Propriétés du produit vectoriel

a) Le module du produit vectoriel est égal a ’aire du parallélogramme formé par Vet V;,

b) Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :

vitvprwEvrAwrtv,Aw
wArwvtv)y=wry, Twhy,
¢) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre réel :
At w=rw A w)
VAMWY =AVA W)
d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif)
Ay =—y A
Vitv, T vt
Si on applique cette propriété au produit vectoriel d’un méme vecteur, nous aurons :
VAVET(VAV)TO
On déduit a partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et

seulement si leur produit vectoriel est nul.

Si V,//V, alors V,"V,=0

Eneffetsi V,// V, onpeutécrire: V,~ A v, = Vvry, = }‘(Vz ANVH)=0
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8.2. Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée

- - —

Si b~ (e ,e,,e;)est orthonormée nous avons :

— — — — — — — — —

Sens direct : eNe, = e, , e,Ne, T e ., e;Me Te,

— — — — — — — — —

Sens opposé : e, e, = e, .oeale,TTe e T e

8.3. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct

— —

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, de composantes respectives dans une base

X, . X,

orthonormée direct R: Vi 1Y et V,- 1Y,

R R %
L X, X, Y\Z, 7)Y,
AV, = Y, MY, T \Z,X,”X,Z,
Z, Z, XY, YX,

8.4. Produit mixte

- - -

On appelle produit mixte de trois vecteurs V,,V,,V, pris dans cet ordre, le nombre réel défini

par : Vl'(VZAV3)

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume

du parallélépipede formé par les trois vecteurs.

&

Le produit mixte est nul, si :

- les trois vecteurs sont dans le méme plan ;

- deux des vecteurs sont colinéaires ;

\/

- 1’un des vecteurs, est nul.

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant
scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est

commutatif:

V;(VZA%)=V;(VMV2)=V2-(VBAV1)
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Remarque :
Une notation simplifiée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce

cas pour faciliter I’écriture des équations vectorielles :

v, (V2 A V3) est équivalent a (Vl v, ,V3)

nous avons alors : (V1 V, ,V3) = (V3,Vl ,Vz) = (V2 Vs, 1)

8.5. Double produit vectoriel

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs V,,V,,V, estun vecteur W exprimé

— — —

par la relation : W =V, (V2 A V3) . Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur V, et au

— —

vecteur formé par le produit : V,” V, , il est donc dans le plan formé par les vecteurs

— — — —

V, et V,. Levecteur W peuts’écrire: W = aV,t bV,

Nous pouvons présenter cette relation autrement par identification des scalaires a et b, on

obtient :

— - - — - - =

VAVAV, (Vi vV, = (W)Y,
Il faut faire attention a I’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif.

Pour retenir cette formule, il est plus simple de 1’écrire sous la forme :

- s > > s - - —

ANBMNC=B(A'C) T C(A'B)
9. Projection des vecteurs

9.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe
Soit V un vecteur quelconque, et (A) un axe de I’espace défini par son vecteur unitaire u .

La projection orthogonale du vecteur V est la composante V, de ce vecteur du cet axe.

V, =V u)u
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9.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan
Soit V un vecteur quelconque, et (") un plan de I’espace défini par la normale n .La

projection orthogonale du vecteur V est la composante Vx dans le plan.

Le vecteur V adeux composantes I’une dans le plan et I’autre perpendiculaire au plan. On a

— — - =

ainsi: Vo —V TV, TV T (V'n)n

Qui s’écrit aussi sous laforme : Ve = (n°n)V ~ (V' n)n

On retrouve la relation du double produit vectoriel

— — — —

entre les vecteurs V. et n : Va —n(V"n)

10. Division vectorielle

Si X V=W ,ondit que X est le résultat de la division vectorielle de W par V

—

i)  V ne doit pas étre un vecteur nul ;

— —

ii) W et V doivent étre orthogonaux

S’il existe une solution particuliecre X, , alors elle est la forme X, =*VAW
En remplacant cette valeur dans 1’expression ; A ; = V—[)/ on obtient :

0‘(\7’\ v;) Ny O‘;V(;'\;) —0‘\7(\7-1;/) -w
Comme ;J‘V; alors ‘_/)I;/ =0 ; on obtient :

I = 1
Nous avons aussi: X "V =X,AV = (X~ X,)"V =0 cette expression montre que le

vecteur (X~ X, ) est parallele a V , dans ce cas nous pouvons écrire que :

(X~ X,)=M avec IR ou x=x,tMv

— A —
finalement : X = VV—ZW + }‘V
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11. Regle des sinus dans un triangle
Soit un triangle quelconque ABC nous pouvons établir une relation entre les trois c6tés et les

trois angles du triangle.

Dans les triangles ABD et CBD , nous avons :

o =DB et sinﬁ=%
BC

sin

d’ot : ABsin® = BCsin P

/|B‘| n—- 0
hl B

On déduit : ?C = AB
sin®  sin

De méme pour les triangles AEC et BEC , nous avons :

sin & = EC et sin(® —6)=£ d’ott ACsin® = BCsin(® ~9) = BCsin®
AC BC
BC _ AC
On déduit : =
sin®  sin¥

On déduit finalement une relation appelée regle des sinus dans un triangle:

BC _ AB _ AC
o 0

sin sinP  sin
12. Opérateurs et vecteurs

- - —

12.1 Opérateur gradient dans un repere orthonormé R(O,i, j,k)
T T

On défini I’opérateur vectorielle noté : v e + 3 J + 3k comme étant la dérivée dans
X y Z

I’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires.

Le gradient d’un scalaire U est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois

- - —

directions respectives i, j,k par rapport aux variables : x, y, 7 .

————— E dy = - gy — o
gradU(x,y,z)=a—Ui+a—Uj+a—Uk ou gradU=YU
X y Z
Exemple :
d d d
- U _ - -
U=3xy 2z t5yz : a—_3y_2z , a—U_3x+52 , a—U‘_2x+5y
X y z

Le gradient d’un scalaire est un vecteur.
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12.2 Opérateur divergence dans un repére orthonormé R(O,i, j,k)

— — —

La divergence d’un vecteur V — V i V jtV._k estdéfinie comme étant le produit scalaire

v 0~ 9~ 0~ - S s
de I’opérateur : EN i"'a—j"'a—k par le vecteur V ;noté : divV =V.y
X y Z
- - o9—- 9 - - - . av aV av
div =(_i+_ '+_k).(vx l+V '+Vzk)= x + Yy + z
Vola e, SR I 9y 9

La divergence d’un vecteur est un scalaire.

12.3 Opérateur rotationnel dans un repere orthonormé R(O,i, j,k)

— — — —

Le rotationnel d’un vecteur V =V, _i* v, jtV. k estdéfinie comme étant le produit

T T -
vectoriel de I’opérateur : V=a—i+a— j+a—k par le vecteur V ;
X
- - = - 90—~ 0~ - - -
oV =AY L o = it Tk MV itV TV k
X y Z

Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.

i 0
I [y dy, %,
7 | a, O
- ax aV d
Sous la forme matricielle nous aurons : rot (V) = 1 EN ANV, = 3 = 3 .
) . N
g aVy - avx
i, Voo e 9,

Remarque :

— —

Si f estun champ scalaire et A et B deux vecteurs quelconques, les relations suivantes

sont vérifiées :
- dzv)Q”A fdlvA + Agradf
N 02 d2 d2
- rot(rot A) grad(dlvA) AA , avec A= 9.2 * 9.2 * 9.2
X y Z

_ _— —_—— =

- rot(f A) gradf/‘ A) t frot(A) ;

N —

- rot(gradf) =

—— -

- div(rot(A)~0 ;

— — - ——— - ———

- div(AM B) = B* rot(A) ~ A rot(B)
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans l’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2)

——

Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa direction et son sens.

Solution :

——

Le vecteur AB est donné par: AB=OBYOA=3i%t4i%5i
Son module : AB = /3> +4%*52 =[50

Sa direction est déterminée par les angles (¢, B ,6) qu’il fait avec chacun des axes du repere.

Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs unitaires du

repere orthonormé :

- - —— — L]

@ =(AB,i) : AB®i = AB.1.cos* < cost=AB 1= 3~y = a=gg9°
AB /50
B=(AB,j): AB® j= AB.l.cosP = cosP =28 J=_% =505 = B=5554°

AB 50

—

cosD =AB K =5 =q707 = 0=4409°

AB 50

——

son sens : comme le produit scalaire du vecteur AB avec les trois vecteurs unitaires est

-— = —

O=(AB,k): AB"k=AB.1.cos® =

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repere.

—

ka
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Exercice 02 :

— —

La résultante de deux forces F, et F, estégalea 50 N et fait un angle de 30° avec la

—

force F, 15N . Trouver le module de la force F, et l’angle entre les deux forces.

Solution :

R=50N ; V,=15N ; ©& =30 ,nousavons: R=F, T F, C
Dans le triangle rectangle: ACD rectangle en D, nous avons :
AC? = AD* * DC? #
AD= AB*BD=F, * F, cos® A
DC = F, sin® A L) -

On obtient alors : R> = (F, * F,cos9)? * (£, sin®)> = F2 + F2 * 2F F, cos®

R*=F!*F2*2FF,cosY 6))

-CD -
sina‘% = CD = Rsin®
Nous avons aussi : cD }$ Rsin® = F,sin% (2
sin === = ¢p= F, sin®

2

+ 0 o -
cos® = AD _ F, " F, cos = cose — Rcos F
R R F,

3

et

en remplacant 1’expression (3) dans (1), on aboutit a :

_ Rcos® ~F | _ _
RP=F’*tF’* 2F1F2(—1) =F’tF}T2F(Rcos® ™ F))

2

dot: F, =+\/R>~F} ~2F (Rcos® ~ F)

F, =+/50% 7157 ~2x15(50c0s30 ~15) = 44 44N

9 =350c0s30 715 _

0566 = 9 =355528"
50

L’expression (3) nous donne : cos
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Exercice 03 :

— — — — —

Soient les vecteurs suivants : U, = A i T A, jY Ak e¢ U,=B, i*tB, jTB

1) Calculer les produits scalaires : U,*U,, U,"U,, U,"U,,

- = — — — — — —

Ondonne:V, =2i~ j*5k , V,=73it15;775k , V,=75i%t4 %k

- -

2) Calculer V,*V, et VNV, ;

A.KADI

—

N

—

3) Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du

vecteur V, parrapporta V, ;

4) Calculer les produits suivants V,* (V, V,) et VAV, V,) ;

— —

5) Déterminer la surface du triangle formé par les vecteurs V, et V,

Solution :

— — —

1) U U,=AB, TAB,YAB, , U*U A TATA , U,U,~ B

2) V'V,=767157375= 745

o 2 -3 75775 |0
AV, T1715M 15 1715715570
5 15 373 0

2 2
+B2+B3

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont paralleles

vAV,=0 TV, IV,
De plus leur produit scalaire est négatif V,*V, = 745, alors les vecteurs
paralleles et de sens opposés
L 2 -3 -5 2 |315
4 Vo V,ANV)TITIN1 15 M4 [T171%7405 5637405722570
5 -75 1 5 (745
on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle :
e o a
Nous avons V, // V, soit W =V, "V, <+ -, calculons V,

v, 1w

— —

V, et V, sont

—

W
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- -

v,tw et v v, = viw < vew=o0

L 2 -3 |75 2 |315 |T198
VAWVLAV)TITIA 15 M4 |[T17117405 T1166,5
5 75 1 5 (745 1125

V,AWV,AN V)T T198i T 166 jT112,5k

5) La surface du triangle formé par les vecteurs V, et V, est donnée par la moitié du

module du produit vectoriel des deux vecteurs :

Nous avons: V, "V, =315i%t40,5;"45k alors:

VAV, | =43152 14052 +(T45)° = 5150 v, :
V2A V3 """ :
. Z5150 - oo v,
2 2

c’est la demi surface du parallélogramme :

Exercice 04 :

Soient les vecteurs :
U=2it6k ,Vv=8ityjtzk , P=3i 4 2k, 0= "122"y jt &
1) Déterminer y et z pour que les vecteurs U et V soient colinéaires ;

— —

2) Déterminer la valeur de'y pour que les vecteurs Pet  Q soient perpendiculaires;

Solution :
o o 2 s ~6y 0 -
1) Si U et V sont colinéaires alors:U A V=0 < 10Ny =172zt48=70 = {y=24
z

6 |z 2y

— - =

2)Si Pet Q sontperpendiculaires alors: P* Q=0

3 |72
P*Q0~0 < 1741y =0 = ~674y*t24=0 y=%
2 12
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Exercice 05 :

Trouvez le volume d’un parallélépipéde dont les cotés sont les vecteurs : U , P, Q, tel que :

— — — — — — —

U=2it6j,jP53 5k Q~it4j 2k,

Solution :
Le volume d’un parallélépipede est un scalaire positif. On doit utiliser une opération

vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : c’est le module du produit mixte des trois

vecteurs: v={U* (P Q)

oL 2 110 1 2 |726

U (P "Q)=16*|13M 4| =16y 5 =752%30=22; =
0 5 |72 0 -3

vEUS(PMNQ) =T 22/ 22

Exercice 06 :

- - —

La trajectoire d’un mobile dans un repere orthonormé directe R(O, i, j,k) est donnée par les
3

L . . - - _t _
équations paramétriques suivantes : x = 4t> |, y = 4(t E) , oz 37t

—

Montrer que le vecteur vitesse V fait un angle constant avec 1’axe oz. Quelle est la valeur de

cet angle.
Solution : \
. V., =8t
La vitesse du mobile est donnée par: V =V T 4(1~ )
V. =31t
Nous avons en effet :

V, _VZTVv!

V V

Z Z

tg6 =

o = V647 T 16017 1%) _Jear’ t16r T 3202 * 16
3117 3111

18
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4

3

o AT T st
31717 3% %) 330t

_4 - ° .
tg6 =2 = 0= 53,13 la valeur de I’angle est bien constante.

0

Exercice 07 :
La ligne d’action d’une force ' de 800 N, passe par les points Ay 0 et B (1,22
2,74 0,61

3
1,22

dans un repere orthonormé. Déterminer les composantes de cette force

Solution :
- - _AB . . . .
—— vecteur unitaire porté par la ligne d’action.

Nous avons : AB~ AB u = u
AB AB AB

— —

_T122i%122 7213k
2,74

— —

T _AB_  T122i%1227213k
AB (7122 *(1,22)° ¥ (213)°

Usp

—

T0,445i%0,445 70,777k

U p
Laforce F s’écrira:
F=Fu,, =800(70,445i%0,445j70,777k) = 7356 i 7356 j~ 6216 k

—

Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repere.

Exercice 08 :
Soit un repére orthonormé direct R(O,e,,e,,e;) dans I’espace vectoriel Euclidien R’ A trois

—

dimensions dans le corps des nombres réels. Soit un axe A(0,u) passant par le point O et de
4

-~ "
vecteur unitaire u tel que : u ~ Ju, ,etun vecteur quelconque V T3V,
Vs

—

Us
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—

T un plan orthogonal a I’axe A(0,14)

u

On note

1) Calculer les produits scalaires suivants : u*u , V'V , u*V ;

-— = - - -

2) Déterminer les composantes du vecteur W = u”V dansle repere R(O,e, ,e,,e;) ; En

déduire dans cette base la matrice représentant 1’opérateur produit vectoriel noté

;/\ = [*]u

b

— —

3) Trouver I’expression du vecteur  V, : projection orthogonale du vecteur V' sur I’axe

—

A(O,u) ; En déduire la matrice L4 p ] représentant I’opérateur projection orthogonale sur

I'axe 20,u)

4) Trouver I’expression du vecteur Vx : projection orthogonale du vecteur V' sur le plan
T . En déduire la matrice [Mn ] représentant I’opérateur projection orthogonale sur sur le
plan 7 ;

X —
5) Déterminer I’expression de la distance d d’un point P |y al’axe A(0,u) ; En déduire
R <

. . . ~ . 2 2 N
I’expression matricielle représentant la distance au carrée : d° dans le repere R.

Solution :

1) Calcul des produits scalaires :

= _2 2 2 = 2 2 2 =
w uSu Yu; Yul, VVEVIEIVIYVY D wVvEuV, TV, Yuy,

- — —
- - -

2) W=u"V danslerepere R(O,e,,e,,e,)

- - S u, Vi u,Vs —u3V,
W=uV=|u, |MV,|=| uV, “uV, | ,sousforme matricielle I’expression s’écrira :
Uz Vi wV, " u,V,

. 0 Tuy uy ||V . 0 Tuy uy |
W = | u, 0 “ullV, < W= u, 0 “ulV
Tu, u 0 N\V; Tu, u 0
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- - 0 Tu; wu
W= [*]u V avec: [*]u | u, 0  Tu,| opérateur produit vectoriel.

Tu, u 0

3) Expression du vecteur V, , projection de V sur I’axe A(0,14) dans R

u
Nous avons : V, =(V : u)u

—

V

u

=(V : u)u=(r)l(I)l tu, Vo tuV, u= wV, tu,v, tuy, (ulel+uzez+u3e3)

= )+ + + + 2 + "'(u + + 2 )
()12(/1 wu,Vy, TuusVyoem wu, Vot u,V, TupusVi e, UV T uausV, TV e,

U = I;‘l -
u, (b)l u, u;V [b] Vv
us
2
U u uu, Uls
NousavonsdonC‘[L] =[L]|;l] “lu (L) u, u, _|uu u>  u,u
. P 2 1 2 3 1“2 2 2%3
2

4) Expression du vecteur Vx , projection de V sur le plan (') orthogonal a u

—

Le vecteur V. a deux composantes, I’une perpendiculaire au plan elle est portée par 1’axe

(A et I"autre dans le plan(Y).
Nous avons alors : V =V, ¥V, = (V : u)u t Vi
Ve TVT (V ‘u ) u - (u . u)V“ (V : u)u , on retrouve la forme du double produit

— —

vectoriel d’out: Vi = u” (V’\ u) . Le produit vectoriel est anticommutatif, alors :

;A ; = _;A;= _[*]u ; , ce qui donne : ;n = [*]L]{_ *y \;}

mais nous savons que : [*]u r= _[* u] on a finalement :

TR N PR TS A R
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avec U,[]El*u !

Développons cette expression :

—_ — 2 2 —_ —_
u, U, 0 U, u, us Yu; uu, Uy
[, -y - =l B
% %
UP u *u U, 0 u, u, 0 u, wu, U, Tu;s UyUs
- - - - 2 2
u, u 0 u, u, 0 U Uy uus  u T

2 2 2 = 2 2 =14—=_2 2 2 =q4—=_2 2 2 =4—=_2
sachant que : wu; Yu; Yui =lalors: u) Tul =1 7w ,u' Yul 17w, ,u’ Tul =17 u;

La matrice L4 P] s’écrira :

- 2 — - 2 — —
u 17wy, uu, Uy 1 00 u, uu, Uy
= |- -2 — = - | = 2 —
" wu, 17 u, UyUs 010 uu, u, UyUs
— — - 2 - - 2
Uy uuy; 17 u; 0 0 1 Uy U,y us,

] -0,

Or NOUS avons [MP]L]I;;L wy !l = [*u]Eu} - L]_[M]L}
finalement : [*M]Lu} + [u][t} = []]

5) Expression de la distance d du point P a I’axe A(O,u)

d = |HP|

Calculons le produit vectoriel : OP™ u

——

X
Le vecteur OP a pour composantes : OP = r= 1y
Z

—— — - — —

OPMu =(0H+HP)’\ u=HPMu

—

HPM u

——

HP

—

u

——

HP

= si 90 = =d

n

nous avons alors :

d’> = (OP’\ u) : (OPA u) nous allons utiliser la régle du produit mixte afin de développer

cette expression.
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d> = (OP" u)'(OPA u) (OP" u,OP, u) (u,OPA u,OP)
= (u,OP,uA OP) (OPA (u OP)) qui s’écrit sous forme :
d*=u'V avec V= (OPA (u OP))

D’apres ce que 1’on a vu précédemment, nous pouvons écrire :

. 0 “z vy
[*r]= z 0 ~x
-y

R o | E e G| St A U

Or NOus avons [-] *p T [* r}
[ Q0 [ B[] e €1

2 4 2 - -

xy Xz
[1]0 =l Txy Xt Ty
_ - 24 .2
Xz yz X Yy

en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme :

f( >+ 2)dm _fxydm _fxzdm
[J-IO = _fxydm f(x2 + 2%)dm _jyzdm
_T xzdm _f yzdm f (x2S+ y2)dm

qui est une matrice tres particulieére que 1’on retrouvera dans les chapitres sur la cinétique et
la dynamique des solides.

Elle est appelée matrice d’inertie du solide.
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Exercice : 09

-  — — — —

Résoudre I’équation vectorielle : a® x =b ol aet b sontdeux vecteurs non nuls.

Solution :

L’équation n’admet de solution que si aet b sont orthogonaux. Soit (") un plan
contenant les vecteurs aet x ,alors le vecteurs b est perpendiculaire a ce plan (V).

On cherche d’abord une solution particuliere avec un vecteur x, telque: a ¢ x, soient

deux vecteurs perpendiculaires entre eux : a 1 X, ~a*x, -0

— — —

Alorsonaaussi: a ™ x, = b Multiplions vectoriellement 2 gauche cette équation par le

—

vecteur a ,onobtient: a A(a Axo)=a Np < a(a’xo)_xo(a°a)=a Nb

I

- . = A = =
xo(a a) a™b X, 5
a
N =
..o Ja" x,Tb . e ( .

nous avons ainsi: -~ = — en faisant la différence entre ces deux équations, nous

N =

ax~b

|

obtenons la solution générale x : a » x"a » x,=0 < a A( x~ xo) =0

Comme le produit vectoriel est nul alors alors a / ( x~ xo) dou: x7x," A

—

B - Sy .
On a finalement : x‘xo"')‘a = x—_2+7\a
a

— —

Représentation géométrique :
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Exercice : 10

On dispose de deux forces I’'une de 9 N I’autre de 7 N . Comment doit-on les disposer pour
obtenir une résultante de : I6 N; 11,40 ; 3N

Exercice 11 :

Calculer la surface du triangle ABC, ou les sommets ont pour coordonnées dans un repere
orthonormé : A("1,73,72) , B(2,2,72),C@3, 2,4

Exercice 12 :

Déterminer la résultante des trois forces concourantes au point A(2,2,3) :
F=i~7jt25k ; F,=2i" jt5k ; F,=73i% j*4k

Fi™F,

— —

Fi\F,

—

Calculer : F1tF,

b b

En déduire le module, la direction et le vecteur unitaire porté par la résultante

Que peut-on dire de F; et F; .

Exercice 13 :

Soit le systeme d’équations vectorielles dans un repere orthonormé direct R(O, i, j,k),

— —

déterminer les deux vecteurs X ¢ Y telsque:

Xty =y, (1) Vi=7it4 12k
> - - avec - - L, N
XN Y=V, () V,=8i"15jt 2k

—

On multiplie vectoriellement a gauche 1’équation (1) par le vecteur X puis on applique la

regle de division vectorielle qu’on vient de voir dans 1’exercice (09).

XA (X + Y) =Xy, = X"Y =XV, ,onremplace cette expression dans I’équation (2)

— — —

N

dot: X"V, =V, ondéduit d apres ce que I’on a vue dans I’exercice (9) que :

—

_v, My, -
2 21 +}\,V1

X
1

- () o (38 o

X= 5|71 A g +7‘(7i+4j+2k) "5 72 +7‘(7i+4j+2k)
2 ) 2 137
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X =(CBen )i (22 (B2 )i
69 69

—

On déduit Y facilement par :

Y=V,"X =(7i+4i+2i)—(—38+7k)i—(—2+4k)j—(13—7+27\)k
69 69 69

o=[38 4 —k)-+(2+ —7\)%-+(_137+ —7»)_)
29 1 4(1 2(1
d (69 SRS L P ) P e

Exercice 14 :

- - —

Dans un repere orthonormé R(O, i, j,k) on donne trois points A, B, C de 1’espace ayant pour

coordonnées : A(1,3,4), B(T14,72), C(0,1,1).Soit (%) un plan défini par ces trois points et
la normale n a celui-ci.

— - -

Déterminer les composantes du vecteur V =3i% j~4k dans le plan () et suivant la

normale a ce plan.

Solution :

Le vecteur V s’écrirait: V=V, T Vx

on V,1@® et wWE®M
Le vecteur unitaire n est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs AB, AC BC
Alors: nAB=0 , nnACT0 , nnBC~™O0

- — — — — ——

Nousavons: AB=2it j"6k , ACT~i~2j 3k , BCTi~ 33" k

2 ~1 ~15 L
Soit W=ABMAC=| 1 |M~2|T| 0 [T715i%5k
~6 —3 5

—— - —— -

Le vecteur W est perpendiculaire au deux vecteurs ABet AC donc aussi au vecteur BC

alors il est perpendiculaire au plan (') formé par ces trois vecteurs. On déduit le vecteur
unitaire normal au plan (V) par : ; =W M
w Yo
6
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On peut vérifier facilement :

- ——

—_ .+
p=|15i%5k

V106

’(_21 _6k) 3073070

_| 1515k ( N
ntAC=| —=—2% |-~
V106

- - —

_2j_3k)=15_15=0

“15it5k

V106

- -

n*BC =

'(i_3j+3k)=_15+15=0

La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’écrirait :

o i e | - -

Vn_(V'n)n_((43+j_ k)—( 151+5k)) _—
V106 V10

‘;f‘ 65 T __ 65 |T15it5k |- 1

(975 i~ 325 k

n
V106 V106 V106 106

La composante dans le plan () se déduit par :

Ve TVTV, =(3i+j-4k)-i(97 i~32 k)=i(-65 i"‘j‘99k)
10 \5 5 10 7

Exercice 15 :

Déterminer 1’expression générale des vecteurs W orthogonaux aux vecteurs :

— — — — — — — —

V,=7it2j*3k et V, = i*t3j75k. Endéduire les vecteurs unitaires porté par W .

Exercice 16 :

- - -

Soient trois vecteurs libres U, V, W ; montrer qu’il vérifient la relation suivante :

—

U"(V"W)"‘W"(U" V)"'V"(W" U)=O

Solution :

On utilise la formule de développement du double produit vectoriel.

U"(V"W)=V(U° W)‘W(U' v)

A.KADI
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wn(n)o(wev)v(wn o)

on(weo ) (v 0)-o (v w)

La somme des trois termes donne :

o(o0w)-w (o0 v ) o (wev)v (we o)ow (v 0 )0 v w)-
oo w)-v (e o)l v)ow (v a)eo (e v)-o (v w)-o
Comme le produit scalaire est commutatif alors :

(5-v) (we 6 )+ (w=w) (v 0+ (6-0)( v+ w) s

Exercice 17 :

— —

Soient deux forces F, et F, faisant chacune respectivement un angle de 25° et 35° avec

—

la résultante R qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules des deux forces.

Solution :

Utilisons la regle des sinus :
BC = AB = AC

si 25 si 35 si @

d =180° F25°*+33") =120

ornousavons: ABTF, , BCTF, e¢ ACTR

Doi: F, = Rﬁc 9N e F*< Rﬁs=26N
d4 12 5 d 12 5
n 0 n 0

Exercice 18 :

—

Soit P=2tit5 j=7k , Q=4 it10e® j" 2tk

1) Vérifier les relations suivantes : j (P Q) ddP ot P'dd—Q
t t

d dPA + AdQ
dt( Q) dt © dt
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—

2) Calculer les produits suivants : P*

- -

PNQ

- =

et PMNPMNQ

Soit un vecteur U =% i *¢* j~ k ; quelle est la valeur de & pour que le vecteur U soit

—

perpendiculaire a P.

3) Déterminer le volume du parallélépipede formé par les vecteurs U ,B QO

—

4) Déterminer la composante deQ sur I’axe A passant par les points A(0,0,1) et B(1,2,1)

Exercice 19 :

- = =

Soit f un scalaireet A, B, C trois vecteurs quelconques, vérifier les relations suivantes :

div)(f;A = fdiv AT A* gradf

—_———

D

2) r;t)(fz = g_i:c;c—l)f’\ Z*‘ f rotz
3) ANBAC = B(A*C)~C(A"B) :
4) ;:;t)f_(;t:l = (g_'r_”;z;l(div Z)-AZ
5) r;t(g_r_c;:lf) = 6 ;

6) div( r;t 1_4)) = 6

7) div)QZA E = E r_o_t;l - Zr;t;
Solution :

—

0 ad 4]
1) div(f A) =a—x(fo)+@(fAy)+a—Z(fAz)

0 d 0
FERLRLA LN
e 8y d, 0y y ay 0,
=fdivA t A gradf
0 9
J fAr afAz - fA) f aAz + A ai—f Ay A a_f
EN ' 0 ad d 2 9 d y 9
3 o5 o 8 AT :
Cr = A N I I L W
2) rot(fA) |5 JA, ) ) f5 AT 3 : 79
g’ 0 Z X 9 Z aZ ax aZ
- fA)’ — fo f Y +A i—f Ax _A i
d, SA, 0y ay 0y v a, ay x ay
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f(a—“_ o) TAG T A
y Z y Z
9 d d d - =
_ A, _%A
= f(a—x_az +Axai_Azai _gradeA"'frotA
aZ X Z <
A _aA af_ af
flas "o )" A " AG;
x oy x y
— — — Ax Bx Cx Ax ByCz _Bzcy
3) ANBMNCT| A |M B, M C, T A, || B.C, T B,C.
A, B.) \C. A.) \B.C, B,C,
8,@ “B,C, T A, (B C,”B.C ;
= @,C ~B,C,
A .C, BC ,C. B.C,
AB.C,~ABC, “ABC,"ABC *ABC, ABC,
| A.B.C,"AB.C. "AB.C,"ABC,"ABC,~ ABC,
AB.C,~ABC, ABC+ABC+ABC TAB.C,
B, ( L TAC, TAC, _CX(AXBX"'A),B}, "'AZBZ)
S|B, A, TAC, TAC, TC, AB,TAB, +AZBZ)
B, , TAC,YAC, ~C,AB,TAB T AB,
= B(A" C) C(A*B)
| |9, @ I\ 9 9y ) 9 \9, 0,
- _ ax aA _aA _ 0 aA _aA’ _a aA _aA
SR G A A e i ol R i e O P
3/ aZ ax Z y Z X X y
A, %A, 0 (94 _ 9 \_ 0 (da _0a,
a9 J d e R R B ol
Z X y d aZ ax ay 6y az
d d 9
i Ax+Ay+Az—az+62+azA
ax ax ay aZ 8x2 ay2 azz x
d (04 94 0y 92 92 92 -
= x + Yy + z | — + + A
. A grad(dsz) A
ay Gx ay az 0,2 ayz azz ¥
d d d
i Ax+A.\’+Az—az+az+62A
i\ 9, 9 RN
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) (o) (L)) (-
EN 9, ay 9,) 9, ay ayaz ayaz 0
—————— - | 1ar|_| 9 (a0 %) d2p G2y R
5) rot(grad f)= |+ =Tl l= "3\ - 1070
) rot(grad f) N AR B EZ R
d 9 af 9 af) d2 _ d2 0
9, 9 a_x @ @ @ axay axay

D’une autre maniére :

—_——

!

a aAZ_GAy
% a2 o
T T _vilva Tl A A
6) div(rotA)_V' VA Al= - g
Z X
i a ,V—an
az ax ay
d (04 94 ) ) (aA> aA) J (GA N
=_ z — Yy | +_ X — z |+ Y - X
ax Gy 8Z ay 8Z Gx GZ ax ay

D’une autre manieére :

div( rot A) ~ VelVA Al soit [VAA|=B  les vecteurs ¥ et A sont perpendiculaires au

vecteur résultat B. Nous avons alors : div( rot A) = V.

- —

Comme Y1 B = V.p=90 d’ou : div( rot A) =0

9
o | % (AB.-as,
7)&%MB%=7 AB, T AB,
3| \AB 4B,

aZ

=aa_x(,)sz _Asz +%(AZBX—AXBZ +aiZ(AxBy_AyBx)
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ad d
=B(aAz— Ay]+B (an—aAZ)+B(AY—an)
x ay J, s\ 9, 0y o\ 0y ay
_ (9. _%,\_ (9. _9\_ (%8B, _9B
Ala, ) Me, e, ) Al 9
y Z Z X X y

— — e —

divA™ B = B*rotA ~ ArotB

Exercice 20 :

— — — — - - —

Soit un vecteur r = xi™* yj tzk exprimé dans un repere orthonormé R(O, i, j,k).

1) Calculer grad (}) et grad (l) ;
r

—_———

2) Si U(r) estun champ scalaire a symétrie sphérique, montrer que grad (U(r)) est un

vecteur radial ;

—

— —

3) Calculer div(r) eten déduire que pour un champ électrique Coulombien : E ~ k L ona
r

— —

divE=0 ;

4) Montrer que A(l) =0 avec r~*0:
r

5) Calculer rot( r )

Solution :
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A S A N AL N A
w )l (s
& r ax r 8)1 r / aZ r

000+ 7
=_x) Q+Z2 Zi_yx2+y2+zz 2J.—sz+yz+z2 2k

—_ xityjtzk .
()z+ 14 2, r’
y o
2wy =0 LUO L U e L e O fue O
a, y a, a, o' 9, 8] T8 q,

=
N
>
—
N |-
N~——
Il
&
<
—
oq
g
Q
Q
—
| —
N~————
N~————
Il
S
<
Sl
Il
|
o]
[O9)
+
~
o
S
2
QU
—
o
N~——————

. J _ 1 =8 _ 1 ar= r2x=3x
nousavons: 7|~ | g7\ I3 o

|
Q)| ®»
— ~

;
A d(_1)_3

de méme pour yet z: 53—~ — <
y\ r r z

alors, nous obtenons :

A(l)=—L3+r.(3_xi+3_yi+3_Z-)=—L.3+ 3 . =—%+%=0

. l —r°r
r I"3 7'5 I”S I"S r2 1"5 r r
ey | & ol [ -
5) rot(r)= N A y|= a—x_a—z =(0|TO0
3 EN
Oy % \0
az Z ax ay

Car x, y ,z: sontdes variables indépendantes
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LES TORSEURS

Les torseurs sont des outils mathématiques tres utilisés en mécanique. L’utilisation des
torseurs dans 1’étude des systemes mécaniques complexes est tres commode car elle facilite
I’écriture des équations vectorielles. Une équation vectorielle représente trois équations
scalaires et une équation torsorielle est équivalente a deux équations vectorielles donc a six
équations scalaires. Nous verrons dans les prochains chapitres quatre types de torseurs

différents : le torseur cinématique, le torseur cinétique, le torseur dynamique et le torseur des

actions.

1. Moment d’un vecteur par rapport a un point

— —

Le moment M, d’un vecteur V d’origine B ( glissant ou lié) par rapport a un point A est

égal au produit vectoriel du vecteur

- —

position AB par le vecteur V . —

e e M, (V)
I sécrit: M,V = ABMV -
Vv
Le triedre formé respectivement par les
vecteurs (AB ,V , M,) estdirect. (A)
Remarque :

Le moment au point A est indépendant

—

de la position du vecteur V' sur I’axe

(A) . En effet nous avons :

—— — —

M)V = ACMNV =(ABTBC)MV

Ornousavons: BC // V. = BC) V=0

—— - — —

MV = ACMNV =(ABTBC)"V = ABNV
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-— = —— —

Le moment M ,(V) est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs ABet V.

La distance AB est souvent appelée bras de levier.

2. Moment d’un vecteur par rapport a un axe

Le moment Ma(V)d un vecteur V par rapport a un axe (A) défini par un point A et un

— - —

vecteur unitaire u , est égal a la projection du moment M ,(V) sur I’axe (A) .
MY = (MA(V)'u) u

A

Le moment par rapport a I’axe = est

indépendant du point A.

3. Les torseurs
3.1. Définition

Un torseur que nous noterons [T] est défini comme étant un ensemble de deux champs de

vecteurs définis dans I’espace géométrique et ayant les propriétés suivantes :

a) Le premier champ de vecteurs fait correspondre a tout point A de 1’espace un vecteur R
indépendant du point A et appelé résultante du torseur [T ;
b) Le second champ de vecteur fait correspondre a tout point A de I’espace un vecteur M ,

qui dépend du point A. Le vecteur M , est appelé moment au point A du torseur [T]

3.2. Notation

— ——

La résultante R etle moment résultant M, aupoint A, constituent les éléments de

réduction du torseur au point A.

Soit R la résultante des n vecteurs glissants D VLV Ve Vv
respectivement aux points : B,,B,,B;,..ccccccc...... B, . Nous pouvons définir a partir de ce

systeéme de vecteurs deux grandeurs :

- Larésultante des n vecteurs: R~ EV,. ;
i1

—

- Le moment résultant en un point A de I’espace est donné par : M , = E AB NV,
i1
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Les deux grandeurs constituent le torseur développé au point A associé au systeme de
) . . , [; - R
vecteurs donnés. On adopte la notation suivante : A -
M,

Remarque : Un torseur n’est pas égal a un couple de vecteur, mais il est représenté au point
A par ses éléments de réduction.
4. Propriétés des vecteurs moments

4.1. Formule de transport des moments
R=2v,

Connaissant le Torseur [ﬂ A ) — —_ -
M, = E AB,\V,
i1

en un point A de I’espace nous pouvons

déterminer les éléments de réduction de ce méme torseur en un autre point C de 1’espace.
Le moment au point C s’exprime en fonction du moment au point A , de la résultante R et

-

du vecteur CA. Nous avons en effet :

M, =ECB,.’\Vi =E(CA+AB,.)"V,. =ECA’\V,. +2ABi"‘/,. =CA"EV,. +2AB,.AV,,
i71 i1 i71 i71 i71 i71
M.=CAR *M,
M.=M, * CAMR
Cette relation tres importante en mécanique permet de déterminer le moment en un point C en

connaissant le moment au point A.

4.2. Equiprojectivité des vecteurs moments

—— —

Les vecteurs moments M, aupoint A et M,

au point C ont la méme projection sur la droite AC :
On dit que le champ des vecteurs moments,

est équiprojectif.

~ |

- —

M.=M, * CAMR
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La projection du vecteur moment sur I’axe CA revient a faire le produit scalaire avec le
vecteur CA a un facteur multiplicatif prés. Nous avons par la formule de transport :
M.=M, ¥ CAMR

Multiplions cette relation scalairement par le vecteur CA .

— — —— - — — —

CA'M.=CA" M, ¥ CAMR|=cA'M, t CA (CAMR)

— — —— - —

or CAM R est un vecteur perpendiculaire 4 CA alors : CA* (CA® R)=0

on obtient finalement :

CA*M.=CA*M, ou M. CA=M,"CA

Le produit scalaire est commutatif.

Cette expression exprime que les projections des vecteurs moments M. et M, sur la droite

CA sont égales.

5. Opérations vectorielles sur les torseurs
5.1. Egalité de deux torseurs
Deux torseurs sont égaux (équivalents), si et seulement si, il existe un point de I’espace en

lequel les éléments de réduction sont respectivement €gaux entre eux. Soient deux torseurs

[A et [Tz]tel que : [Tl:l,!:]= T,

vectorielles : [T-Il b [ﬂz PR e TR
i Myp

» €gaux au point P, cette égalité se traduit par deux égalités

<

5.2. Somme de deux torseurs

La somme de deux torseurs [ﬂl et |:T2:| est un torseur [T:| dont les éléments de réduction

R et M, sontrespectivement la somme des éléments de réduction des deux torseurs.

— — —

e P S Tl

MP =M1P+M2P
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5.3. Multiplication d’un torseur par un scalaire

Si [ﬂ,,:}‘[ﬂlp < [ﬂp= I_e_>=)¥R‘__> avec MEIR
M, ="M,

54. Torseur nul

Le torseur nul, noté [0] est I’élément neutre pour 1’addition de deux torseurs. Ses éléments

de réduction sont nuls en tout point de I’espace.

- =

lJ=1r"0_

M,=0 YpER

6. Invariants du torseur
6.1 Définition

On appelle invariant d’un torseur [I-l » toute grandeur indépendante du point de I’espace ou

elle est calculée.

6.2 Invariant vectorielle d’un torseur

—

La résultante R est un vecteur libre, indépendant du centre de réduction du torseur, elle

constitue 1’invariant vectorielle du torseur [T]P

6.3 Invariant scalaire d’un torseur ou automoment
L’invariant scalaire d’un torseur donné, est par définition le produit scalaire des éléments de

réductions en un point quelconque de ce torseur.
Le produit scalaire R* M , estindépendant du point A. Nous avons vu précédemment la

— — - -

formule de transport: M. =M, * CA™R ;en faisant le produit scalaire de cette relation

—

par la résultante R, on obtient :

MC'R=(MA + CA’\R)-R ~ M. R=M,'R* (CA"R)'R
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on voit bien que le produit scalaire, des deux éléments de réduction d’un torseur, est

indépendant du point ou est mesuré le moment.

7. Axe central d’un torseur
7.1. Définition
Soit un torseur donné de résultante non nulle. L’axe central ( A) est défini par I’ensemble des

points P de I’espace tel que le moment du torseur en ce point, soit parallele a la résultante.

—

VpEA = 4, =0 R avec “EIR

L’axe central d’un torseur est parallele a la droite support de la résultante du torseur :
Démonstration :

Soient P et P’ deux points de I’axe central, nous pouvons écrire :

—— —

M,=% R et M, =%"'R carles deux moments sont paralléles 3 R

et nous avons aussi par la formule de transport :

M,=M, * PP"R
o R=O(.|R+PPvAR = (a—al)R=PP'AR

Par définition le vecteur résultat de PP'™ R est perpendiculaire & PP' et R ou nul.
La seule possibilité ici est, qu’il soit nul, alors dans ce cas : @ =&' et PPAR=0

PPAR=0 < PP'// R :doul’axe central est parallele a la résultante du torseur.

Nous allons montrer aussi que [’axe central est le lieu des points ou le module du moment

-

M || du torseur est minimum.

Soit P un point appartenant a I’axe central et soit A un point quelconque de I’espace

n’appartenant pas a I’axe central. Nous pouvons écrire par la formule de transport :
M,=M, ¥ AP"R
on déduit alors :

2

-

M,

-

M,

—

APMR

——

2 —— —-\2 —— —
+ (APAR) tom,: ornous avons : M, =% R
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2

-

M,

——

M,

—

2 _— —-\2 — ——
+ (AP’\ R) 20 R APM R

2

2

-

M ,

——

M,

——

2 - — 2
"'(AP"R) > M,

Quel que soit P appartenant a l’axe central le moment en ce point est minimum.

7.2. Symétrie du champ des moments d’un torseur

- - —

Soit un repere orthonormé direct R(O, x,y, z) dont I’axe vertical est confondu avec 1’axe

central dé)o?s{@rzdéﬁni au point O par : [T-l o {Rj Rz
M,=M,z

On défini un autre repere local orthonormé direct en un point A quelconque de 1’espace tel
que I’axe Oz reste confondu : R(A,u,v,z) tel que uv=z)
L’axe (#nepntre 1’axe (O, z) enun point C.

Onpose OC =hz et CASLu dout OA=OCTCA=hz'Lu
Par la formule de transport nous pouvons écrire :

M,=M, T RNOA=M,zt Rz "(hztLu)

M, M,z Y RLv
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D’apres cette relation, on constate que les vecteurs moments autour de 1’axe central sont

situés dans le plan (v,z).
- Si L=Cte alors: M,"z=M,z ztRLz7u=M, ;

——

- Le module du moment M , est constantsi L=Cte: M, ~ \/ (M 0)2 +(RL)’

On remarque que les vecteurs moments situés a une méme distance L de 1’axe central (A) sont
tangents au cylindre de révolution de méme axe (A) .

On constate aussi que lorsque le point A ou est mesuré le moment se déplace le long de 1’axe

(C,u) ,le moment en ce point fait des rotations. Nous avons alors
- pour L0 M, estparallelea z

- pour L~ %® M, estorthogonal al’axe z

On constate donc une torsion du moment lorsque le point A s’éloigne de I’axe central du

torseur, c’est de la que vient 1’origine du mot torseur.

7.3. Equation vectorielle de I’axe central

Soit O I’origine des coordonnées dans un repere orthonormé et (A) I’axe central d’un

torseur[T]. Nousavons: YPEDY = M, =M R M, /I R=M," R=0

Et M,=M, ¥ POR = R"M,~R"M, * R"PO R =0

En utilisant la propriété du double produit vectoriel, on aboutit a :

T

R"M, * PO(R’)"R (R*PO)=0

— — —

— —— -

- R "M, +(R-OP);e

OP(R>)=R"M, "R (R*PO) = OP<

— — — -
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Le premier terme de cette équation est indépendant du point P, on peut le noter comme étant

— ——

-— A
- M .
un vecteur OP, = ——=—% et le second terme dépend du point P car c’est un vecteur
R2
- R*OP) _ o -
parallele 2 R . On pose ¥ =M @ou: oP=0p, + MR

RZ
L’axe central du torseur El passe par le point P, défini a partir de O par I’équation :

o -R"M s o .. _R
OP, = ——=—% et parallele 2 R donc au vecteur unitaire : # ~ —

R’ I

7.4. Pas du torseur

——

Nous savons que pour tout point P de I’axe central nous avons : M, ~ AR

—

Le produit scalaire de cette expression par I’invariable vectorielle R donne :
M, R=MR-R don: A =M R
R

-

—— —

Comme le produit M ,* R est ’invariant scalaire du torseur, la valeur

A

est indépendante

du point P. A est appelée ¢’ Pas du torseur” elle n’est définie que si: R * 0

8. Torseurs particuliers

8.1. Glisseur

8.1.1. Définition

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est

nul. Cette définition peut se traduire par [T] est un glisseur < I[ﬂ =£/[ P :R 0 VP’
avec R*0

On sait que I’invariant scalaire est indépendant du point P ou il est calculé. Comme la
résultante n’est pas nulle alors on peut dire que : un torseur est un glisseur, si et seulement si,

il existe au moins un point en lequel le moment du torseur est nul.
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8.1.2. Moment en un point d’un glisseur

Soit |:T] un glisseur donné. Il existe au moins un point ou le moment du glisseur est nul.

Soit A ce point, nous pouvons écrire : M,~0,
Par la formule de transport le moment en un point P quelconque s’écrit :
M,=M, *RN AP
M, =R AP
Cette relation exprime le vecteur moment en un point P quelconque d’un glisseur dont le

moment est nul au point A.

8.1.3. Axe d’un glisseur

—— —

Soit [T] un glisseur donné et A un point quelconque tel que : M, =0,

Cherchons I’ensemble des points P pour lesquels le moment du torseur est nul :
Si M,=0 < R™ AP=0 ;cette relation montre que le vecteur AP est colinéaire 2 la

—

résultante R .

L’ensemble des points P est déterminé par la droite passant par le point A et de vecteur

—

unitaire parallele a la résultante R .

Cette droite est appelée axe des moments nul du glisseur ou axe du glisseur. Elle représente
I’axe central du glisseur.

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est

nul.

8.2. Torseur couple
8.2.1. Définition

Un torseur non nul est un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle.

— —

Cette définition se traduire par : [1] est un torseur couple < R™0 -

3 p telque: M, *0
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8.2.2. Propriétés du vecteur moment

Le moment d’un torseur couple est indépendant des points de 1’espace ou il est mesuré.

Nous avons : 'V, =V, tel que:
R=V*TV,=0 = v,=7V,
Le moment en un point A quelconque de I’espace est donné par :
M, = APV, T AQMNV, = APV, T AQMV,

M, = APMV,” AQMV, = oPMV,

On voit bien que le moment au point A est indépendant

du A. on va montrer qu’il est aussi indépendant des points P et Q.

En effet nous avons: M, = QPNV, = (QHT HP) "V, = HP"V,

—

H est la projection orthogonale du point P sur la droite support du vecteur V, .

En réalité le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux

droites supports des deux vecteurs, il est indépendant du lieu ot il est mesuré.

8.2.3. Décomposition d’un torseur couple

—

Soit [TC:| un torseur couple défini par : [ﬂc =10 . Ce torseur couple peut étre décomposé
M

en deux glisseurs [Tl:| et [Tz:| tel que : [TC ]= |:Tl ]"' [Tz:| ou les deux glisseurs sont définis

: ~JR*R,TO
comme suit : [T-lc 1= 2 T
M=M,,*M,, ou Pestun pointquelconque

Les invariants des deux glisseurs sont nuls: I, = M ,* R,

Il existe une infinité de solution équivalente a un torseur couple.
Le probléme est résolu de la maniére suivante :

a) on choisis un glisseur [Tl:| en se donnant :

- larésultante du glisseur : R, ;
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- laxe (Al) du glisseur, défini par un point A tel que : (Al) ~(P,R)

b) Le glisseur [ilz est défini alors par :

- sarésultante R, = "R, ;
- son axe (Az) est déterminé facilement car il est parallele a (A]) ; il suffit alors de

connaitre un point P, de cet axe. Le point P, est déterminé par la relation suivante :

_——— -

RM"NPP,=M

Cette relation détermine la position du point P, de fagon unique.

9. Torseur quelconque
9.1. Définition

Un torseur est quelconque, si et seulement si, son invariant scalaire n’est pas nul.

[T:| est un torseur quelconque < R°M, * 0

9.2. Décomposition d’un torseur quelconque

Un torseur [T-l quelconque peut €étre décomposé d’une infinité de facon en la somme d’un
torseur glisseur |:Tl ]et d’un torseur couple [T2 ]

Nous procédons de la maniere suivante :

a) Choix du point P

On choisit un point P ot les éléments de réduction du torseur |:T:| sont connus :[ﬂ - R

M,
Le choix du point P dépendra du probléme a résoudre, on choisit le point le plus simple a
déterminer. Une fois que le choix est fait, la décomposition du torseur quelconque est unique.

b) Construction du glisseur [I-ll

— —

- larésultante égale a la résultante du torseur quelconque : R, = R , avec son axe qui passe

par le point P déja choisi ;

- Le moment est nul surcetaxe: M,, ~ 0
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Le glisseur [;J] aura pour éléments de réduction : [T], B

¢) Construction du torseur couple [Tz:|
- larésultante estnulle: R, =0 ,

—— ——

- Le moment du torseur couple est égal au moment du torseur quelconque: M,, = M,

. (14 c . =) R, 7O
Le glisseur [T-ll aura pour €léments de réduction : [ﬂz = 4
M,, =M,

On obtient ainsi [1][= T ]HTZ
En chaque point choisi initialement nous pouvons faire cette construction. Tous les glisseurs
obtenus auront la méme résultante. Ils différent par leurs axes mais gardent la méme direction

car ils sont tous paralleles a I’axe portant la résultante du torseur quelconque.

10. Tableau récapitulatif sur les torseurs

Eléments de réduction au point A Construction minimum __| Type de torseur
#Z
Ij (_)_) - Un vecteur li€ unique Torseur glisseur
R*M,=0
; _ 8 Deux vecteurs liés formant
N un couple Torseur couple
=
M,”0
IZ . ]\_/[—) - 8 Un vecteur lié + 2 vecteurs | Torseur quelconque
A liés formant un couple
Ii 0 - Vecteurs nuls Torseur nul
M,~0
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice : 01

- - —

Dans un repere orthonormé R(O, i, j,k),deux points A et B ont pour coordonnées :

A(2,2,-3) et B(5,3,2); Déterminer :
1) Le moment du vecteur glissant AB par rapport au centre O du repere ;

——

2) Le moment du vecteur glissant AB par rapport a la droite (A) passant par le point O et le
point C(2,2,1)

Solution :

——

1) Le moment du vecteur AB par rapport au point O est donné par :

2 3 13 L
M,=O0ANAB=| 2 [M1|T|T19|T13i719 4k ;
—3) \5 4

2) Moment du vecteur AB par rapport au point a la droite (A) définie par le point O et le

—

vecteur unitaire u tel que :

- -
—

- A - -
S=0C_2i%2 k=1(2ﬁaj+k)

OC 4atg*t1 3

W | =

2
i e | - - 16-
MA_(MO'u)u_ ~19 g 2 u = (26_38_4)u__?6u ;
1
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Exercice : 02

Soient les trois vecteurs V, = ~ it jY¥k ; vV, = jt 2k , V, = i~ j définis dans un repere
orthonormé R((iés,rgspectivement au points A0,1,2), B(1,0,2), C1,2,0)

1) Construire le torseur [11 o associé au systeme de vecteurs V,,V,.V; ;

2) En déduire I’automoment ;
3) Calculer le pas du torseur ;

4) Déterminer 1’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement.

Solution :

1) Les éléments de réduction du torseur [T]O sont :

Larésultante : R=V,tv,*v, = j* 3k

——

Le moment au point O : M, =OAV,* OBV, 0C "V,

{0} (71} (1) (o} (1 1 1) (T2 2 ~1
My =LA T Ro| M| F 2| T[T 21T 21T 2 (T2
2 1 2) \2) \2 0 1 1 -3/ \71

2) L’automoment: A= R*M, =(j+3k)°(_ i_2j_k)=_2_3=_5

R*M,_ =5 __5

3) Pasdutorseur: p =
R* Y+ Vo

4) Equation vectorielle de I’axe central :

Si I’axe (A) est un axe central alors : v PE (A) = M, = )‘R

— -

—_ _ RA M —
Son équation vectorielle est donnée par : OP ~ —20 *AR avec MEIR

A.KADI
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. 0 ~1 0 5 0 - - -
o= [r =2+ M1|=L|-3[+M, =li+(—3+7\)j+(i+37\)k
10 _ 10 2 10 10
3 1 3 1 3
- ) 1 3 1
Si OP= 1y alors: x~=— ; y=_—+7‘ et z=—+3h
2 10 10
R, **
=1 3121 9 _
D’ou : z‘—+3( +—)-—+3 T—=3y*1
10 Y 10/ 10 Y 10 Y
L’axe central est une droite dans un plan parallele au plan (yOz) situé a x = % et

d’équation: z=3y*1

Exercice : 03

— — — - - =

Soit le torseur [Tl ]0 défini par les trois vecteurs V, = 2i%t3 77k ; V,=3i” jTk ,

V, =7 i~ 2 j*t8k définis dans un repere orthonormé R(O, i, j,k) respectivement au points
A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0.1) ; et le torseur &, = ou R,T2i7 jT3k et
M20

- — —

M, =73it2j"7k.
1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [Tl ]O , conclusion;
2) Déterminer le pas et ’axe central du torseur [T2 b

3) Calculer la somme et le produit des deux torseurs ;
4) Calculer I’automoment du torseur somme .

Solution :

_]RTVIVY,

1) Eléments de réduction du torseur: [T-Il o

—

M,, =0ANV,ToBMV,t oCc’V,

R =Vtv,tv, =0
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. 1 2 0 3 0 1 0 1 2 1y .
M, =0 M 3 | F AT o|M 2T 7|t o0 [HT1|T|6|Tite6;)
0 7 0 1 1 8 3 ~3 0 0
[l - =0
1o - - -
My, ~i%6j
2) Pas et axe central du torseur [T2 ]0
- 2it jt3k ‘(_3""2 '_7k)
=R2'M2=( b boeJ _—3*2721__11
Pas du torseur : P, > e —
R, 47179 14 7
R, M
Axe central du torseur : OP_ 2 2z +}‘R
2
£+2)\,
. 2 -3 2 13 2 14
Op—i 117 2 +7\.1 =i 5 +7\.1 = i+7\.
14 3 1 3 14 7 3 14
l+3)\
2

3) Somme et produit des deux torseurs

a) Somme des deux torseurs :

R R R _21+ +3k

BOH, +q - .

M,= Mlo M,, = 21"'8] 7k

b) Produit des deux torseurs :

— —
- -

=JR R, =p . nr 4mung =lnit 42z |*[=a-
[A[;‘Tzo L2 TRM,tR M, (21+]+3k) (
MlO M20

4) Automoment du torseur somme :

F=R"'M, =(2i+j+3k )'(_2i+8j_7k)=_17

3i+2j_7k)=_25
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Exercice : 04

On considere les points A0, 1, 1), B(0,1,-1),C(1,1,1) et D(0, 2,-1) dans un repere

orthonormé R(O, i, j,k) . Déterminer :

1) Les éléments de réduction du torseur associé aux vecteurs AC et BD ;

2) L’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement.

Exercice : 05

- - —

Soit A un point de ’espace dans un repere orthonormé R(O,i, j,k),avec
—_217_47_127 - T e .
OA - _? i 5 Jj- 3 k etunvecteur V,=73i% jT3k dont1’axe passe par le point A .

— ——

Soit [Tz:!) un torseur défini au point O par ses éléments de réduction R, et M,, tel que:

— — — —

[T~| _ R2=(OL—4)Z-+OLJ'+3OLk

M,y = (2% *9) j* (~30 —g)k

20

—

1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [Tl ]0 dont la résultante est le vecteur V, ;

2) Pour quelle valeur de ¢ les deux torseurs SOE- jgaux
3) En déduire le pas et 1’axe central du torseu pour cette valeur de ¢

4) Calculer le produit des deux torseurs pour ¢ 2
Solution : [ ]
1) Eléments de réduction du torseur 7|
. + - 7219 -3 0
[7]10= ‘_Q SITITIk L pon M =o0aMv =] mas9 A1 =] 1
M, = 0AMY, —12/9) \3) \-11/3
[7] ) v, =730t T3k

1o

M, =11j-(11/3)k

2) Les deux torseurs sont égaux si leurs éléments de réductions sont égaux.

- -

c_ b obag = O— gt + o

[A[]=T2 - Y}_R_) - 3l 1{ 3k ( 4)l 3 k
0 0 - - —

M, =M, 1= ?k‘(2‘“9)1 (T3 )k
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=1

Cette égalité est vérifiée pour :

4) Pas et axe central du torseur [Z;L , pour =1,

_) R, =73it jt3k

Le torseur s’écrit : EL 0
M, ~11j-(11/3)k

— -

-R,"M,, _ T - o
Pas du torseur : P, _z—ﬁ)_i(_?)i"'j+3k)'(1lj_ﬂk)_0
R 19 3

2

— ——

A.KADI

_ R AM —
20 +}‘R2

Axe central du torseur : C’est I’ensemble des point P tel que : OP = —2 >
2

-110 _

= (3 0 -3 57
op=L1 1 |rA 1 [*M 1 |=| -Len

Bls) - 3 )
—£+37\,

19

si (x,y,z) sont les coordonnées du point P alors : nous aurons les trois équations scalaires:

x=—@—37\ ’ y=—£+k ’ Z=—ﬁ+3}\
57 19 19
. L ) 4, + =-2385
le point P décrit la courbe : 2x 73y ™ z =
5) Produit des deux torseurs pour & =2
=2it2jt6k
Pour @ =2 le torseur [T2]0 s’écrit : BZ o = T 207
M, =137 —k
3
=1V — L
[ﬂl[! TZ o 'ﬁl '3 1 M20+ 2 M10 7
MIO M20
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Exercice : 06

Soient deux torseurs [ﬂl 4 €t [Tz ]A définis au méme point A par leurs éléments de réduction

dans un repere orthonormé R(O,i, j,k):

— —

ot [7]“= R,=3i72j" 2k

M, =4i~ j~7k M2A=4i+j+7k

[7] _JR =73it2 2k

1 A

1) Déterminer I’axe central et le pas du torseur [Tl A

2) Déterminer I’automoment du torseur [Tl |, montrer qu’il est indépendant du point A ;

3) Construire le torseur [ﬂ A a[ﬂl s +b[T2 ]A avec a et bSIR ;

4) Quelle relation doivent vérifier a et b pour que le torseur [T]A soit un torseur couple ;

5) Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure ;

6) Déterminer le systéme le plus simple de vecteurs glissants associés au torseur somme :

LIEE

Solution :

1) Axe central et Pas du torseur [Tl ]A

R M
Axe central : 11 est défini par I’ensemble des points P tel que : OP =R Mg R,
1
-2
B -3\ (4 -3 12} (-3 | 17
OP=L 2 A +A 2 =L ~13 +A 2 | = —E+27\.
17 _ 17 _ 17
2 7) 2 5 2) |5,
17
_R'M,, _ DU O i
Pasdutorseur[Tl]A ;. P=— ZIA-i(—3i+2j+2k)-(4i ]_7/() -28
R 17 17

2) Automoment du torseur [TI]A : R*M, =(_3i+2j+2k)'(4i_j_7k)=_28
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L’automoment est indépendant du point A. En effet, d’apres la formule de transport nous

pouvons écrire: M, =M, Y AB "R, = R M,~ R *M,*R"

—

ABMR,

— —— — —

R*M, = R*M, , on voit bien qu’il est indépendant du point A.

yld =dd +ld o B -{RTarRTER
M, aM, tbM,,

[7] _JR=3(a"b)it2a"b)jt2a"b)k
Pk . J, e
M,,“4a*b)i~(a"b)j T(a bk

4) Condition pour que [ﬂ 4 Soit un torseur couple :
il faut que la résultante soitnulle: R=0 = a=bh
Le moment dans ce cas seraégala: M,, ~4(aTb)i =8ai

— —

5) Le moment d’un torseur couple ou les résultantes R, , R, ont le méme module mais de

sens opposées et appliquées aux points quelconque A et B s’écrit :

M, =OAMR TOB"R, = OA"R,*OB"("R))
= BAMR, =(BH+HA)’\R1

=HAMR, =~ AHMR, = AHMR, <

Le moment d’un couple est indépendant de la distance entre les points A et B , il dépend
uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des résultantes. Cette distance

est appelée bras de levier.

72



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

6) Systeme simple de vecteurs glissants associés au torseur somme : [Tl ]/!:1 T, ,

Le torseur somme [T-l 4 est donné par : [7] A R™0
M, ~8i

La résultante peut étre décomposées en deux vecteurs quelconque de méme module et de sens

opposé dont I’un des vecteurs est placé au point A, on obtient alors :

-
— —

M, = AANVYABN "V = ABN TV =5

systeme de deux vecteurs glissants : (A, V)

— -

et (B, _V) ,telque: V*M, =0

Exercice : 07

Soient deux torseurs [ﬂl o et [TZ ]0 définis au méme point O dans un repere orthonormé

—- - —

40O, i, j, k)
[ﬂ ) R =2sin®*it2cos™ j [ﬂ — ) R,=2sin% i~ 2cos? j
1 o - - — et %0 = - -
M,, =acos® i~ asin® j M,, = "acos® i~ asin® j

1) Déterminer les pas des deux torseurs ;

2) Quelle est la nature des deux torseurs ;

3) Déterminer I’axe central du torseur [Tz 0

4) Déterminer I’invariant scalaire du torseur |:T3 ]0 défini par : [T3 ]0 Tk, [Tl ]0[+ k, T, ]0 ou
ket k, SIR :

5) En déduire I’équation scalaire de la surface engendrée par I’axe central quand k, et k,
varient ;

6) Calculer le produit des deux torseurs |:Tl ]0 et [Tz]

0 >

73



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

Exercice : 08

On considere deux points A(0, 1,0), B(0,-1,0) et deux vecteurs AM =~ “m& gt p k

- - —

AP=m% i * Bk dans un repere orthonormé R(O, i, j,k) .

1) Déterminer les équations de 1’axe central du torseur défini par les vecteurs AM gt AP

(0

2) Déduire I’équation de la surface balayée par cette axe lorsque “* et B varient en gardant

m constant.

Exercice : 09

Soit [T] un torseur et A un point quelconque de 1’espace.
Déterminer 1I’ensemble des points P tels que le moment M , du torseur [T:| au point P soit

-

parallele au moment M , du torseur [T:| au point A .

Exercice : 10

— —

On applique a un solide de forme quelconque deux forces tel que : F;, = 7 F, = 200N u

aux points A et B du solide.
1) Quelle est la nature du torseur lié aux deux forces ;

2) Montrer que le moment de ce torseur est indépendant des point A et B.
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CHAPITRE III

STATIQUE DES SOLIDES
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STATIQUE

La statique est la partie de la mécanique qui étudie I’équilibre des systemes matériels soumis

a un ensemble de forces. Ces systemes peuvent se réduire a un point matériel, un ensemble de

points matériels, un solide ou a un ensemble de solides. Dans ce chapitre nous analyserons les

actions mécaniques exercées sur ces systémes a travers I’étude de 1’équilibre de celui-ci.

Un systeme matériel est en équilibre statique par rapport a un repere donné, si au cours du

temps, chaque point de 1’ensemble garde une position fixe par rapport au repere.

1. Les systemes de forces dans I’espace

Les systemes de forces sont classés en trois catégories :

Concourants : les lignes d’action de toutes les forces du systeme passent par un méme

point. C’est ce que 1’on appelle forces concourantes en un point.

- Paralleles : les lignes d’actions des forces sont toutes paralleles, on dit aussi elles
s’interceptent a I’infini

- Non concourantes et non paralleles : les forces ne sont pas toutes concourantes et pas
toutes paralleles.

1.1. Composantes d’une force

— - - —

Soit une force ~ F' appliquée a I’origine O d’un repére orthonormé R(O,i,j, k). Les

composantes de cette force sont définies par :

b
A

!
AL

= 1]

F=F,*F, = Fsin9 * Fcos® = Fsin® cos® * Fsin® sin® * F cos?

F=Fsin®cos® i+ FsinOsin® j* FcosO k

_ . . ) = 2 2 2
F=F i*F, j*F.k nous avons aussi: F*=F *tF°*F,
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1.2. Cosinus directeurs

—

Les projections de la force £ sur les trois axes ox, 0y, 0z

donnent respectivement les angles :

6 06 0

«»"y » . nous aurons alors :

F.= Fcosﬂx , F, = FcosY ,F. = Fcosez

v

- - — — — — —

Si i, j,k sontles vecteurs unitaires du repere nous aurons : F = F, it F ) JYF k

— — — —

F =F(cos9x i+cosey j+cosez k) =FM avec M =cosex i+cosey j+cosez k

Le vecteur a lA'méme direction que la force et pour module 1. F

20 +.,.20 + 0 =4

2
cos” Y, Tcos™Y TcosTY,

2. Force définie par son module et deux points sur sa ligne d’action

Soient deux points A(x,,y,,z,) et B(x,,y;,z;)appartenant a la droite (A) support de la

- ——

force F' . Le vecteur AB s’écrita: AB= )¢, ~x, it (v "y )it (z; "z)k

—

AB=d_ i*d, j*d_k - B

AB= Ja v+ d? = d A

—

Soit u le vecteur unitaire le long de la ligne d’action de la force. Il est donné par :

~ 4B _d_i*d j*td k | . -~ -
u=—= : ‘l(d)C i*td, j*d_k)Comme la force est donnée par
AB [d2+d2+d2 d
x y z

— —

I
F—Fu—g(dxl"’dy]"’dzk),

_.d " _.d
Composantes suivant les trois axes du repere : F, = F 7)‘ ,F,°F 7 , F.°F dz .
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3. Equilibre d’un point matériel
On appelle, point matériel, une particule suffisamment petite pour pouvoir négliger ses

dimensions et repérer sa position par ses coordonnées.

<

_)/O
X

Un point matériel est en équilibre statique lorsque la somme de toutes les forces extérieures
auxquelles il est soumis, est nulle.

Ces forces peuvent étre coplanaire ou dans 1’espace.

— — —

FYFYFFYFE tEE0 < R=EF,»=0

Une particule soumise a deux forces est en équilibre statique si les deux forces ont le méme

module, la méme direction mais de sens opposé tel que leur résultante, soit nulle.

—

F1+F2=O FI_F2=0:Fl=Fz F F

2
< ® >

b

4. Liaisons des solides
4.1. Liaisons sans frottements
Dans le cas d’une liaison sans frottement entre un solide et un plan, la réaction est toujours

normale au plan au point de contact quelques soit le nombre de forces extérieures appliquées

(/,Z,-:/'/'/;' ]_\} réaction C_ A\N -
‘ w 1 -
f?j — - —
Nt p = Nt EE =0

NtP=0
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Dans le cas d’un contact ponctuel sans frottement, la condition d’équilibre est réalisée, si la
somme de toutes les forces extérieures appliquées en ce point est égale a la réaction normale

en ce méme point. N* E F.=0

1

4.2. Liaisons entre solides avec frottements
On pose une piece de bois en forme de parallélépipede sur un plan horizontal. Cette piece de

bois est en équilibre statique. La réaction du plan horizontal est égale et opposée au poids de

la piece. 1° r
4% T //5/
: A" .
)
,,,,,,,,,,,,,,,, ‘P %*:ﬁ
¢ P
Figure : b.1 Figure : b.2

—

Appliquons graduellement en un point de cette piece une force horizontale F (figure : b.1)

La piece ne bougera pas tant que cette force est inférieure a une certaine valeur limite, il

— — —

existe alors une contre force 7T qui équilibre et s’oppose a cette force F'. T est appelée
force de frottement statique.

Elle résulte d’un grand nombre de parametres liés aux états de surfaces, a la nature des
matériaux et aux forces de contact entre la piece et la surface considérée.

Cette force de frottement statique obéit a la variation représentée sur la figure suivante.

Si Yy est le coefficient de frottement statique ( dépend uniquement de la nature des surfaces
de contact) nous pouvons écrire :

—~ 4 T, : force maximum
T de frottement statique

Ty : force de frottement

Partie fatique dynamique

—

> F

Pour que I’équilibre statique soit réalisable il faut que : |T | pY, |N |

AT’équilibre limite on aura : |T|= M, |N|
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Dans le cas d’une surface avec frottements (figure ci-dessous), la condition d’équilibre

s’écrira:  NTTH E F, =0 (lasomme des actions et des réactions, est nulle)
i

La force de frottement T est dirigée dans le

sens contraire du mouvement et ’angle ¢ est appelé angle de frottement statique.

Si F' f |T m| le solide se met en mouvement de glissement sur la surface.

- - T
T=k|N| avec k < u, et tgop= u =

[V

k

Ce coefficient k indépendant du temps est appelé coefficient de frottement dynamique, il est
aussi indépendant de la vitesse.
Ce tableau reprend quelques coefficients de frottement statiques et dynamiques des surfaces

de matériaux en contact :

Coefficient de frottement Coefficient de frottement
statique M 0 dynamique k
Acier / Acier Mouillé 0.1 0.05
04
A sec 0.6
Bois / Bois Mouillé 0.5 03
Métal / glace 0.03 0.01
Téflon / Acier 0.04 0.04
Cuivre / Acier A Sec 0.5 04
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5. Systeme de forces

5.1 Moment d’une force par rapport a un point

— —

Le moment M (F), par rapport a un point O, d’une force F appliquée au point A est égale

— ——

au produit vectoriel : M (F), = 04N F . Le triedre formé par les vecteurs
M(F),, OA, F b
(M(F),, O ) est direct. M(F),

—

A
Remal‘que

Le moment d’une force, glissant le long d’un axe
( ), par rapport a un point O est indépendant du point A ou elle s’applique.

M, -OAAF-(OH+ HA)’\F avec OH L (&

- —
—— — — —_—— — —_—

M ((F
o ~OHMNF* HAMN F comme HA // F (Do (A)
Alors HAMNF = O d’ol M —OH’\F ;,
@)
A

/ )

5.2 Moment d’une force par rapport a un axe
Soit O un point sur I’axe (A) et u vecteur unitaire porté par cet axe.

—— -

On détermine le moment par rapport au point O, noté : M (F)/, , sa projection sur

I’axe (A)estdonnéepar: M(F)/a =(M(F)/O°u) u
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5.3 Théoreme de VARIGNON

Le moment d’un systéme de forces concourantes en un point A par rapport a un point O est
égal au moment de la résultante des forces par rapport au point O.

Dans les deux cas de figure nous montrerons que le moment résultant est égal au moment de

la résultante des forces du systeme.

figure :a figure :b

Figurea: Nousavons R~ E F,(A) etle moment au point O est donné par :

1

}\;(E)/O=EJI/Z(1%)=(5ZAE+5:1AI;2+ ........................ +52/\1;n

M(R), o = (OAN (F* Fy* . +F)

}\;(;2)/0 = 5:1’\ E; = 5:4/\;3

Figure b : Nous avons ;3 = E;,(M )

O, = 0% Ak, OV, =04 ... O, = 0% A,

2 M,(F) o = OMNEF O F¥ e +OM,"F,

E_A;i(F,.),O =(5;1+ zﬂ\;l)";ﬁ@} ,4{1_\;2)/\;; ....................... +(5:1+ A_J_\;,,)"I;,,
Or /E\; Al ;’l =====> /E\; A ;1 = 8 ;  on obtient finalement :
EA;i(;i)/0=5:1A(;;+I%+ ....................... +1;,1)=52A;2=2\71(;3),0
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5.4. Moment d’un couple de forces

Un couple de force est défini par deux forces de méme module, de sens opposée et portées par
deux droites paralleles telque : £, =~ F, ; F, = F,

DM, ()0 ™ M ()0 " Mo (F) o

—_—— —_——

=04 NF+OA,NF, = (~0A+04,) N F,

EMi(E)/O =A1A2AF2

=

0

La somme des forces, est nulle mais le moment n’est pas nul. Un couple de force produit
uniquement un mouvement de rotation. Le moment d’un couple est indépendant du point ou
on le mesure, il dépend uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des
deux forces.

Un couple ne peut jamais €tre remplacé par une force unique ;

Un systeme force couple tel que MLF peut toujours se réduire en une résultante
unique. On choisit la résultante des forces au point O ou s’applique le moment de telle
sorte que son propre moment soit nul et le moment en ce point serait égal a la somme des

moments de toutes les forces du systéme.

M
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6. Statique du solide
Tous les solides que nous étudierons dans ce chapitre sont considérés indéformables : la
distance entre deux points du méme solide reste constante quels que soit les systemes de

forces extérieures appliqués.

On considere un solide (S) quelconque soumis a des forces : (F,,F, F .......... ,I,) appliquées

6.1. Equilibre du solide
Pour que le solide soit en équilibre statique il faut et il suffit que :
- La résultante de toutes les forces extérieures appliquées au solide, soit nulle ;

- Le moment résultant de toutes ces forces en un point O, soit nul.

. F
F}(—
F,
|,
3
Yo

© 2-SF.-0

—_——— —

COoM, T 2M(R>/o =0

Un solide (S), soumis a des actions mécaniques extérieures est en équilibre statique si et
seulement si le torseur représentant I’ensemble de ces actions est un torseur nul.

Ces deux équations vectorielles se traduisent par les six équations scalaires suivantes :

L R.=0 L M_=0
R=0 = R, 70 et M,=0 = M,~0
R.=0 M_.=0

Le systeme est completement déterminé si le nombre d’inconnues est égal au nombre

d’équations indépendantes.
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6.2.Equilibre d’un solide dans un plan

Dans le cas d’un solide soumis a des forces coplanaires, le systeme précédent se réduit a trois

équations scalaires.
Soit (xoy) , le plan contenant les forces appliquées au solide, nous avons alors :

z=0 et F.50 < M, =M =0 et M.=M,

Les équations d’équilibre se réduisent a :

Rx=2Ex=0 ; RVV=EF‘iy=O ; M/O=2Miz=0
. F:’x s i —
z= Ey H OAz - i F;1 \
Y
0 0
- o A4
F o] .
s s — xi ix O
= = = 2
M, =O04NF =y, " F, 0 _)\‘
O O xiﬂv _yiEx =Miz

M/O =2Mi/0 =0

6.3. Réactions aux appuis et aux liaisons a deux dimensions
6.3.1. Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement lisse

Les contacts entre les solides sont ponctuels.

Soit (S) un solide reposant sur une surface (P), on dit que le point 4 du solide est un point

d’appui s’il reste continuellement en contact de la surface (P). Si le plan (P) est parfaitement

—

lisse alors la force de liaison (la réaction R ) au point de contact est normale a ce plan.
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6.3.2. Articulation d’un solide

Un point 4 d’un solide est une articulation lorsqu’il reste en permanence en un point fixe de
I’espace.

a) Liaison verrou (Articulation cylindrique)

Les solides sont en contact entre eux suivant une surface cylindrique. Le solide  (S,) a deux

degrés de liberté par rapport au solide (S,) : Une translation suivant I’axe A4z, et une rotation
autour du méme axe.

| (S2)

s }L
/

R,=R,*R, avec R, =0 Laréaction suivant ’axe de ’articulation (Az) est nulle.

b) Liaison rotule (Articulation sphérique)

Liaison sphérique : 3 degrés de liberté (rotations)

—

La réaction au point 4 de Darticulation sphérique a trois composantes : R, =R, * R, * R

¢) Encastrement d’un solide

On dit qu’un solide est encastré lorsqu’il ne peut plus changer de position quels que soit les
forces extérieures appliquées. Cette liaison est représentée par deux grandeurs :

R : larésultante des forces extérieures appliquées au solide et actives au point 4

——

M, , : le moment résultant des forces extérieures appliquées au solide par rapport au point 4

86



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

W
Az

=
I
|

d) Combinaisons de liaisons

Avec ces différents types de liaisons  (Appui simple, articulation cylindrique, articulation
sphérique et encastrement) mnous pouvons réaliser des comobinaisons qui permettent de
réaliser montages mécaniques statiquement déterminés.

Exemples:

i

(1) Appui simple deux fois

i
(2) Appui simple et une articulation \%\

(4) Encastrement et appui simple

n
Z

i
.

(3) Encastrement seul

Ces combinaisons sont dites isostatiques (S%l inées) si le nombre d’inconnues
est inférieures au nombre d’équations indépendantes qu’on peut établir. Certaines

combinaisons ne sont pas autorisées et ne peuvent trouver la solution par la statique seule.
Exemples : 2 appuis articulés, une articulation et un encastrement, encastrement deux fois.

Certaines combinaisons sont hyperstatiques, elles ne peuvent trouver solution par

la statique.
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Exemple : appui simple trois fois
Nous représentons dans le tableau ci dessous les différents types d’appuis et de liaisons et les

composantes des réactions associées a celles-ci.

Type de liaisons Composantes de la réaction

—

Appui simple rouleau ou . . .
23 P R : laréaction est normale au point d’appui.

Surface lisse sans frottement :

- -

Appui simple avec frottements
bp P R, ,R, :deux composantes dans le plan de contact

— —

Articulation cylindrique d’axe Oz I _ .
y q R, ,R, avec R, =0 ; Lacomposante suivant I’axe

de I’articulation est nulle

!

Articulation sphérique - .
pheriq R, R, : trois composantes

Encastrement o o :
R.,R R, et M, , trois composantes plus le

moment au point d’encastrement.
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EXERCICES SOLUTIONS

Exercice 01 :

Déterminer les tensions des cables dans les figures suivantes :

400N

figure: 1
Solution :

Figure 1:
N

Au point C nous avons :
T.*T. TP=0

A B
La projection sur les axes donne :
~T. cosd40 *T. c0s20 =0

A B

T. sin40 T T, sin20 “P =0

A B

dou: T, =354N . T, T285N

A B
Figure 2 :
Au point C nous avons : uy
- o W
T YT, ¥ P=0 ~RGos
T,
c
La projection sur les axes donne : 4
T, sin70°+TC cos10 =0 ]
A o B o B
T. cos70 ~T, sinl0 ~P~0 A T. ™
A B

.........

dou: T, T3390N ; T, ~3234N

A B
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Exercice 02 :
Une barre homogene pesant 80 N est liée par une articulation cylindrique en son extrémité A
a un mur. Elle est retenue sous un angle de 60° avec la verticale par un cable inextensible de

masse négligeable a I’autre extrémité B. Le cable fait un angle de 30° avec la barre.

Déterminer la tension d%//

A

/m faction au point A. , %
- ]

’

_

Solution :

Le systeme est en équilibre statique dans le plan (xoy), nous avons alors :

EF,.=O < RTTP=O 1)

EMNA=0 < AB TT*ADMP=0 )

~ [Lcos30 " J(L/2)cos 30° -] 0 [~ Tcos60”
ABY o ; AD o 3 Py_ ;' T o
Lsin 30 (L/2)sin30 P T sin 60
L’équation (1) projetée sur les axes donne : R, ~ T cos 60" =0 3)

X

R, *Tsin60 "P=0  (4)

) ) o Lcos30o A _Tcos60° + (L/2)c0s30O Al 0 )=(0
L’équation (2) s’écrira : ) ° ] o ) o _
Lsin 30 T sin 60 (L/2)sin 30 P 0

LT c0s30 ssin60 * LT cos60 sin30 ~ %cos 30° =0 (5)
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(5) = T =cos30 =3464N

N |~

3) = R, ~Tcos60 =1732N

@ = R, =P Tsin60 =30N
d’ott R, =R, TR}, =34.64N et I’angle que fait la réaction avec I’axe ox est donné par :

0 = R

Sa=05 = 0=¢0’
RA

COs

Exercice 03 :

On maintient une poutre en équilibre statique a I’aide d’une charge P suspendue a un céable
inextensible de masse négligeable, passant par une poulie comme indiqué sur la figure. La
poutre a une longueur de 8m et une masse de 50 Kg et fait un angle de 45° avec I’horizontale
et 30° avec le cable.

Déterminer la tension dans le cable ainsi que la grandeur de la réaction en A ainsi que sa
direction par rapport a I’horizontale.

2 ot
| 2

459 /// 7 A5°

_
i

Solution :
Toutes les forces agissant sur la poutre sont dans le plan (xoy) . Le systeme est en équilibre

statique d’ou
EF,.=O < RITTP=O 1)

— — —

EMi/A=0 < ABMTYAG"P=0 (2
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- {4\/_ - {2\/_ *{ 0 ;{_Tcoswo | "{RM

Nous avons 7= P , et AB AG P o
4\/_ 2\/_ - “Tsinl5 4 R,,

L’équation (1) projetée sur les axes donne: R, ~ Tcos15o =0 3)

X

R, ~Tsinl5 "P=0 (@)

42 ~Tcosl5 22 0)_(0
L’équation (2) s’écrira : A ( o) +( ) A ( ) = ( )
¥ @ (4\/5) -7sin15 ) \2v2) \-pr) \o
~47V25in15 *4TV2 cos15 ~2PV2 =0 (5)
2P2

5 ~ — T =35355N
42(cos15 ~sinl5 )

T=

(3) ™ R, T34150N et 4 T R, ~591,50N

X

d’ott R, =+JR:, TR}, 683N etl’angle que fait la réaction avec 1’axe ox est donné par :

cosD = Bar =577 = 0=5476

A

Exercice 04 :

Labarre AB=L est liée en A par une articulation cylindrique et a son extrémité B, elle repose
sur un appui rouleau. Une force de 200 N agit en son milieu sous un angle de 45° dans le plan
vertical. La barre a un poids de 50 N.

Déterminer les réactions aux extrémités A et B. -

7 % / ~ * %//
s e //////////////

Toutes les forces agissant sur la poutre sont situées dans le plan (xoy) . Le systeme est en

‘“‘R\

équilibre statique, nous avons alors :
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EFfo < R,TR,TFtP=0 1)
EMi/A =0 < AB"R,*AGM"FtAG"P=0 (2)

La projection de I’équation (1) sur les axes donne :

R, _Fcos450=0 A3)

X

R, *R, Fsin45 ~P=0 @)

En développant I’équation (2) on aboutit a :

MMMz
P

1 -0 S)

LR, —chos45°—§P=o < R,

N |~

5) = R,T9571 N
3 ~ R, T14142 N

X

@ = R, =9571N; dou R, R *R. =170,76N

X

Exercice 05 :

Une échelle de longueur 20 m pesant 400 N est appuyée contre un mur parfaitement lisse en
un point situé a 16 m du sol. Son centre de gravité est situé a 1/3 de sa longueur a partir du
bas. Un homme pesant 700 N grimpe jusqu’au milieu de I’échelle et s’arréte. On suppose que
le sol est rugueux et que le systéme reste en équilibre statique.

Déterminer les réactions aux points de contact de I’échelle avec le mur et le sol.
7
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Solution :

. oq=0B_16 _ = = °
AB=L =20m ,OB=16 m, Q =700 N, P =400 N, sin B % 08 53,13

L’échelle est en équilibre statique. La résultante des forces est nulle. Le moment résultant par

rapport au point A est aussi nul.

EF,.=O = R,*R,TQ*P=0 1)

XM, =0 = ABMR,*AGMQ*ACMP=0 @

Nous avons aussi :

/_l—l;’(_ L?OSOL) ; A‘é(_ (L/2)?osa) ; f_l_C);(_ (L/3)?osa) ; I;(RB ) ; é(_O ) ; ;(_0 )
Lsin (L/2)sin® (L/3)sin®* 0 0 P

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne les équations scalaires :

"R, YR, 70 3)

Ry ~0"P=0 @

En développant I’équation (2), on aboutit a :

(—Lcosa)A(RB)+(-(L/2)COSG)A( 0 )+(-(L/3)cosa)A( 0 )=(0)
Lsin® 0 (L/2)sin® o) (L/3)sin®* ~P 0

L L —
_RBLsinO""QEcosa"'chosa =0 5)

o P
5 = R =% (Q+—) d’od R, =3625N
©) P sin®\2 3 on e

3 ~ R, “R, =3625N

@ ~ R, T“1100N ; ondéduit: R, ~115834N
Exercice 06 :
On applique trois forces sur une poutre de masse négligeable et encastrée au point A.

Déterminer la réaction a 1’encastrement. G

l SOON 14001\/ 200N

1,5m 2,5m 2m
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Exercice 07 :
Un plaque carrée de coté a, de poids P est fixée a un mur a I’aide d’une articulation sphérique
au point A et d’une articulation cylindrique au point B. Un cable CD inextensible et de masse

négligeable maintient la plaque en position horizontale. Une charge Q = 2P est suspendue au
point E de la plaque. Les données sont: b = % ; &= 30°

Déterminer les réactions des articulations en A et B ainsi que la tension dans le cible en

fonctionde a et P

= ART 7

Solution :

La plaque est en équilibre statique dans le plan horizontale, nous pouvons écrire :

EFi =0 = R,YR,TTt0*P=0 1)
EM,-/A=0 = ABMR,Y ACMNTY AEMN QT AGMP=0 2)
Articulation sphérique en A: R, ,R, .R,.

Articulation cylindrique en B etd’axe y: R; 0,,R;,

Le triangle ACD est rectangle en A , et ’angle (DA,DC) = 30° alors 1’angle (CA,CD)=60°

~T cos60cos45 _(T\/E)/4
La tension aura pour composantes : 7 ~ | ~ T cos60sin45 | = |~ (T\/E )/ 4
T sin 60 (T3)/2
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. O 0 |0 _|a | a _al2
ol 0 ; P|l 0 |; AB|2a/3|; ACla|; AB|2a/3|; AB|a/2

2P - P 0 0 0 0

Projetons 1’équation (1) sur les axes du repere :

R, TR, ~(TN2)/4=0 3)
R, ~(T2)/4=0 @
R, *R, ~(T3)/272P~P=0 (5)
L’équation (2) se traduira par :
0 R, (a) [~@~2)/4 a 0 al2) (0) (o0
2a/3[M O [Fla | T a@v2yr4]t|2a3(M 0 |[Flas2|M 0 |=]0
0 R,.) \o) | @V3)/2 0 —2r) Lo ) \=p) \o

Le développement de ce produit vectoriel donnera trois équations :

2—aRBZ+aT£‘—4aP‘£=O 6)

3 2 3 2
B T—+2aP+£=O @)

2

_2a _

S @8)
La résolution de ce systeme d’équations donne :
® = R, 0 ; T~ T=%P : 6) = R, =P

_3 _5v6 _5v6

G T R.TOP . @ T R, TP @) T R, TP

R,~1739P et R, =P

Exercice 08 :

Une enseigne lumineuse rectangulaire de densité uniforme de dimension 1,5 x24 m pese
120 Kg. Elle est liée au miir par une articulation sphérique et deux céables qui la maintienne
en position d’équilibre statique, comme indiqué sur la figure. Déterminer les tensions dans

chaque cable et la réaction au point A.
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Ondonne: C(0;1,2;--24), D0;09;0,6).

Exercice 09 :

Une porte métallique rectangulaire de densité uniforme de dimensions a x b, de poids P, est
maintenue en position verticale par deux articulations, I’une sphérique au point O et ’autre
cylindrique au point A . Une force F est appliquée perpendiculairement au plan de la porte au

point C milieu de la longueur. Afin de maintenir cette porte en position fermée, on applique

——

un moment M au point A. Déterminer les réactions aux niveau des articulation O et A ainsi
que la force F nécessaire pour ouvrir la porte. On donne : a=2m, b =3m, BC=b/2,

M = 400N, P = 800N

B
Solution :
. R 0 R 0
Nousavons: OA~|b|; OG~|b/2|; OC~|b/2
0 al?2 a
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——

0 R 0 . |F
Etaussi: M~ |~ M =

- Ry
s PT|TP|F {05 R, TRy |5 Ry, O
RAz

0 0 0 R,,
La porte est en équilibre statique, nous pouvons écrire :
EF,.=O = R,"R,TFT*P=0 1)
EMI.,O =0 T OAR,TOCMFtOoG"P=0 )

Projetons 1’équation (1) sur les axes du repere :

R, TR, TF=0 3)
R,, “P=0 @)
R, ¥R, ~0 (5)

4

L’équation (2) se traduira par :

0 R, 0 F 0 0 0 0
bIM o |Tlb/2{Mo | b/2|MNTP|T|TM|T|0
0 R, a 0 al?2 0 0 0
bR, * af - 0 (6)
-2
aF "M =0 (7)
bR, T b - 0 8)
x 2
la résolution de ce systeme d’équation nous donne :
- - — — - aP _ _
4) R, = P~800N ; ) R, " 266,66 N
y
7 = F=M=200N; 8 ~ R, =TF=‘IOON
a x
5) = R, ~7R, T26666N; (3 = R, ~"R, “F~T100N
on déduit : R, ©849N ; R, = 2848N

A.KADI
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Exercice 10 :
Une barre AB de masse négligeable supporte a son extrémité B une charge de 900 N, comme
indiqué sur la figure ci-dessous. Elle est maintenue en A par une articulation sphérique et en

B par deux cébles attachés aux points C et D. Déterminer la réaction au point A et la tension

0 3 0 0
dans chaque cable. Données : Al "1,5| ; B|O|; C| 3 |; D| 3
1 0 1,5 15

>

ALIEL

Le systeme est en équilibre statique. La résultante des fores est nulle et le moment résultant de

»

CE

A(LES

Solution :

toutes les forces par rapport au point A est nul. Nous avons alors :

Epfo < RT, *T, 070 @
i C D

EM,.,A=0 < AB"R,*AB"T, *AB"T, =0 (2)
i C D

Noua avons une articulation sphérique en A: R, ,R, ,R,.
X

Déterminons les composantes des tensions dans les cables BC et BD :

Les vecteurs unitaires suivant les axes BC et BD sont donnés par :

T _BC_ 73it3jT15k _
Upc BC \/2+ 2 + 2
377377 (15)

70,66 70,66 jY033k

I - -
u,, =8P = 317315k —— ¢6i+066 7033k
BD \[3*+32+(15)

— —
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Les tensions dans les deux céables s’écriront sous la forme :

T, =T, u, ~066T, it066T, jT033T, k
C C C C

— —

T, =T, u, ~ 0667, iT0,66T, j~033T, k
D D

D D D D
La projection de 1’équation (1) sur les axes donne les trois équations scalaires :

R, 0,66T, ~066T, =0 3)
X C D
R,, *0,66T, *0,66T,, 0 =0 @)
R, *033T, ~033T, =0 )
c D
L’équation (2) s’écrira :
3 0 3 ~ 0,667 3 ~0,66T5), 0
15N o T 15| 0,66T5 |T|1S|"] 066T5, |=|0
1 0 1 0,337 ~1 0,337y, 0

En développant ce produit vectoriel, nous obtenons les trois équations suivantes :

—0ta5 033)1, t0,66T, ~(15 033)T, t0,66T, =0 (6)
C C D D
(73°033)T, t066T, (3 03371, T0,66T, =0 (7
C C D D
~30%30,66)T, T15 0667, *(3 066)T, *15 066)T, =0 8)
C C D D

A partir de I’équation (7) on déduitque : T, ~ 5T,

c D

En remplagant dans 1’équation (6) on obtient: 7, ~ Q - 160,43N

D 5,

D’ou: T, ~802]I5N

C

3) R, =066(T, *T, )= 63530N
C D

X

4) R, ~Q7066(T, *T, )~ 264, 70N

C D

(5) R, =033(T,p ~T,) = "156,70N

R, =R *R%, * R =70585N
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Exercice 11 :

Une plaque triangulaire homogene ABC de poids P est 1ié a un support fixe par
I’intermédiaire d’une articulation sphérique au point A et cylindrique au point C. On donne
OA=0C=0B =a. La plaque est maintenue en position inclinée d’un angle de =~ * = 307 par
rapport au plan horizontal (x0z) par un cable inextensible BD, accroché au point D a un mur
vertical. La corde fait un angle de B =60" avec la verticale. Une charge de poids Q = 2P est
suspendue au point Be(yoz).

Le centre de gravité G de la plaque est situé 1/3 de OB a partir de O.

1. Ecrire les équations d’équilibre statique ;

2. Déterminer les réactions des liaisons aux points A et C ainsi que la tension du cable.

| \ &
ll,‘ v <
\\\\\\\\\\ %
%\ \\ § T
ulz ]
Solution :
Nous avons OA=0OB=0C=a ; 0G=%; 0=2P; “=30 , P=¢0
(R, (o) [ o (o) (o
LepointBe(yoz) s Ry{Ryy | 5 Re|Rey |5 T T cosP ;0| "2P|; Pl P
R, R, ~TsinP 0 0
“a a 0 0 . |2a . a . a
Ay 0 ; C10 ; Byasin®; Gy(a/3)sin® = AC10 : ABjasin® ; AGy(a/3)sin®
0 0 acos®  |(a/3)cos® 0 acos® (a/3)cos™*
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Le systeme est en équilibre statique, nous avons alors :

- - —

EF,.=O < R,YRTTQOTP=0 (1)

— — —

zMi/A=0 D ACARC+ABAT+ABAQ+AGAP=O 2)

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne trois équations scalaires :

R, =0 3)

R, *R. *TcosP-2P~P=0 €)
¢

R,.*R. ~TsinP =0 (5)

En développant 1’équation vectorielle (2), nous obtenons trois autres équations scalaires :

2a 0 a 0 a 0 a 0 0
oA R, + asin® [ A TcosP |*] asin® | 2| —2p |t (a/3)sin®* [N ~P[T]0
0 R, acos ~Tsin P acos 0 (a/3)cos® 0 0
P —
= aT sin%sin P = aT cos® cos P + 24P cos® + %cosa =0 (6)
~2aR. *aTsinP =0 )
2aR,, *aT cos p- 2aP " aP =0 t))

Les six équations permettent de trouver toutes les inconnues :

3 ~ R, "0 6 — T=232P ; () =~ R. TP

X 4

@8 T R,~092P; (5) T R."P ; @ T R, T092P

doi: R, =\|R? *R3, *R2. =1358P ; R. =R} *R2 *R} =1358P
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Exercice 12 :

Un systeme mécanique composé d’une barre coudée ADE de masse négligeable et d’un
disque de rayon R, de masse négligeable, soudé¢ a celle-ci au point C comme indiqué sur la
figure ci-dessous. La barre est supportée par deux liaisons cylindriques en A et B. On relie le
disque a une poulie fixe par un céble inextensible, de masse négligeable, auquel est

suspendue un poids P. Au point E, dans un plan parallele au plan (xAz), est appliquée une

— ——

force F inclinée par rapport a la verticale d’un angle B=30" . Unmoment M est appliqué

a la barre afin de maintenir le systeme en position d’équilibre statique dans le plan horizontal
(xAy). Ondonne F=2P ,et * =60 .

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre statique ;

2. En déduire les réactions aux points A et B ainsi que la valeur du moment M pour

maintenir le systeme en position d’équilibre statique dans le plan horizontal (xAy),

W
LV

.

Solution :
Nous avons AC = CB=CD =DE=a ; F=2P; =60 ; B=60

La poulie de rayon r est aussi en équilibre statique alors : Tr=Pr d’'ou: T=P

0 10 __ |Rcos™ |a
A0 ;  ABy2a; AH a ; AEN3a ;
0 0 Rsin® 0
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(R, (R, [~ Psin® (~2psinB (0
R,| O |; Rl O |; T 0 ; F 0 ; M|~ M
R, Ry, Pcos® ~2PcosP 0

Le systeme est en équilibre statique, nous avons alors :

- = —

EF,.=O < RRITYF=O 1)

— —

EM”A =0 < MTABMR,T AH"TT AEM"F =0 (2)

Projetons 1’équation (1) sur les axes :

R, TR, ~2PsinP ~Psin®=0 3)
0=0 4)
R, *R, ~2PcosP * Pcos® =0 5)

En développant I’équation vectorielle (2), nous obtenons trois autres équations scalaires :

0 0) (R, (Rcos®) (~Psin®\ (a) (~2PsinP) (o0

“M|*|2a|M O |T| a |° 0 HER 0 =10

0 0 R,/ \Rsin® Pcos® 0 ~2pPcosB/) 0
2aR,. * aPcos® ~ 6aP cos B=0 (6)
=M ~ RPcos>® = RPsin2 %+ 2aPc osP =0 ()
~2aR, *aPsin®*6aPsinP =0 8)

X

Le systeme d’équation permet de trouver toutes les inconnues.

(7 = M =2aPcosP ~RP=Pw@3~R)= P(1732a " R)

8 = R, =3Psin6+§sina=§(6+\/§)=l,933P

X

6) = R, =3PcosP - gcosa = 5(6\/5_ 1) =2348P
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(55 = R, ~2Pcos P - Pcos® - R, = _5(2\/5'F D= "L116P

@ = Ry ~R; =0

3) =R, =2PsinP + Ppsin® R, =§(\/§‘2)=0,067P

Exercice 13 :
Soit le systeme, constitué de deux masses ponctuelles, liées entre elles par une tige homogene
de longueur AB=L et de masse négligeable. Le systeme est soumis a deux liaisons sans

frottement en A et O. on donne my ~ 3m, = 3m.
1. Trouver I’angle 80 qui détermine la position d’équilibre en fonction de m,d, L.;

2. En déduire les modules des réactions aux points A et O ;

3. Calculer 60 , les réactions R, et R, pour L=20cm, m=0,1 Kg et d=5cm

m . B s

B : A
3 / NI / .
.-f" Y & : .'11‘ 3 P
,.{"@ ; \ .»""‘@i ¢ s
N \ SRR \Q‘%\\k\\\k """""""""""
iX i
M NN
o4, o4
Solution :
| d . Lcose0 IRy LT Ro sine0 {0 {0
AO dtgeo ; AB Lsineo s Ry 0 |5 Ryl Ry cose0 s Pyl TPy | Pyl T Py
0 0 0 0 0 0
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1) le systeme est en équilibre statique :

—

EF,.=O = RYR,TPtTP,T0 1)

— —

EM,.,A=0 =~ AOMR,*tAB"P, =0 ()

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne :

R, “R,sin%, =0 3)
R,cos®,~P,~P, =0 )
L’équation (2) s’écrira :
d "R, sine0 Lcoseo 0 0
d1g9, | M R,cos9, |*|Lsin®, (AP, [=|0
0 0 0 0 0
0 sinzeo 9 =
dR, cos?, ¥ dRy —q " PyLcos®, =0 5)
cosY,

L’équation (5) donne : dR, (coszeO + sinzﬁo) B PBLcosze0 -0

- P,L = 3mgL
dol R, " %005260 _%coszeo

En remplacant 1’équation (4) dans 1’équation (5) on obtient :

1

005380 =4 = 60 = Arcos(ﬂ)3
3L 3L

. _ P +P _ 4
2) D’apres I’équation (4) : R, = —= 0 s = még
cosY,  cosY,

D’apres I’équation (3) : R, ~ 4mg tge0

A.KADI

3) AN : pour g= 10m/s*> nous aurons : 60 = 46,1o , Ry°58N ,R, 42N

Exercice 14 :

Un disque de faible épaisseur, de rayon R =30 cm etde poids P =350 Kg doit passer au

—

dessus d’un obstacle en forme d’escalier de hauteur h= 15 em sous ’action d’une force F
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horizontale appliquée au point D situé a la méme hauteur que le centre O du disque.
Quelle est la valeur minimale de la force Fmin pour faire démarrer de disque ?

On considere que les frottements sons négligeables, et on prendra g = 10m/s” .

!

Exek
W

.

Un arbre homogene horizontal AB de masse négligeable est maintenu a ses extrémités par une

liaison sphérique en A et cylindrique en B. Au point C est emmanchée une roue de rayon Ret
de masse négligeable. Un fil inextensible est enroulé autour de la roue et porte une charge Q.
Une tige DE, de masse négligeable, est soudée a 1’arbre au point D . Elle supporte a son
extrémité E une charge P de telle sorte qu’elle fasse un angle de  30° a I’équilibre avec la
verticale, dans le plan (xDz). Ondonne: P=15000N; a=0Sm; L=1m; R=03m.

Déterminer les réactions aux appuis A et B ainsi que la charge Q a I’équilibre statique.

i
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Solution :

P=1500N; a=0,5m; DE=L=1m ; R=0,3m ; AC=DB=2a; CD=4a

(o) _(RY _(~Lsin30") _(R,) _(Ry,) (0) (o0
Nous avons: AB|8a | ; AH| 2a |; AE 6a sRy Ry [ Rzl O [0 O 1P| O
0 0 ~Lcos30 R,. R, —o) \-p
1) le systeme est en équilibre statique :
EF,.=0 = R,"R,t0tP=0 (1)
EM”A=O =  ABMR,TAHMQTAE"P=0 )

La projection de I’équation (1) sur les axes donne :

R, "R, =0 A3)
R, =0 4)
R,.*R, TO™P=0 (5)

L’équation vectorielle (2) se traduit par :

0) (R,) (R 0) (~Lsin30) (0) (0
8a|™l O [*|2a|" O |T 6a Ao [THo
o) \R,.) \o) \=0) \~Lcos30”) \=P) \o

En développant cette expression on aboutit a trois équations scalaires :

8aR,, ~2aQ ~ 6aP ~ 0 6)
RO~ LPsin30 =0 )
8aR, =0 (8)

X

On déduit facilement des six équations scalaires la réaction en A et B ainsi que la charge Q.

@ = R, =0 oM = Q=%sin300=25000N
+

6 = RBZ=%=7375N ;. (5 TR,TQYPR, T19125N

@4 TR,TO : (3 TR, R, 0

R, =R, =19125N ; R, =R, =7375N
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Exercice 16 :

Un couvercle homogene ayant la forme d’un demi disque de rayon a de poids P est
maintenu par un axe horizontal AB avec une liaison sphérique en A et cylindrique en B. Une
corde inextensible CD , de masse négligeable est attaché au point C et souléve le couvercle
de tel sorte qu’il fasse un angle &= 30" avec Iaxe horizontal (oy). L’autre extrémité est
attaché au point D (- a,0,a). On donne : OA=0B =a

. . . , = 4a
Le centre d’inertie G du couvercle est situé€ sur ’axe OC ettel que : OG ~ 7

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre ;

L . L . ) . &
2. En déduire les réactions des 1 %1 que la tension de \
o -
N A\
i o{*“\ ] X
\ D N A
A
X
5
Solution :
[T 2a . Ta R Ta
Nous avons: AB| 0 | : AC| acos30” |: AG :—;Elcos?)OO
0 ~asin30
-da sin 30
3
. . - L S —.. -..CD
Déterminons les composantes de 7', en effet nous pouvons écrire : T ~ T up TC_D
— - .= . - = =
r=r— 41 0866aj715ak - — s~ 4337 j+0,750T k
a("1)* * (70866)" * (15’
(R, (o (-osr) (o
dou: R,| R, |; Ryz| Ry | ; T|70433T|; Pl O
R, R, 0,7507 -p
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1) Le systeme est en équilibre statique :
EE=O = R,TR,TT*P=0 )}

— —

EM,.,A=0 =~ AB R, TAC'TTAG"P=0 )

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne :

R, 05T =0 3)

R, TR, 04337 =0 “)
y

R, *R, Y0507 ~P=0 (5)

L’équation vectorielle (2) se traduit par :

~2a 0 Ta 05T Ta 0 0
0 MR, [T @V3)72]|"| 704337 | *| 2a3)/3% [A] 0 [=]0
0 R, “(al2) 0,750T ~(2a)/3" -pP) \0
£.0,750aT - 0433 - 2a+3 P=0 (6)
2 2 3n
2aR,. *0,750aT *0,25aT ~aP =0 (7)
~2aR, t0433aT* £.0,5aT =0 8
v 2
6) < 0432 ~0367P=0 = T =0849P
(7 < 2R, TT-P=0 = R, < P—ZT =0,075P
8) = 2R, t0866T =0 = Ry, T 704337 =70367P
3 < R, T05T=0 =~ R, 05T =0424P
@ = R, T0433770433T =0 = R, =0866T =0,735P

5) < R,*0075P*0750T"P=0 = R, ~0.288P

R, =R *R2, *R2 = P\[(0,424)° *(0,735)° * (0,288)° =0.896P

R, =R * R = P\(T0367)* *(0,075)° =0374P

A.KADI

110



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

CHAPITRE 1V

GEOMETRIE DES MASSES
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GEOMETRIE DES MASSES

Objectifs du chapitre

Afin de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systemes matériels, il est

important de connaitre la répartition géométrique afin de se préparer aux concepts de

cinétiques et dynamiques des solides.

L’intérét de cette partie est de nous permettre de connaitre un certain nombre de données sur

la répartition des masses des systemes. Nous, nous intéresserons a la détermination :

- des centres de masse du solide

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport a des axes et aux tenseurs
d’inertie des solides quelconques dans différents reperes.

L’opérateur d’inertie sert a caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci.

1. Notions de masse d’un systéme matériel
A chaque systeme matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en
mécanique classique, appelée : masse du systéme
La masse d’un solide fait référence a la quantité de matiere contenue dans le volume de ce
solide.
Cet invariant scalaire obéit aux propriétés mathématiques suivantes :
Aditivité des masses
La masse d’un systeme matériel (S) est égale a la somme des masses qui le composent.
Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient.
La masse d’un systeme matériel est définie par la grandeur scalaire suivante :
M= f dm(P)

P(S)
L’élément dm(P) est la mesure de la masse

au voisinage du point (P).
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Un systeme matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore une

réunion d’ensembles continus ou discrets de points matériels.

1.1. Systemes discrets

La masse d’un systéme discret.act la cnmme. des n.nainte matériels discrets de masses m; :

1.2. Systemes continus

Si le systeme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systeme

s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue : m= j; S)dm(P)

- Le systeme (S) est un volume

La masse s’écrirait: m =f P(P)dv
\%

P(P) est la masse volumique au point P et dvun élément de volume du solide (S)
- Le systeme (S) est une surface : (cas des plaques fines) I’épaisseur est négligeable

devant les deux autres dimensions.

La masse s’écrirait: m =~ fG(P)ds
N

O(P) est la densité surfacique au point P et ds un élément de surface du solide (S)

- Le systeme (S) est linaire : (cas des tiges fines) les deux dimensions sont négligeables

devant la longueur de la tige.

La masse s’écrirait : m =f )"(P)d
L [

7‘(P) est la densité linéique au point P et -un élément de longueur du solide (S)

Dans les systemes homogenes (solides homogenes) la densité des solides est constante.

112



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

2. Centre d’inertie (centre de masse) des solides
On appelle centre d’inertie d’un systeme matériel (S) le point G défini par la relation :

fé;’dm = 8
P(S)

— — — — —— — — —

oul P est un point du solide avec OP =xity jTzk et OG=x, iy, jtz,k

- - —

Soit O le centre d’un repere orthonormé (0,1, j,k) nous pouvons écrire dans ce
repére : OP = OG* GP fffO d ~ Od*t Gd alors nous obtenons :
s#EP - m pso G m ] 54% A3
o - . f O d ; -1 f O d
G f d < m G m s m

PSInN

Les coordonnées du centre d’inertie G d’un systeme homogene sont déterminées par des
calculs utilisant les éléments infinitésimaux tel que : dl pour les éléments linéaires, ds pour

les éléments surfaciques et d pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire :

1%
fxd fyd fzd
XG=Pe(S)m =1 fxd ’ yG=PE(S) m =lfyd , ZG:PE(S)m =1 fzd
fd m sy m fd mpssy m fd m sy m
PSsin PE(sin PS(sin

Remarques :

- Le centre d’inertie des masses homogenes coincide avec le centre d’inertie de leurs
volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques.

- Sile solide présente des éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est

nécessairement situé sur ces éléments de symétrie.
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3. Centre d’inertie d’un systeme composé
Dans la réalité c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires en

résonnant sur chacun des éléments qui composent les systemes.

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément Ai du systeme au i ;puis
point
on détermine le centre d’inertie G du systtme comme barycentre des points G; .
Soient les éléments d’un systéme composé : A] ,Az yeererre e ,An ayant pour centres
d’inertierespectifs: G,,G, eevveevvveercneennnnenn. ,G, ayant pour vecteurs positions dans un repere
R(O,i,j,k) 1 1,rypeeieeeeen, T,
- Ti Ai
Le centre d’inertie de ce systéme est donné par rg = ﬂE— ; ol Ai estlai “™
A
i~1 I
quantité.
Elle peut étre un élément de longueur, de surface, de volume ou de masse.
Le centre d’inertie du systéme aura pour coordonnées :
28, 2yt 2.4,
Xg ~ ) Yo ) Zg
EA EA EA
ou: x;, y;, z; sontlescoordonnées des points G; oul’élément A,. estconcentré.

Si les A,. sont des éléments de masses alors on peut écrire :

Ex m; Ey, m; EZ;’ m;
’ y ,
Em ’ Em

= i7l

Em

i~1

Xg
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4. Théoreéme de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou
surfaciques homogenes fut trouvée par Guldin. Elle consiste a faire tourner ces solides autour
des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides
surfaciques décriront des volumes.

4.1. 1* Théoréme de Guldin

La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe ( A)
sans I’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur L de I’arc par la longueur

delacirconférence "' R, décrite par le centre d’inertie G de I’arc de courbe.
2

Soit L lalongueur de I’arc et R, sontcentred’inertie.

La longueur (périmetre) décrite par la rotation du centre d’inertie G

par rapport al’axe (A) estdonnéepar: 2™ R, , alors la surface

décrite par cet élément est égale a :

- = S
Sa=2T R, L  dou R,=—L
2L A
)
5 N N . 214 = Stotale/A
Dans le cas d’un systeme homogene de plusieurs éléments on aura: R ZJTT
totale
. A , - = S/ov
sil’axe () représentel’axe (O,y) nousaurons: Xx; ZH’L
212 A e ) N . = S/ox
sil’axe (%) représentel’axe (O,x) nousaurons: Yy, —23_5 L

4.2. 2ieme Théoréme de Guldin

Une surface plane homogene S , limitée par une courbe fermée
simple et tournant autour d’un axe (A) sans le rencontrer
engendre un volume V.

Levolume V engendré est égal au produit de la surface S

par la longueur du périmetre 2% R, décrit par le centre

d’inertie G de cette surface autour de I’axe (A) .
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Soit § lasurface et R, ladistance de son centre d’inertie a (A) .
La longueur (périmetre) décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a I’axe (A)
estdonnée par: 20 R, , alors le volume décrit par cette surface est égal a :

Via
PAL

Va=2T R, S dod R,=

Dans le cas d’un systéme homogene composé de plusieurs surfaces on aura :

= ‘/tz)tale/A
G T
2 Srotale
i11° A £ ’ N = Vzotal/oy
sil’axe (%) représentel’axe (O,y) nousaurons: Xx; P
2 Stotale
:19 A z s N = Vtutal/ax
sil’axe (7) représentel’axe (O,x) nousaurons: Yy ST g

totale

5. Opérateur d’inertie (tenseur d’inertie) : Moment d’inertie et produit d’inertie

La notion d’opérateur d’inertie permet d’exprimer les divers torseurs, déja vue précédemment,

afin de faciliter I’étude de la cinétique et de la dynamique des solides.

5.1 Opérateur produit vectoriel

Considéronsdeux vecteurs u« ¢ V dontles composantes sont exprimées dans une base

- - —

orthonorméedirecte R(O,i, j,k) :

= .+ .+ = .+ .+
u-u itu, jTuk , VIXIiTY T Zk
oo |uy X u,Z uY
Le produit vectoriel des deux vecteurs s’écrit: u™V = u, | MY | T |u.X "u,Z
u, Z uY u,X
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Comme le vecteur u estconnuet V quelconque, on constate que 1I’on peut passer du

— - -

vecteur V auvecteur u”V  par une opération linéaire trés simple a vérifier. Le produit
vectoriel est distributif, par rapport a I’addition et a la multiplication, nous pouvons alors

écrire:

VAEIR ¢« YVEIR' ona: utrMv =Ry

— — — —

Vv v, SIR® onaaussi: u(V,TV,)=u V., tulv,

on peut conclure que 1’on passe du vecteur V auvecteur u”V ,par application d’un

opérateur linéaire que 1’on notera : [A] ; d’ou I’écriture : u™V = [/1 V' qui se traduit sous

forme matricielle dans la base orthonormée R(O, i, j,k) par:

wz uy| [0 ~u u |[x X
u,X " uZ|~| u, 0 “u||Y|~ u Y
uY uX| |Tu, ou, 0 [LZ Z
0 “u, u
Lamatrice | u, 0 “u,| estantisymétrique dans cette base.
Tu,  ou, 0

Pour déterminer le tenseur d’inertie, nous avons besoin d’un nouvel opérateur qui est le

—

double produit Vectoriel —: (u AN A u)) = _(u A V)) car le produit vectoriel est

antisymétrique. D’apres les relations précédentes, nous pouvons écrire cet opérateur sous la

e (i) =an((15) 117
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Cet opérateur est aussi un opérateur linéaire et son écriture sous la forme matricielle dans la

L Ty tul) wa, i,
base B{Olaisujyhte : [/1 2= U, (@l tul) UN'S
uu, uu, Tt ui)

On voit bien que la matrice [A]Z est symétrique et de méme pour la matrice [;[ =T A]Z ,

alors nous utiliserons cette dernicre afin de représenter les tenseurs d’inertie d’un solide dans

- - —

une base orthonormée R(O, i, j,k).

5.2. Opérateur d’inertie

5.2.1. Définition du moment d’inertie d’un solide

Soit un solide de masse d 1ié a une tige (AA’) de masse négligeable, en rotation autour
d’unaxe (A) . Sion appli’cqfue un couple au systeme (tige + masse), il se mettra a tourner
librement autour de 1’axe (A) . L’étude dynamique de ce systéeme se fera dans les prochains

chapitres. Le temps nécessaire a cet élément de masse d pour atteindre une vitesse de

rotation donnée est proportionnel a la masse d et au carré de la distance r qui sépare la

m
masse de I’axe (A) . C’est pour cette raison que le produit r’dm est appelé moment

d’inertie de lamasse d  parrapportal’axe (A) .
m

U N
WT P )

A

5.2.2. Matrice d’inertie : Moments et produits d’inertie d’un solide

—_ - —

Soit un repere orthonormé R(O, i, j,k)etunsolide (S) telque O € (S) .Le moment d’inertie

de ce solide par rapport au point O est obtenu en intégrant la relation r’dm . I, = f ridm
($)
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les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut étre linéaire, surfacique ou volumique.
L’élémentd’intégration dm(P) est situ€ en un point P dusolide.

L’opérateur d’inertie s’écrit: 1,(V) = _f O "(O "V)d ,levecteur V estindépendantdu
P P m

point P .Le point P estun point quelconque du solide (S) ¢ d est I’élément de masse

m
entourantle point P . Le tenseur d’inertie du solide au point O est représenté dans la base

R(O, i, j,k) par une matrice notée  [,(S),, : appelée matrice d’inertie en O dans la base

o A D TE I, ~1, 71,
R(O,i, j,k) dusolide (S): I,(8),,"|"D B ~F|7 |71, I, 71,
“E TF C] |71, "I, 1,

Lamatrice [,(S),z est symétrique, réelle et diagonisable. Elle admet trois valeurs propres

réelles et trois directions propres réelles et orthogonales.
Les valeurs propres sont appelées moments principaux d’inertie ;

Les directions propres sont appelées axes principaux d’inertie.

Silepoint P a pour coordonnées (x,y,z)danslabase R(O,i, j,k),levecteur OP apour

—_— — — —

expression: O ~xityjtzk etdapresce que ’on vient de voir précédemment,

I,V)= _f O MO "V)d ,leséléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme :
)P P m

Moment d’inertie par rapport a I’axe (Ox) : I, = f(y2 t2%)dm
)

Moment d’inertie par rapport a 'axe (Oy) : I,, = f(x2 + 22)dm
$)

Moment d’inertie par rapport al’axe (Oz) : I, ~ f(x2 *y)dm
(5)
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Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) : I,, = f xydm : ou produit d’inertie
)
Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) : I, = f xzdm : ou produit d’inertie
)
Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) : [, = f yzdm : ou produit d’inertie

S)
5.2.3. Solides présentant des plans de symétrie

Certains solides présentent des formes particulieres admettant des plans de symétrie par

- - —

rapport aux axes du repere  R(O, i, j,k) choisi. Pour chaque plan de symétrie, les produits

d’inertie sur les deux autres plans sont nuls :

(xOy) plan de symétrie ====> [_~1_70
(yOz) plan de symétrie ====> [_~1 70
(xOz) plande symétrie ====> [ ~1_ 70

a) si (xOy) est un plan de symétrie du solide

P(+z) estsymétrique du point P(-z) par rapportau plan (xOy d’ou:

xzdm =0 d yzdm =0 donc I, 71,70 )
P(S) PE(S) ® P(+z)
IM - Ixy 0 U
IO(S)/R - _Ixy Iyy 0 WL y
0o 0 I,
® P(-z)

——

Dans ce cas I’axe Oz qui est perpendiculaire au plan (xOy) est un axe principal d’inertie ;

nous pouvons le montrer facilement par le produit suivant :

1. ~1, ollo 0
“1, 1, ollo[=1_|o
o o 1]l 1

iz

120
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En effet, tout axe orthogonal a un plan de symétrie matérielle est axe principal d’inertie sur

tous les points du plan.

b) si (yOz) est un plan de symétrie du solide
P(+x) est symétrique du point P(-x) par rapport au plan (yOz) d’ou:

fxzdm=0 d fxydm=0 dnc 7.71,70 E
PR ) @® P(+x)
I, O 0
1,8 |0 I, I,
0 _Iyz IZ:
y o P(-X)

——

Dans cecasl’axe Ox perpendiculaire au plan (yOz) est un axe principal d’inertie .

¢) si (xOz) est un plan de symétrie du solide
P(+y) est symétrique du point P(-y) par rapport au plan (xOz) d’ou:
fyzdm=0 d fxydm=0 dnc 7,71,70

PE(S) PS(S) |:|
y

® P(+y)

IO(S)/R= 0 I .D
1. 0 I ]

® P(-y)

Dans cecasl’axe Oy perpendiculaire au plan (xOz) estun axe principal d’inertie.

5.24 Solides présentant un axe de symétrie

Soit Ox un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse dm
du solide ayant une coordonnée (+x) nous pouvons lui associer un élément dm symétrique

P

parrapportal’axe Ox et de coordonnée (-x) de telle sorte f xzdm =0 & f xydm =~ 0
que: P(S) PS(S)
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——

n remarque de la méme maniére que précédemment, I’axe Ox est un axe principal d’inertie.
O del d t, 1’ 0) t 1 d’inert

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de 1’axe.
Remarques

Tout repere orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle

du solide, est un repere principal d’inertie du solide.

Tout repere orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle

du solide, est un repere principal d’inertie du solide.
5.3. Solides a symétrie de révolution

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cone, etc...), la

masse est répartie de fagcon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution

- - - — -

Oz dans unrepere orthonormé R(O,x,y,z) . Tout plan passant par ’axe Oz estunplande

symétrie, d’apres ce que 1’on a vu précédemment tous les produits d’inertie sont nuls.

Ixy =Ixz =Iyz

“[
[]

5.4. Solides a symétrie sphériques

Pour tout solide a symétrie sphérique (sphere pleine ou creuse)

A

de centre O ,touslesreperes R(O,x,y,z) ayantpourcentre

le méme point O sont des reperes principaux d’inertie.
Les trois axes du repere jouent le méme role, alors tous les

moments d’inertie sont égaux :
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I, =1, ~1_ -ettous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de

symeétrie: [, ~ I~ 1, "0
Nous pouvons écrire :

Lot 1 =30, = SO amt [+ yam [+ yham =2 o0+ 32+ 2 ydm
() (5) ) )

_2
1= 2 @+ +
3(S) m

5.5. Solides plans
Dans le cas des solides plans, I’une des coordonnées de 1’élément , dm est nulle. Si le solide

est dans le plan (xOy) alors z=0 .

On déduit immédiatementque : [~ f yzdm N = f x*dm d’ou:
($) ($)

= 24 2 =7 +7 . =7 =q . =
I, f(x y)dm =1, "I, et I ~1_70; I, fxydm
) )

AI:’

Y

o]

RI:,V

Le moment d’inertie par rapport a I’axe perpendiculaire au plan du solide est égal a la somme

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide.

- - —

5.6. Moments d’inertie par rapport a O , aux axes et aux plans du repere R(O,x,y,z)
Le moment d’inertie d’un solide (S) déja défini précédemment par rapport a un point O, un

axe ou un plan est donné par I’intégrale : f r’dm(P) ol P estun point du solide et rla
($)

distance du point P par rapport au point O, par rapport a 1’axe ou par rapport aux plans du

repere.
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a) Moment d’inertie par rapport au point O.

il estdonné par: I, = frzdm(P)
(5)

N 2 z : 2 = _2 2 2
a1 r° :représente la distance O Ty g

P
alors: I, = f(x2 + 92+ 2 dm(P)
(5)

b) Moment d’inertie par rapport aux axes

b.1.) axe Ox

ilestdonné par: I = fr2dm(P)
(5)

a1 r’ :représente la distance du point P i I’axe Ox;

dot O *=y**tz*;alors: [, = f(y2 * 22)dm(P)
P 69)

b.2.) axe Oy

ilestdonnépar: I, ~ frzdm(P)
()

a1 r’ :représente la distance du point P a1’axe Oy ;

dot OP> = x> *7z* ;alors: 1.~ f(xz * 2%)dm(P)
()

b.3.) axe Oz

ilestdonnépar: [, = frzdm(P)
()

a1 r’ :représente la distance du point P i ’axe Oz ;

d’ou }0) P=x*ty?alors: 1, < f(x2 + y2)dm(P)
(5)

A.KADI

A
iz
e
y
X
A
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iz
y
F 3
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-
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Les moments d’inertie par rapport aux plans (xOy), (xOz), (yOz) sont donnés en fonction de

la distance qui sépare le point (P) du plan considéré, ce qui se traduit par les équations

suivantes:
IXO}’ N fzzdm(P) ’ Isz - fyzdm(P) ’ IyOz = fxzdm(P)
(8) ) (s)

Il résulte des différentes relations précédentes que :

a) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport aux trois axes d’un repere

orthonormé est égale au double du moment d’inertie du solide par rapport au centre du

repere.
ot s Jor e e rena oty
) m (s m (s m
=2f(x2+y2+z2)d =2IO
(s) m

+7 +7 =
I, 1,71, 72,

b) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport a deux plans perpendiculaires est
égale au moment d’inertie du solide par rapport a I’axe d’intersection des deux plans.

1 yOx 1 z20x 1 xx b 1 xOy I z0y 1 yy ’ 1 x0z 1 YOz I 2z

6. Détermination des axes principaux et des moments principaux d’inertie

—

Soit une matrice d’inertie d’un solide (S), dans une base orthonormée  R(O,x,y,z),dela

A “F TE
forme: [1,(S),x | F B T~ D| ,ilexiste au moins une base orthonormée de méme
“"E D C
centre O et de vecteurs unitaires (e;,e,,e5), notée  R,(0,e,,e,,e;) appelée base

principale ou repere principal d’inertie au point O.
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Dans cette base principale, les axes (O,e)), (0O,e,), (0,e;) sontles axes principaux

d’inertie et la matrice d’inertie est une matrice diagonale. Les éléments de cette diagonale sont

appelés moments principaux d’inertie dans cette base.

1

—_

- - —

0
La matrice d’inertie dans labase R,(O,e, e, ,e;) s’écrirait: 1,(S),,, ~ 1

2

0
0

o

avec [, I,, I, momentsprincipaux.

Lesaxes (O,e,), {O,e,) (O,e,) étant des axes principaux, nous pouvons écrire :

— — — — — —

I,(8)re "1 e 1,(8)re; "1, e Ao (S) e 1

D’une fagon générale nous aurons :

)

A ~F TE|e&al| |I € ATI, "F TE ||&
| "F B7I, ~Dl|le

TE "D CTLl|,,

o O O

“F B ~Dl|le|=]|0
“E "D Cll.]| Lo

o
SN o ©
Q Q

- - —

Les vecteurs unitaires (e, ,e,,e;) ne sont pas nuls, alors ce systeme admet une solution si le

A"I, “F TE
déterminant de la matrice est nul : “F B7I, D
" E D CTI,

-0

La solution de cette équation scalaire donne les trois valeurs propres qui sont les moments

principaux d’inertie. En reportant ces valeurs propres dans 1’équation 1,(S),re; "1 e

on obtient les vecteurs propres qui ne sont autre que les directions principales.
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7. Moment d’inertie par rapport a un axe A(0,n) quelconque dans un repeére

- - —

orthonormé direct R(O,x,y,z)

Soi (P) un point du solide (S) de masse m etunaxe (A) passant par le centre O durepere
t

—

de vecteur unitaire 7 . Le moment d’inertie par rapport a I’axe (A) est donné par :

Is = frzdm - fHPzdm ;avec H =|H |=r ;distance de I’élément matériel dm(P)
P

(PSs) (PSs) P

al’axe (A) , H est la projection orthogonale de P surcetaxe.

2]

)
>
y
X
Nousavons: OP =OH™T HP , ondéduit que: n”)0O *H =n"0o *nH
. H P H P
Comme {%/OH I =1 alors: |n" OP|=[n" HP|=|OP|=r
nlHP
a by

— —_—— — ——

S n & OP ontpourcoordonnées n — B ¢ OP~
¥ z

—

Les composantes du vecteur unitaire n porté par1’axe (A) sont appelées cosinus directeurs.
a X ﬁz - Yy
= [3 A y = 'Yx - az

v Z OLy_ﬁx

n O
P

Nous avons alors
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R —— ) — ——2
D’ou: (n*O | =n™H =(B£)(3)y P YO T Oy =By 7 =2
P P
Enremplagant r’> dansl’expression: Is = f r’dm onaboutit:
(PSs)
1= JOOQy =+ v+ o=t
(PSs)
IA=0L2 f(y2+z2)d +[32 f(x2+z2)d +y2 f(x2+y2)d
(PSS) m (PSS) m (PSs) m
—20p fxyd -0y fxd 2Py fyd
(PSs)y m (PEsg m (PSsg m

In =027+ B2 I, +y?2 1.~ 2By o 20~ 2BV . ; cette expression représente

I’ellipsoide d’inertie, elle peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

Ixx _Ixy _Ixz a — -
[P I I R A 1 R
IEEY S S Y

¥z z

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un axe (A) passant par un point O et de

—

vecteur n est égal au produit doublement contracté du tenseur d’inertie O par le
unitaire

—

vecteurunitaire 7 .

— —

8. Produit d’inertie par rapport a deux axes orthogonaux A(O,u) et & (O,v)
8.1. Définition

Le produitd’inertienoté [, est défini comme étant I’intégrale des coordonnées x, ¢ x

v

dupoint P relativement au axes A(O,u) d A‘(O,V) N S f x,x,dm
P(S)

— —_—_— =

x, : coordonnéede P surl’axe A(O,Lt) telque: x

— - —

x, : coordonnéede P surl’axe A'(0,v) telque: x, = OP*v
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Le tenseur d’inertie étant connu au point O , le produit d’inertie par rapport aux deux axes a

— —

pourexpression: I, =~ ~v.I,(S).u

8.2. Démonstration
Deux propriétés vectorielles seront utilisées dans la démonstration de 1’expression du produit
d’inertie:

- le produit mixte dont on connait la regle de permutation

(Vl 9V2 ,V3) - (V3 9V1 ’Vz) = (V2 9V3 a‘/])

- le double produit vectoriel dont on connait le résultat.

(A" B)* (E’\ D)= (A'C)(B* D)~ (A* D)(B* C)

— — — — —— —

onpose: A0 , B~ u ,C~0 ,D%v
P P

(é A u)(é A V)= (é u)(;;)_(éﬁ;)(; bﬁ) = _(éﬁz)(;éﬁ)
P P P P P P P
car: (u°v)=0

© VW0 )==(0 u)© *v)

P P P P

=~who v o)
~P_. L P.
=_((u’\O ), v, O ))

P P

(ép-v)(u-ép)=—((u’\ép), v, ép))h( v, OP, (uAO;’))=_v'(O;’A (;’\ 0;3)

“rlugehg won| = lrufo 0+ w0 Juro)
P P

PP 1442 F4484 43" 4%
1 2
— X - u, -~ M
Soit: O Tyy ; u”"u, ; vy,
P
z U, Vs
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- — -

F _(v' u)(OP'OP)= vy vy, Tvau)(xP Tyt %)

= — 2 2 2\ — 2 2 2N — 2 2 2
v (x> ) Tvu, (P T ) T (P Yyt 2R

(V'O )(u'O Y= x vy T v @x Y u,y Yusz) T vy x° Yo, xy v, x
<
2
2 +V2“1 xy+v2u2 y +v2u3 y

+ + + <2
ViU X T v, Yy Tvauy 2

4 Z

MY T x.x = v (T2 v (P ) Ty (Pt y?)

+ + + + + +
(Viuty T vau ) xy T (Vs T vsug) Xz (ol T vau, Yz

Le produit d’inertie est donné par I'intégrale : [, = f x,x,dm dou

P(S)

u

1= v Jo2 e v St teva v Sty

PEs m P<s m PSS m
+ (v,u, + Volty) fxyd + (viu, + vsu,) fod + Q27 * Vsldy) fyzd
PEIN PEIn PESM

Cette expression s’écrira sous forme matricielle :

I, I, “I_|[u

I, =(v, v, v)| 1 I 1w, | T 1, =" vI,(S).u

xy » uv

-1 I, Us

Xz ped

— —

Le produit d’inertie du solide (S) par rapport aux axes orthogonaux A(O,u) ¢ A'(O,v) est

égal a I’opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie 1, (S) parles vecteurs

— —

unitaires u € v .
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9. Changement de repere.

- - - - - —

Soit un repere orthonormé fixe: R,(O0,x,,y,,2,) etunrepere R,(0,x,,y,,z,)enrotationpar

rapport a celui-ci. A I’aide de la matrice de passage nous pouvons exprimer le moment
d’inertie dans I'un des reperes et le déduire dans I’autre repere et inversement.

En effet nous pouvons écrire :

— — — —

X Xo Xo X

= . = . = T
Vi PRI*RU X? ; 319 PR0—>R] ] , avec PR0—>RI PRI—>R0
<1 ) <o <y

La matrice de passage de R, vers R, notée: P -, ; permetde déduire la matrice
d’inertie du solide dans le repere R, en la connaissant dans le repere R, etinversement.

10 (S)/R1 - PRTU—’R1 ~Io (S)/R(J -PRO—’R1

IO (S)/R0 - PRTﬁR0 -Io (S)/R, -PRﬁR0

Exemple d’application :

Déterminer la matrice d’inertie de la barre AB de longueur L de masse m dans le repere

- - — - - -

R,(0,x,,y,,z,) en rotation par rapport au repere R, (0,x4,Y¢,20) -
En déduire la miél%%?ce d’inertie dans le R, .
BRYAEermine la matrice d’inertie de la barre dans le repere R, : Nous avons un solide

=1,~1,0 ¢ 1,0

Xy Xz

linéaire: dm = Mx ; y=0et z=0 dou: [
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. , 0 02 0
_ _ - _mL - L
1,71~ Jxd - Jorg =mE gy, Iy(S), =0 ™
(S) m L X 3 3 mL2
0 O
3 R

On détermine la matrice de passage de R, vers R, enexprimant les vecteurs unitaires de R,

en fonction de ceuxde R, :

— — — —
—

tsin®y,%0.z, %

x, Tco %x,

g R Lo X co *  sin® 0%
- . —|s..
y, = “sin®x,tco y, Y0z, T |y sin® co * 0fly,
= = S - . - S -
= 0 0 1
2 0x, ¥ 0.y, 7 2z, 4 2o
co % sin® 0 co @ “sin® 0
=S . = T = .
avec: Py~ sin® co @ 0| ¢ Py-p T Pyeg " [SI0% co @0
s s
0 0 1 0 0 1

La matrice d’inertie dans le repére R, seraégalea: [,(S), ~ PRT] =g, Lo (S) g Pr—r,

co @ —sin® 0]|0 OLz 0 co & sin® 0
1,(8), =|3n®% co @ 0 m3 0 [[®sin® co® 0
o S0 1 2l 0o %o 1
0 0 mL
3 |
2 2
ml sin® & sin®co ¢ 0
3 3 s
ml? ml?
1,9 |~ sin®co co 2
’ S 3 5
mlL’
0 0 3
"R,
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10. Translation du repére R de centre O vers un centre A

On considere un solide (S) dont la matrice d’inertie est connue au point O d’un repere fixe

R(O,x,,y,,2,) - Soit un point A de coordonnées (x,,yY4,24) centre du repere

- - - - - -

R(A,x,,y,,2,) entranslation par rapporta R(O,x,,y,,2,) -

La matrice d’inertie au point A du solide (S) est donnée par :

IAxx _IAxy _Isz
IA(S)RO - _IA,\}' IAyy _IAyz
_Isz _IAyz IAzz RO

Les éléments de cette matrice s’ obtiennent en

remplacant le vecteur OP commeprécédemment

—

Xo

——

parle vecteur AP dans!’opérateurd’inertie.

- - —— — — —

Nous avonseneffet: AP =OP " OA= (x " x)x T " y) v (@ 2z
On obtient ainsi les moments et les produits d’inertie en A :

Ly = f@‘ynz t(z7z,)" dm
($S)

I — f(y2 t2)dmt yifdm"'zifdm_ZyAfydm_2zAfzdm
(s $) (5) $) ()

Soit m la masse du solide (S) et G son centre d’inertie. Les coordonnées  (x;,y;,25) du

- - -

centre d’inertie dans le repere  R(O,Xx,,Y,,2,) déja exprimé au début du chapitre, ont pour

. =1 =1 =1
expression :  x; — fxdm S fydm ; g — fzdm
s ) )
fxdm “mx; fydm = my, ; fzdm = mzg
() () (8)
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En remplagant ces termes dans 1’expression de 7, ,on obtient :

I, "I, 7% m((yi Y2 T2y T 22420 ) , et par permutation les autres termes

= + Q 2 4+ 2\ — —
Ayy IOyy mXXx, ZA) 2'XA'XG 2ZAZG

1

)

1o, +m((x/24 + yi) T2x4X%6 T 2YaY6

I Azz

De la méme maniere pour les produits d’inertie nous avons :

1o = S x0(= ydm = Lxyam=x, [ yam=y, Sxam* x5, S dm
($) ($) S) ($) ($)

Iy,

y = Loy, ~ m((xAyG + VaXc XaVa ) et par permutation les autres termes

= _— + —
N P m(()xAZG Tpaxc  XpZy

l,, - I, _m(<)yAZG * Z4Y6  YaZa

11. Théoreme de HUYGENS

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie G du solide (S) dans la base

R(O,x,,y,,2,) ;alors on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O dans la méme base.

Reprenons le cas précédent avec le point A qui coincide avec le centre d’inertie du solide

(S), nous aurons dans le repere R(G,x,,y,,2,) : GP~ OP~ OG
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En remplagant par les opérateurs d’inertie on obtient : 15(S),z = 15(S),x, ~ J o6 (S)x,

En utilisant les relations trouvées précédemment, en changeant le centre du repere en G, nous
déduisons facilement :

= 2 2N — - )= - 2 2
Too “low Tm¥ye T 26) 7 2y6Y6 226267 Lo ~m(ye F 25)

= + 2 4 25— - = - 24 2
Loy, ~ 1oy, mQxc Z4) " 2X6X6 T 22626 1y, m(xg * z2,)

= + Q 2 4+ 2y — - = - 2 4 .2
IGzz IOzz m xG yG) 2xGxG 2yGyG IOzz m(xG yG)
De la méme maniere pour les produits d’inertie nous avons :
I.. =1, ~ m(()x tyoxs Tx =1, mx
Gry Oxy ¢Ye JYc*c ¢Ye Oy ¢Ye
I.. =1 _m(()xz Y ioxe T xpzg T 1, Tmxgz
Gxz Oxz G4G GG G4G Oxz G4~G

lg, - Iy, _m(()yGZG + 26Ye  Yeic Lo, ~mygzg

2 4 2 - _
m(ye ™" Zg) mxesye mxsZg
N, = —_ 2 4+ 2 -
d’ou: Ju(S)g, mxgye  m(xg " zg) mycZcs
_ - 2 4+ 2
mxegZc myg2c m(xg " yg) R,

Ces expressions permettent de déterminer la matrice d’inertie du solide en O : [,(S)g ,dans

- - -

le repere R(O,x,,y,,z,) , en connaissant la matrice d’inertieen G : 1;(S), dans le méme
repere car elle est plus souvent facile a déterminer.

IO(S)R0 N IG(S)R0 * JOG(S)R0

Cette expression permet de connaitre les six relations de Huygens, qui lient les moments

d’inertie et les produits d’inertie en un point O d’un repere et le centre d’inertie G du solide

dans le méme repere.

= + 2 4+ 2 = +

Toow oo " m(ys ™ 26) Loy gy Tmxgye
= + 2 4+ 2 = +

Loy gy " m(xg ™ 2}) Iy, ~ 1g, " mx;zg
= + 2 4 .2 = +

IOzz IGzz m(x(; Y ) IOyz IGyz my;Zq
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Le théoreme de Huygens est tres pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie

d’un solide dans n’importe point O de I’espace centre du repere R(O,x,y,z) ,en connaissant
le moment d’inertie au centre d’inertie G de coordonnées (( x;,y;,25) par rapport au méme

repere.

Exemple :

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire de masse m , de
longueur 2a et de largeur 2b de centre d’inertie G (a, b, 0)

On détermine le moment d’inertie de la plaque au point G, puis par le théoréme de Huygens,
on le déduit au point O.

Les plans (xGz) et (yGz) sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie sont

nuls : I, = I;. = Is. ~ 0 ;lamatrice d’inertie en G est diagonale.

y
2b
7a » X
Masse de la plaque : m = O 4ab
Nous avons un solide plan:z=0 = I, =1, %1, .
B B B B + + B 2 B 2 B 2
I;,. _fyzdm _fyzods B Ofyzdxdy B 0fabcffdy =02¢=b* = 04abb— = mb
S N N “a b 3 3 3
+ + 2 2
I, =fx2dm =fx20ds - 0fx2alxdy = Ofxzdxfdy - 0.§a3.2b = c’4aba? = m;z
S S N “a b

I, It g, = %(az *p?)
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2
mb 0 0
3
- ma’
La matrice d’inertie au point G s’écrit: I;(S) ~| O 3 0
0 0 -%uﬂ+b5

On déduit par le théoreme de Huygens :

. mb’ imb2 ; oy 0 * mab
3 3
ma’ 4
Iy, = tma® = —ma’ - I, =0t ma0=0
J 3 3 <
=m_ 54,0\ + 2 472 =ﬂ 2472 . =+ =
Lo, 3(61 b*) Tm(a” " D7) 3)m(a b*) s 1o ~0tmb0=0
imb2 ~ mab 0
3
La matrice d’inertie au point O est égale a: 1,(S) = |~ mab %ma2 0
0 0 m(a® *b?)

137



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

Déterminer le centre d’inertie des corps solides homogenes suivants :
a) Un demi-cercle matériel de rayon R ;

b) Un demi disque matériel de rayon R ;

¢) Une demi sphere matérielle creuse de rayon R ;

d) Une demi sphere matérielle pleine de rayon R .

%

A.KADI

o
b
o
o
o
i

(a) )
Solution : /////////////ﬁ

a) L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x; ~ 0, le centre de masse du solide est situé€ sur

. =1
I’axe de symétrie. Ona: y; — —fdm
N

Le solide est linéaire ayant la forme d’un demi cercle, sa masse est donnée par :

m=JMl ou: M estla densité linéaire et dl un élément de longueur. L’élément de longueur

S

R cose
dl a pour coordonnées : dl { .0 avec: 0= O< &
Rsin
@ dl = Rd9
i3

La masse du solide est donnee par: m J M =f ARd0 = Mg

N 0

T _2R
0 ]

o =L sam= 1L rar= g RsinOa® = £ (o)
m mg R 0

S
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b) L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x, ~ 0, le centre de masse du solide est situé sur

(s =1 . g .
I’axe de symétrie.Ona: y; ~ —f dm .Le solide est un demi disque, sa masse est donnée
N

par: m =f Ods ou: O estladensité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de
S

0
surface ds a pour coordonnées : ds{r c?se avec: 0=0= T 4y
rsin
\& = rd9 dr
La masse du solide est donnée par : \
" y TR2 \ o~ [x ]}
m =f}‘ds =f)‘rd6dr = }\Trdrfde -0 K § (b) § E|
s oo M.
Yo ifydm - lfyods = Ortn? fr sin%aOar = 3-522 jrzdrfsinerde
mg mg R" R™ 0
x; 0
Yo 4—715 dou: G = 4R
3 yG 33-[;

¢) Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie donc: x; ~ y; ~ 0, le centre de
. . , ‘o -1 f
masse du solide est situé sur I’axe de symétrie. Ona: z;, ~ —Jdm
mg

Le solide est une demi sphere creuse, sa masse est donnée par :

m=J9ds ou: O estladensité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de surface
S

Rcos9 cosV
ds est donné par: ds~ RAORY cos®  eta pour coordonnées : ds RcosY sin¥
Rsin?
T
avec : R constant; 0= 0= ) . Q=Y =om
,,,,,,
................. 3 y

138



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

) 27
La masse du solide est donnée par: m =f Ofs =OR* J cos9q0 f d¥ =0 FR?

N 0 0
_1 _ 1 _ OR® 00fTw=RT. N
2 _—fzdm_—fzods B > cos9 smedefdw v fsmed(sme)fdw
mg mg O2MR 0 2% 0
. 29|72 x; 0
R SIm - R - R =
= — 2 =— - — ; dou: G =0
ooam g, ) Yo
g R/2

d) Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie donc: x; ~ y; ~ 0,le centre de

) o , . =1
masse du solide est situé sur I’axe de symétrie (Oz). On a alors : z, —f dm
m
S

Le solide est une demi sphere pleine, sa masse est donnée par : m =f Pav ou: P estla
N

densité volumique et dv un élément de volume. L’élément de volume dv est donné

rcosY cos¥
par :dv ~ rd® rd¥ dr cos® eta pour coordonnées : dv rcosY sin¥
rsin®
T
avec: 0=r=<R; 0s0=_—_ .osy=ppm  _—-
2 ......
La masse du solide est donnée par : .
B >
TE/ 2J'I: _________________ y
m =fpdv - pfrzdr fcosedefdlp - pgnRS
N 0 0 0 3
on déduit :
1 1 p Ty T p R4 Sinze T2 IR
Zg =—fza’m=—fzpdv=—jr3drfcose sinﬁdaqu) = R 0 o=
m m m, 0 0 p 2°R” 4 2 8
3
x; 0
ZG=3?R dou: Gy y;~0
Zc _ 3R/8
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Exercice 02 :

Déterminer le centre d’inertie des masses linéiques homogenes suivantes :

r T
4 v

Exercice 03 :

(]

Déterminer le centre d’inertie de la surface triangulaire homogene suivante.

ﬂ : \\\\;Bh-i,\\\\\\\\\\\\\\\ W ﬂ W}?\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\%
N/ A \\
%\ w \N \§§\4 '\‘N SRR, \ f"j‘iﬁw\\\\\\\\\\\\\k\

b Ta] bl ] ] T

Figure 01 Figure 02 Figur

Masse du solide plan: m =9 § = O%b.h

=1 =1
Calculons y,; ~ —f ydm = —f yO ds (figure 02)
m

S m S
L’élément de surface est donné par: ds ~ L, dy ; avec L, —~ CD

- h~ L _h~
Dans les triangles semblables OAB et CBD ,nous avons : g—lj -hy - ;l =hy

L, =%(h_y) ce qui donne : ds=%(h_y)dy avec 0= y=h
=1 fyou=2f b - =2(hy2-y3)h=h _h
L ous =2 yv2m=yyay =2 -2 ||"=1 . h
Yo St T Y A T S o 3 Yo 3

Calculons x, = lf xdm = lf xO ds (figure 03)

mg mg

L’élément de surface est donné par: ds = L,dx ; avec L, “EF et 0=x=a™Tbh
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) EF _ B L, _ h
Dans les triangles semblables OEF et OBC ,nous avons : —— — BC =L -

OF OC x a'tb
- h -
L, = X , cequidonne: ds = xdx
P oat . ath
1 og =2 o h - “j"z _2(@ath)’ _2(@*h)’
X, —JxPdsT—J) x X xd. ; —
“ o . ath b(a*h) ", 3 b ¢ 3 p

Exercice 04:
Déterminer, par intégration et par le théoreme de Guldin, les coordonnées des centres

d’inertie des corps surfaciques homogenes suivants :

179
IS
______________ //
Solution :
figure 01

Centre d’inertie par intégration :

Par raison de symétrie, le centre d’inertie est sur I’axe (Ox) , alors y, ~ 0

On calcule d’abord le centre d’inertie du triangle puis celui de la portion de disque, ensuite on
déduit le centre d’inertie du solide.
a) Centre d’inertie du triangle :

masse du triangle : m, = 9§, =O 2a:2R - aR ;

on c?oisit un _élément de surface : K a \\\\\

ds, =CDdx = L, dx ;avec: 0=x=2R . \
\

i

.......

Les triangles OED et OFB sont senblables ;

E _ ED =L/2
Nous pouvons écrire : OF - < X =L == a ., N
OF FB 2R a R
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_ _ 1 ’ _ 4R
X6 —fxdm, B —fx(’dsl f 09 vd 5 fxzdx T
my m 0 R 2R" 3

b) Centre d’inertie de la portion de disque :

Masse de la portion de disque : @
m, =fods2 = Ofrdrfde =0 0R?
s 0 o
on choisit un élément de surfe ds, ~ rd® ar o >
x = rcos? X
de coordonnées : { - .9
y = rsin
avec: 0 =O0=+a o g=,=p
L =1 f =1 f o f o 0
On déduit alors : x,; = —J xdm, = —J) x%ds, = Gog? xPrdr.d
m, my
S f“ 00 1 R . 2R sin® _2R sin®
X r’dr J cosYd —2sin%* ==, DXy .
oagr T, OR?" 3 35O o3 a

Centre d’inertie du solide :

=Xig M Xog My = X681 X652

Xg
m, m, S8
4R ~ 2R sin™ ¢,
=3y o R R 4aRsin®
¢ 2aR ~OR? 37 2a"O9R

Centre d’inertie du solide par le théoreme de Guldin :

La rotation se fait autour de I’axe Oy

4R 2R sin®*
aT = 7] il
o Vuly _QaRTSTORDITITG T 0R da Rsin®
¢ s 2T (2aR ~OR?) 3 2a7O%R
figure 02 :

Centre d’inertie par intégration :
On calcul le centre d’inertie des trois solides (rectangle, quart de disque, disqueyéparément

puis on déduit le centre d’inertie du solide entier.
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a) Centre d’inertie du rectangle :

Masse du rectangle : dm, = 9ds, = Odxdy

Avec 0=x=2a ; 05y=<b; m =92ab

e

Xig fodml - Lfxoals1 = Ozab 2fxcbjdy “a
0 0

m m

O 2
Yig T Lf ydm, = Lf yOds, = %f dJ ydy = b
0 0

m m 2

b) Centre d’inertie du quart de disque :
On fait une translation de repere de 2a suivant I’axe (Ox) puis on calcule les coordonnés du
centre de masse du quart de disque. On choisit un élément de surface :
TTp?2
4

L1
dm, = 9ds, =0, ar avec:0=r=R: 05655; d’ou m,

Les coordonnées du centre de masse seront données par :

_ 1 _ 1 _ o T _ 4R
X, 2a + —fxa,’m2 =2q*t —fxcds2 =2q7 frzdr fcosea’e =2at—

ms s, m s, o "R 0 0 3
4
-1 -1 _ % F,r. _ 4R
Voo —fydm2 = —fyods2 - ) frzdr fsmeafe = e
ms s, m s, o R 0 3
4

¢) Centre d’inertie du disque :

Masse du disque : m, = %?

Les coordonnées du centre de masse sont: x;; —a et y,; a

Le solide est homogene, alors le centre d’inertie des masses est le méme que le centre
d’inertie des surfaces. Les coordonnées du centre d’inertie du solide qui est un systeme
composé seront données par les relations suivantes :

= X T Xpg T Xag My X6 S, X6 8, T XS,

Sur 'axe des X :
ur laxe des X Xg n PR —

m, mz_m2+ S8 85

143



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

2 2 2
a.ab+(a+4R).RR — 47> ab+(a+4R).“R —,,3

. _2 )4 L )4
d’ou: Xg R TR
ab ™ — Ty’ abt —— "7y’
4 4

! A l"!’ Z

+ - + -
=YigM YoMy YigMy = YVigS1 Vg2 Y3653

Yo _ —
m1+m2 m2+ 51+52 52+

2 2 3
b+ 4R TR nnab’ (R g

ab_,_( +4R)ER2—753 ab® L R _5 5
G 2 ) 4 o) 3

JER2 ) ’ TTp2 5

ab™ 4 ~ Ty ab™ T

d) Par le théoreme de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous déduisons le
centre d’inertie du solide composé.

La rotation par rapport a I’axe 'y donne la coordonnée xg :

2 2 2
ﬂ?azb+2ﬂ:(a+4R).nR —T,2 77, ab+(a+4R) "R —T,3

= tot /y . = 3JT 4 = 2 375 ) 4
XG 275 S 9 xG T2 TCRZ
- tot 2n(ab+ R —g-[;az) Clb+ -T2
4 4

La rotation par rapport a ’axe X donne la coordonnée y; :

J'Ebz.a"'1.(43'CR3)_T5612.2TCC1 Lbz +R73—J'Ea3
= Vlm/.x . y = 2 3 = 2 3

PAT ¢ TR
S 2n(ab+ i _”a2) ab™

Ve
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Exercice 05:
En faisant tourner la surface limitée par ’axe oy, la courbe parabolique d’équation y* = 4ax
et la droite d’équation y ~ 2a , nous obtenons un volume, comme représenté sur la figure ci-

dessous. Déterminer le centre d’inertie de ce volume.

y
m Yy =2a B(a,za)

) y? = dax D4 dv =" x* dy

Solution :

_ _ v’ x=0 = y=o0
Nous avons y* = 4ax = x=2 pour : { - = Y
a X

a vy~ 2a
La rotation de cette surface par rapport a ’axe des y donne un solide de révolution d’axe y.
Par raison de symétrie, le centre de masse sera sur ’axe Oy, alors: x; =0 et y, =0
A un hauteur y , on choisi un élément de volume (couronne) dv ayant une surface circulaire

égale a T x> etd’épaisseur dy tel que: dv =T x> dy avec 0=y =2a

Le volume total décrit par la rotation de cette surface est égal a :

V=2fnx2dy=,2fn( )dy= T
0

. 16a”

5 2a
Y_] = zna3
0 5

4
y
16a* 5

La coordonnée du centre de masse du volume suivant I’axe Oy est donnée par :
2
_1 _ 1 _ 17 _ 17 ?
Vo o —fydm = p—fypdv = —fy.nxz.dy = fyn(y—) dy
m V. Vo,

VO 4a
T ) T 6 2a 5

Yo T Jyray=—"— y—} ~>a

16a°V 16612.2“613 61, 3

5
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Exercice 06:
Déterminer le centre d’inertie du disque homogene apres avoir percé un trou de rayon r,

comme indiqué sur la figure. %

Exercice 07:

Déterminer les coordonnées du centre d’in¢k

homogenes su%

7
)
H

(<Y

Figure 02

Le solide est constitué d’un demi disque évidé d’un triangle isocele dont la base est le
diametre du disque et la hauteur le rayon du disque.

Par raison de symétrie le solide a son centre d’inertie sur I’axe des y ,d’ou: x; ~ 0

iTCR3 -2 lﬂiR3
. Vi ! X = Vol (sphére) ™ Vol 2cones) = 3 3 =2 R
G — 2 T —
231: ‘Smt 275 '(Szlisqu S;riangl ) 23‘5 (JTR —RZ) 3 T 2
2
b) figure 02 :

Le solide est constitué d’une plaque rectangulaire évidée d’un demi disque.

1
2= 102 AT,
a" b 5 r°2"%(a r)=a2b_n

X = tot / y = VOl (cylindre) - VOl (demi”torre) = 7‘2 (a - }")

G TT TT - 2 —11.2

2 'Stot 2 '(Sdisque Striangle) 231; (Clb - TEL) 2ab ﬂ:l"
2
4
_ 0,2, — I3

y = ‘/tot /x = VOl(cylindr ) VOl(sphér ) = b a 3 4 = 3Clb2 - 47'3)

¢ s (S, ~S§ T2 32ab Ty’

di iang! ) -
gzsqu Zzung 2J'E (Clb 2 )
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Exercice 08:

Déterminer par le théoreme de Guldin le centre d’inertie des solides homogenes suivants :

ExeD\ \\_’Q

Calculer les volumes e -dessous autour de I’axe y ?

' 3 \\k ;
. N \§\§§§

W W

tm\\\\

N

]

-

e S |
sommet. EZ‘.T 7

Par raison de symétrie le centre d’inertie du cone est situé sur I’axe Oz. On choisit un élément

= N r-R =R
de volume : dv =Tr’dz etsitué aune hauteur z telque: —=— — r=—z

z h h

. . , =1
Le centre d’inertie est donné par : z, —f zdm avec: 0=z=h

m g
Calculons d’abord la masse du cdne. Nous avons : dm = Pdv

m= pfdv prTr dz = pnf—zd ‘an—h—=p TR? h
: : 33

_1 _1 _ 3 R’ _3 _3
dou: z; ~ —fzdm - —fzp“rzdz - fzp”(—zz )dz - —fz3dz “—h
o m’, PTR?K’, h? h, 4
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Exercice 11 :

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R(O,x,y,z) des

solides homogenes (S) suivants :

(S) est une barre AB de longueur L, de milieu O, portée par I’axe Oy ;
(S) est un cercle de centre O, de rayon R, d’axe Oz ;

(S) est un disque de centre O, de rayon R, d’axe Oz ;

(S) est une sphere creuse de centre O, de rayon R ;

(S) est une sphere pleine de centre O, de rayon R ;

AL

(S) est une plaque rectangulaire de dimension a x b de centre de gravité O, I’axe Oz est

perpendiculaire a la plaque ;

7. (S) est un parallélépipede plein de dimension 2a x 2b x 2c et le centre du repere est en O
milieu du coté 2a .

Solution :

1. Le solide est une barre de longueur L

Nous avons un solide linéaire AB =L de

I8

masse m et de densité linéaire ’* tel que :

m=fdm=f)‘dy=}‘.L = A=
S S L

¥
On choisit un élément de longueur dy ayant
pour coordonnées : (0,,0) telque: “L=y=7TL
Les moments d’inertie sont données par :

I, =f(y2 *2%)dm 1, =f(x2 t2dm ;1 =f(x2 v )dm
S S

S

Les produits d’inertie sont données par : I, =f xydm ; 1, =f xzdm 51, =f yzdm
S S S

On remarque que les axes Ox et Oz jouent le méme role vis a vis du solide, alors : 7, =1

X

» 0 ettous les

ped

L’élément de longueur choisi a pour coordonnées x = 0 etz =0 alors [

produis d’inertie sontnuls: 7, “1_~1_70
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Ly 3|L/2 A3 2
- - - = _mL
I, _nydm_ fyzkdy_ky— =-— =1
X -1)n 31, 12 12
Ly N L 2
- - - =M _mL
I, ‘fyzdm‘ fyz)‘dy‘}‘y— -— =1
X - 31, 12 12
mlL’
12
Le tenseur d’inertie de la barre au point Oest: I, =| 0 0 O
mlL’
0 0O
I 12 ]

2. Le solide est un cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz
Le périmetre du cercle est égal 2 : L = 2R Izu
La masse du solide est donnée par : m = Ap =\ omR

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie

alors tous les produits d’inertie sontnuls: [, =1 ~1 70 : A

y Z Z

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme

role par rapport au solide alors les moments d’inertie

suivant ces axes sont égaux : I, ~— [ W

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que soit I’élément de masse dm choisi il
z . 2 2 = 2
aura pour coordonnées : (x, y, 0) , et nous avons aussi dans le cercle : x + y R

I, =f(x2 *y))dm =fR2dm = mR’

N N

I, =f yidm et I W =f x’dm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
N N

obtenons: I, T 1 =f(x2 *y)dm=1_ ,ornousavons I’égalité: I, = I,
S x y

- 1 -
alors: 21, =1, = I,=-% alors : 1, -1, T
x i 2 2

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant I’axe perpendiculaire au plan est égale a la

somme des moments suivant les deux axes du plan.
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R2
~ 0
2
. . = mR’®
Le tenseur d’inertie d’un cercleen Oest: I,(S)~| O 5 0
0 0 mR’

Nous pouvons aussi calculer les moments d’inerties 7, et [, autrement:

X y

On choisi un élément de longueur dl = RdO ayant pour coordonnées ( R cos? ,R sin9 ,0)

7T
Nous aurons ainsi : / =fy2dm = fR2 sin?B8q0 = Amg?

XX

N 0
= = m .
Ornous avons : m= MR = A= SR en remplacant A dans I’expressionde I, ,on
2
) — mR . N .
obtient: [, 5 On obtient 1, dela méme maniere.
X y

3. Le solide est cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz
La surface du disque est : § =7R’

La masse du solide est donnée par: m = OR O TR?
Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors
tous les produits d’inertie sontnuls: [ ~1_71,70

xy

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme

role par rapport au solide alors les moments d’inertie

suivant ces axes sont égaux : [, T [ RS

X y

Nous avons un solide dans le plan (xOy), on choisi un élément de masse dm = Ods = Ord® ar

telque: 0Sr=R et 0=0 =77

x = rcos?
2 212 = . . 2 2 = 2
Les coordonnées de cet élément sont : dm) y rsm6 , et nous avons aussi : x° y r
z-0
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2% 4 2 2
- - - —a R - R° _ mR
I, _f(x2 ty))dm _frzarde dr = Ofr3dr.fde - G.T.Zn - GJTRZ.? - m2
S N 0 0

I, =f yzdm et 1, =f x’dm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
S S

obtenons: 7, * I, =f(x2 *y)dm=1_ ,ornousavons I’égalité: I, = I,
N X y

- y -
alors: 21, =1, = I,=—= alors : 1, YA
x ) 2 4

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant I’axe perpendiculaire au plan est égale a la

somme des moments suivant les deux axes du plan.

2
mR 0
4
e ) - mR*
Le tenseur d’inertie d’un disque en Qest: 1,(S) 0 4
0 0 mR®
2
4. Le solide est une sphere creuse de rayon R de centre O .
L’élément de surface ds est repéré par les coordonnées sphériques : (R,6 W) tel que:
R cose cos¥
ds{ Rcos9 sinV E
R sin6
T T

Avec: ——=0=_ o o=y =,n
2 2

2 2 2 = 2
Nous avons alors : x> T y* 2> =R

La surface de I’élément choisi est donnée par :

ds = Rde RdV¥ .cos6 =R’ cosad6 4¥
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Ty 27T
Masse de la sphere creuse : m =f Ods = f OR? cos949 f d¥ =0 47R?

N 2 0
Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont
nuls: 7, 1.7 1,.70
On voit aussi que les axes Ox, Oy et Oz jouent le méme role par rapport au solide alors les

moments d’inertie suivant ces axes sont égaux: [/, ~ I, ~ I, nous pouvons écrire :

x y
151, 1 = or 2 yam+ [0 * 2 yam S 7+ 3 ydm
§ s

S

37, ~ 2f(x2 Tyt 2dm = 2fR2dm = 2mR’
N

N

dou: I, ~ szz
« 3
=mR* 0 0
Le tenseur d’inertie en O d’une sphere creuse est : 1, (S) = 0 %mR2 0
0 0 —=mR’

5. Le solide est une sphere pleine de rayon R de centre O .

L’¢élément de volume dv est repéré par les coordonnées sphériques : (r,6 W) tel que:

r COSe COSlp

dv rcosB sei)nw E

7 sin

T T
Avec : _55955 et OSW =T (=,=pR

2 2 2 = _2
Nous avons alors : x> T y* ¥ z° =7

Le volume de 1’é1ément choisi est donnée par :

dv = rde rdV dr cos6 =’ cosed6 AV ar
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Ty 27
Masse de la sphere pleine : m =fp dv =fp r? cos9a0 ¥ ar = pj-rzdr. fcosﬁd6 fle
S S 0

p) 0
m= p.i.nR3
3

Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont

nuls: 7, =1, 71, 0 . Onvoitaussi que les axes Ox, Oy et Oz jouent le méme rdle par
y Z Z

rapport au solide alors les moments d’inertie suivant ces axes sontégaux: [, =1, =1 _,
nous pouvons écrire :

1,%1,7%1, =f(y2 * zz)dm*'f(x2 * zz)dm’Lf(x2 *y*)dm
N

N N

3, ~ 2f(x2 Ty?t)dm = Zfi’2dm = 2pfr4dr. fcoseda ffa"P = 29,1%547c
N s 0

T2 0

2 2
dou: 31, = 2R o g = 1= 2R p Aps =2, 2
x 5 X 5 3 5
I, =1, °1_< 2 R’
x y 5

2R 0 0
5

Le tenseur d’inertie en O d’une sphere pleineest: 1,(S)~| O %ml’?2 0

0 0 Zmr®
5

Exercice 12 :

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R(O,x,y,z) des

solides homogenes (S) suivants : quart de cercle, quart de disque, demi-sphere creuse, demi-

sphere pleine.
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iy V]
S

] e | &

»5&
al

Fig :01 Fig :02 Fig :03 Fig :04

i

a) Calculer pour chacun des solides le moment d’inertie par rapport a la droite (A) passant

par le point O et le point A de coordonnées (R, R, 0) ;

b) Déterminer les axes principaux d’inertie pour chaque solide.

Solution :
. . _TR =\ TR

fig: 01 Le solide est linéaire de longueur : L = By donc de masse : m = EX
On considere un élément de longueur : dl = ARdd |Z|“

T =A\p 0
avec: 0=0= — ,de coordonnées (O,Rcos6 ,RsinG) E} ............ d [~ "Rd

2 ---------
Les axes Oyet Oz jouent le méme role alors : 1, =1 . A ‘ el

| | 9 w1

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que
soit I’élément de masse dm choisi il aura pour
coordonnées : (x, y,0) etnous avons aussi dans le cercle : ot y2 =R’

I, =f(x2 + yz)dm =fR2dm = mR*?

N N

= 2 = 2 . . .
I, f y'dm et I, f x“dm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
N N

obtenons : 1, * I, =f(x2 *y)dm=1.. ,ornousavons I’égalité: I, = 1,
s x ¥
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- -1 -
alors: 21, =1, = I,=—% alors : 1, 1, T
x 2 2

Calcul du produit d’inertie 7, = f xydm

N

T T 3 3 2
I, =fxydm = chose.R sin® Mra® = Ag? fsined(sine) =R - 2_mR7 = mR

N 0 0 2 R T
2 2
mR mR 0
2 T
. . —|_mR 2 mR*
Le tenseur d’inertie du quart de cercle en Oest: 1,(S) - > 0
0 0 mR’

2) Moment d’inertie /a par rapport a la droite (A) passant par 0(0,0,0) et A(R,R,0)

Soit u le vecteur unitaire porté par cette droite , il s’écrit :

C_OA_Ri*Rj V27,27V 7y

L+
u —— iT—j —
OA R>*tR? 2 2 / 2( 7

Le moment d’inertie par rapport a la droite (A) est défini par :

mR’ mR’ - ﬁ
e m b
- nd 2 2
IA=uT.IO(S).u=(—2,—2,O]_mR mR™ g ([ Y2
272 “ 2 2
0 0 mR* || 0
A ~C 0ff1 1
\/— 2
1A=(72 (1),1,0 “C A 0|1 =%Q—c, “CctA 0f1 =%(A‘C_C+A)=A-C
o0 o0 BJ\O 0
_ mR*> _ mR?
Ia
2 T
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3) Calcul des moments principaux d’inertie.

Si I, , I, , I, sont les moments principaux d’inertie , ils sont solution du déterminant :

A"l —C 0 ]=
-C A°I 0|0 =~ (B_I)LA_I)z_Cz 0
0 0 B7I

(B—I)Q@I—c ATIYC =0

on déduit alors: I, ~ B = I, =mR’
= 4 = _ mR’ + mR’
I,=A"C I, S m
=, — _mR’ _mR’®
I,=AC — 1, 5 -

4) Détermination des axes principaux d’inertie

a) Axes principaux

[
Soit e, un vecteur unitaire porté par cet axe principale tel que ¢, ~ ym ou (I, m, n) sont les

n

cosinus directeur alors nous avons : > ¥ m* ¥ n? =1 et nous avons aussi :

ATI, ~C o [|7| |o (ATI)I~Cm=0 (1)
“C ATI, 0 [[m|T|o] = “CIt(ATI)m=0 (2)
0 0 B ILllnl |0 (B"1)n=0 (3)

L’équation (3) nous donne : n =0
En résolvant ce systeme d’équation nous obtenons les valeurs des cosinus directeurs.
Multiplions I’équation (/) par n et I’équation (2) par m et faisant la différence :

(ATINIP~Cml=0

~ClmT (A~ 1)m> =0

(ATINDIP ~(A"I)m>=0 A1) " m)H=0 < IP=m> I1=*m
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\/_
nous avons ainsi: > tm?*tr?*=1 < [PY2*t0=1 = 2= 1= ==

_.2

dons m 5 Nous avons donc I’axe principal passant par O et de vecteur unitaire :
RN N
el(_ —0) 2(— —0) et (0.0,1)

De la méme maniere si on utilise les moments 7/, et I, on retrouve les mémes axes qui

R V2 2
_— . - . 1
sont : e ( > ", 0) B el( > "5 0) ; (00,

Pour les solides restant leurs tenseurs d’inertie ont déja été calculés précédemment. On
procede de la méme maniere et on retrouve facilement les moments principaux ainsi que les

axes principaux d’inertie.

Exercice 13 :

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R(O,x,y,z) des

solides linéaires et homogenes (S) suivants :
A

Figure :01 Figure :02 Figure :03

Solution :
Figure :01
Le solide de la figure :01 est composé de trois barres S1, S2 , S3 .Le moment d’inertie du
solideaupoint O est égal a la somme des moments d’inertie de chacune des barres au méme

point O.
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1($) T1(S)o T1(8))0 T1(S3),

2
’"3L 0 0 0 0
— — mL
15),=| 0 o0 (22 18, = |0 7
0 L ml?
3 0 :

Figure :01

Pourlabarre S3 , nous utiliserons le théoreme de Huygens. On détermine le moment

d’inertie au centre d’inertie G3 de la barre puis on le ramene au point O par le théoréme de

_|X% T L
Huygens. nousavons O 1y, ~ L/2
G -
g O
mlL’
|12
Le moment d’inertie de labarre Sz @ G3 estdonnéespar: I(S;)gs | 0 O O
0 0 mL’
i 12 ]

Nous avons par le théoreme de Huygens :

= _ml’ . ml? _ ml?
1.(S)y =1, (S Ym(y2 t72) =2+ =
;( 3)o ;( 3)63 (¥ G) 2 4 3

1,,(S3)0 ~1,,(S5)6 Ym(xg tz2) =0t ml? = ml?

= + 2+2=mL2+ 2+L2 =4 -
I,.(S3)0 ~1.(S3)g; " m(xg ™ ys) m| LT — —mL
12 4 3
= = L _ml’
I, (S3)o ~ 1, (S3)6; +meyG 0+mL-E 5
y y

1, (8)0 "1, (83)63 +meZG -0

Z Z

1, (S3)0 "1, (S3)63 +myGZG —0
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0

Pour le solide de la figure (2) utiliser la méme technique de résolution. Le tenseur d’inertie du

solide de la figure (3) se déduit a partir de celui de la figure (2).

Exercice 14 :

Les deux panneaux solaires d’un satellite sont de forme rectangulaire, montés tel que

représenté sur la figure ci-dessous. Afin de maitriser les différentes rotations du satellite, il est
demandé de déterminer :
a) Le tenseur d’inertie du systeme en O relativement a R(O,x,y,z2) ;

b) Le moment d’inertie par rapport a un axe passant par le point O et le point A(c,% 0)

ra

A *.E...»{
]
ot i *
G 7
R eeaEnt o
A 4
b "
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Solution :

a) Tenseur d’inertie du systeme au point O dansk(O, x, y, z)

Le systeme est formé de deux panneaux rectangulaires identiques S; et S2 de masse :

m =9 ab et de centres de gravité respectifs : Gy et G .

On calcul les tenseurs d’inertie en ces centres d’inertie puis, par le théoreme de Huygens, on

déduit les tenseurs d’inertie au point O dans le repere R(O,x,y,z) .

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont

nuls: I, = 1I,,

I,. ~ 0 Nous avons un solide plan: z =0 alors I, ~1,. ~0 et
aussi: I, "1, T,
X y Z

Nous avons aussi : 1(S,), ~ I(S,), donc I(S), ~ 2I(S,),

Calculons le tenseur d’inertie du panneau (S1) en Gy :

T =S 7 * 2am = y2am = [ 20 axay =0 bfdedey =Op.

3 al?2 )
y = ma
3 Tal2

s, s, s, “b/2 ~al2 12
b/ af 3 |b/2 2
I, =f(x2 +2%)d =fx2d =fx20.dxd =0 Jx’d Jd =O%a. x_] =7
s, m s, m s, y b2 X “aly “b/2 2
2 412
= = —m(a""b
I, _f(x2+y2)dm_1(;1x +IGly = )
s, x y 12
Les plans (xG,z) et (yG,z sont des plans de symétrie, alors tous les produit d’inertie sont
nuls: I, ~1Ig, ~Ig, ~ 0  onobtient ainsi :
y z z
ma’ - ma’
0 0 0 0
12 ) 12 )
= mb - mb
1(S))g 0 " 0 et 1(S,)q 0 " 0
2 412 2 412
0 0 m(a”"b7) 0 0 m(a” " b7)
12 12

Les coordonnées du point Gy sont (¢t %, 0,0) etcellesde Gz ("¢~ %, 0,0) .
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En appliquant le théoreme de Huygens comme précédemment nous obtenons les tenseurs
d’inertie de Sy et S2 au point O.

[
ma 0 0
12 )
— — mb b
I(S)o ~1(S,)0 ~ 12 +m(c+5)2 0
2442
0 0 m@ b+ o+ oy
12 2

Le moment d’inertie du solide est donné par : 1(S), = I(S,), T1(S,), = 21(S,),

ma2 0 0
6 i A0 0
1(S),=| 0 %’LZm(c"‘%)z 0 =0 B 0
242 0 D
0 0 —m(“6 b )+2m(c+§)2

b) Moment d’inertie par rapport a l’ax(és) passant par les points O (0, 0, 0) et A(c, ¢/2, 0)

—

Soit u le vecteur unitaire porté par (A) ,il s’écrit :

C_0 _cit@l2)j - c N (al2) "~ _ T
u g — J2 — 21"' — = co *itsin® j
e Je2*t@r2)? Jr @iz} i) s
Le moment d’inertie par rapport a la droite (A) est défini par :
. - A 0 O cos™ cos™
In=u' .IO(S).M=Q&)OL, sin®,0[0 B 0] sin® = Acos®, Bsin®0 | sin®
0 0 DI\ O 0

2
m_ 4 +bo|. 2a
— T 2m(c ™ =) |sin
46 ( 2)

2
= 2 .2 =M 2
In = Aco "% * Bsin®* = ——co " F
s 6 s
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Exercice 15 :

Une piece mécanique homogene est constituée d’un cylindre creux (S;) de masse my , d’axe
Oy, et soudé a sa base a un parallélépipede (S2) de masse my tel que représenté sur la figure
ci-dessous. Déterminer :

1. Le tenseur d’inertie de la surface cylindrique au point O ;

2. Le tenseur d’inertie du systéme 1, (S) au point O ;
3. Le moment d’inertie du systéme par rapport a la droite (A) faisant un angle de 30° dans le

sens positif avec I’axe Ox et passant par O ;
4. Le produit d’inertie du systeme par rapport aux droites (A) et (A') appartenant au plan

(xOz) tel que ALA

..........

A
v

Solution :
1. Tenseur d’inertie de la surface cylindrique (S 1) au point O

Nous avons un solide ayant un axe de révolution (Oy) alors : /,.(S,) = 1_,(S,) , nous pouvons

aussi voir que les axes (Ox) et (Oz) jouent le méme role.

Les plans (xOy) et (zOy) sont des plans de symétrie d’ou :/,,(S,) = 1. (S,) T 1,.(S,))~0
On choisi un petit élément de surface : dm, =O RdPdy avec 0P =2T et 0=y =h

ayant pour coordonnées : (R cos?, y, Rsin9) tel que: x*+tz2 =R’

27T
Masse du cylindre : m, =fa'ml =f0 RO dy = ORfde fdy =0 2R h

N N 0 0

Nous avons alors :

2717
1,,(S)) =f(x2 +z%)dm, =fR20Rdedy = 0RSfdG]‘dy =OR> 2™ h =0 2™"Rh.R* = mR®
S

N 0 0
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Or: 1,.(S,)=1..(S,) alors : 1. (S)* 1(S,) =21 . () = J (> * 22)dm, + [ (x* * y?)dm,

N N

21,8y =S x>+ 22 ydm, + J2ydm, = 21 ()= 1 <S>+f2y2dm

S

I (S 1
RRAIN SN SRR P
s 0
_mR?> _ mh?
]xx(Sl) - 12 + 13
m,R? + m,h’ 0 0
2 3
L,sy=| o m, R? 0
2 2
0 0 m,R + m.h
2 3

2. Tenseur d’inertie du systeme /,(S) au point O ;

1o(S) T 1(S) T 1,(S,)
Calculons le moment d’inertie du parallélépipede : 1,,(S,)

Les plans (xOy) et (yOz) sont aussi des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie

sontnuls: 7,,(S,) T 1.(S,)T1,.(5,)70

On choisi un élément de masse tel que :

dm, = Pdxdydz  avec _gsxsg;_bsyso;_ <z

al cl
La masse su solide (S,) est: m, = fpdm =p fdx}dy dz = P abc

s, “a/2 “b  "e¢/2

A.KADI

Comme les coordonnées sont indépendantes, nous allons calculer séparément les intégrales :

a2

12

fxzdm —pf 2a’xj‘a'ywa’z pl—bc

Tal2 ~b Tc/2
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al c/ 3 2
fyza’m2 =p fdx}yzdy dz = pa%c = m23b

“al/2 b “c/2

2

fzzdm2 =p defdy cfzzdz - pab% _myc

Tal/2 Th Tc/2 12

Nous avons ainsi :

2 2 2 2
Ixx(S2)=f(y2+Z2)dm2 - m2b +m2c =m2(b_+c_)
< 3 12

2

2 2 24 2
I (S =fx2+22 dm, =2+ ¢ =m(a ¢ )
yy( 2) Sz( ) 2 12 12 2

2 2 2 )
1.5 = oy ym, = 1+ 10 =mz(b +“_)
S, 12 3

2 2
m2(b_+c_) 0
3 12
24 2
I,(5)= 0 mz(“ 12" ) 0
2 2
0 0 mz(b—"'a—)
3 12)]

Le tenseur d’inertie du systéme est donné par :

m(R—z”Lﬁ)"'m (E’Li) 0 0
N2 3 N3 12
2 4+ .2
1,(8)= |0 mlR“mz(“ ‘ ) 0
12
2 2 2 2
0 0 ml(R_+h_)+m2(b_+a_
2 3 3 12
A 0 O
Onpose: [,(8)T|0 B 0
0o 0 C

[xy(Sl) =[xz(S])=Iyz(Sl) =0

|

A.KADI
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3. Moment d’inertie du systéme par rapport a la droite (A)

Soit 7 le vecteur unitaire porté par I’axe (A) ,il s’écrira: n = cos®*it0./ sin%k

cos*

— -

ny 0 Le moment d’inertie par rapport a (A) est donné par : [a = n' I 0(8).m
—_ a
sin

Nous avons ainsi :

A 0 0ff cos™ cos®
Isx = (c0s?,0,7sin®)|0 B 0 0 =(4c0s?*0,7Csin%)| 0
0 0 C\"sin® “sin®
= 200 + 20 = 3A + c
In = Acos Csin ; 14 T Z et en remplacant A et C nous obtenons :
4] "2 3 N3 12/ 40 N2 3 N3 12

4. Produit d’inertie par rapport aux droites (A) et (A‘)
n est le vecteur unitaire porté par I’axe (A) : n(cosa, 0, “sina)

—

¢t est le vecteur unitaire porté par I’axe (A‘) : t(sina, 0, cosa)

Le produit d’inertie par rapport aux droites (A) et (A') est donné par la relation:

Ina =7t I,(S).n

0 0} cos* cos™*
Isa = ~(sin®,0,cos*)|[0 B 0 0 |=7(4sin®0,7Ccos?)| 0
0 0 CJ\~sin® “sin®

Ina = " Asin%cos® * Ccos®sin® = T3(C_A)

2 2 2 2 2 2 2 2
ml(R_+h_)+m2(b_+“_)—ml(R_+h_)—m2(b_+c_)
2 3 3 12 2 3 3 12

\/5 a’ —c?
mz—.
4 12

_\3
AA -

4

!

Ian =
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Exercice 16 :
Déterminer le tenseur d’inertie en O, sommet d’un cone plein et homogene d’axe de

révolution Oz, de hauteur # et dont le cercle de base a un rayon R, comme indiqué sur la

figure ci-dessous. -

dv = dr dz

—

Solution : X

Cone : Deux plans de symétrie (xoz) et (yoz) = I, =I1_=1_0

Xz vz

Les axes ox et oy jouentle mémerole: 7, =1,

Nous avons : x> ¥ y*> =r? et 1’élément de masse est égal & : dm = Pdv = P2 rdrdz
CD _oC - _R

Dans les triangles OAB et OCD , nous avons — =~ — < I=2=,=2,
AB 0OA R h h

O<r<%z et 0°z<h

R

I =f(x2 +y2)dm =fr2,pzﬂrdr_dz = pz“j:f hr3dr)dz = pom

N S 0 0

R

4 2
].2461]2 = p“th.R—
4h*", 10

9 A 2z = 1 —
or nous avons la masse d’un cone est donnée par: m = 3 PTR2h alors PTR*h = 3m

dou: I =-=mR>
10

Comme 7/, =1, ,nous pouvons aussi écrire :

20, =1,.7%1, =f£y2 tz0dmt (x*tz%)dm =f£x2 ty)dmt2 zidm
S5 S§

21 =1, +2fzzdm gy %"‘fz%lm = %mR2 "'fzzpznrdr,dz
S

S S
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R

2 7.5
I, =—mR>* p275j:£ rdr)dz = ER TR pTE R f Ydz = mR2 + an_zh_
20 . 20 W s
2
1= 3 re e =3 g3 0 =3 R e
- 20 5 20 5 5 4
3R>+ 3 0 0
20 5
= 3 2 +3 2
1,(S) 0 —mR"~ T =mh 0
20 5
3 2
0 —mR
10

Exercice 17 :

Soit une plaque carrée homogene de c6té a , de masse m dans un repere orthonormé

R(O,x,y,z) . Le centre de masse de la plaque est en O, avec ’axe Ox perpendiculaire a la

plaque.

1. Déterminer la matrice d’inertie de la plaque au point O ;

2. AT aide de plaques identiques, on construit une boite cubique vide de masse M. On
désigne le centre de masse de cette boite par le point O2 , qui est aussi le centre du repére
RO, ,x,,y,,2,)

a) Donner les coordonnées des centres de masses de chaque face de la boite par rapport au
repere R(0,,x,,,,2,) ;

b) Déterminer la matrice d’inertie de la boite dans le repere R(O,,x,,y,,2,) ;

¢) Lerepere R(O,,x,,y,,z,) est-il un repére principal d’inertie ?

d) Calculer le moment d’in 1§de la boite par rapport un axe passant par O: et F.
Z\

dm =9 dyds A
N A By
y o.1]

7
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Solution :

La plaque est un solide plan de masse m =9 a* dont I’axe Ox est 1’axe perpendiculaire &

celle-ci alors: 1, =1, %1

Les axes Oy et Oz jouentle méme roled’ou: 7, =1

zz

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie: [, =/ =1, 70

xz yz

On choisi un élément de masse dm = Odydz de coordonnées (0, y, z) tel que:

—ﬁsysﬁ; <,<4 On aura ainsi :
2 2 2 2
al?2 al 2
I, =f(x2 *z%)dm ‘f *dm ‘ﬂ;20 dydz=0 dy. )z*dz =
S S Tal2 Tal2 12

al2 al O
1. =J o * y2ydm =[ y2am =J},°0 dydz =0 y”dy.fdf 4 - ma
S S S Tal2 Tal2 12 12

- - _ma
Ixx - [yy +Izz 2[yy
6
[ ma?
0 0
ma*
Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre O est : [,(S) = =
2
0 ma
12 |

2.a. Coordonnées des centres d’inertie de chaque plaque formant la boite :
La boite est composée de six plaques identiques symétriques deux a deux par rapport au
repere R(O,,x,,y,,2,), O, estaussi le centre d’inertie de la boite.

Les centres d’inertie des plaques ont pour coordonnées :

(ABCD):(%,O, 0) : (EFGH):(‘%,O, 0)

(AEFB):(O, 0, %) : (DHGC):(O, 0, ‘%)
(BFGH):(O,%, o) : (AEHD):(O,‘%, 0)
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2.b. Matrice d’inertie de la boite dans le repére R(O,,x,,y,,2,) ;

Comme la boite est cubique, alors tous les plans sont des plans de symétrie et tous les axes

jouent le méme rdle. Nous aurons une matrice diagonale dont les éléments sont tous égaux.

On va procéder en cherchant les matrices d’inertie des plaques deux a deux.

Les plaques (ABCD) et (EFGH) ont les mémes matrices d’inertie en leur centre d’inertie :

2

ma 0 0

6
- - ma’*
1,(ABCD) = I .(EFGH) = ) , en utilisant le théoreme de Huygens on
2
0 ma
12 ]

déduit leurs tenseurs d’inertie au point O, .

ma*
0 0
6
ma* al’
I,,(ABCD)=1,,(EFGH)=| 0 + m(—) 0
12 2
ma* a)’
0 0 + m(—)
A 12 2
ma*
0 0
6
ma’*
1,,(ABCD) = 1,,(EFGH)=| 0 3 0
ma*
0 0
3
on déduit facilement par rotation des axes :
[ 2
ma 0 0
3
ma*
1,,(BFGC)= 1,,(AEHD)=| 0 p 0
ma*
0 0
3 ]
[ ma?
0 0
3
ma*
1,,(AEFB) = 1,,(DHGC)=| 0 i 0
ma*
0 0
6 |
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I1,,(boite) =21 ,,(ABCD)* 21,,(BFGC) * 21 ,,(AEFB)

[ ma? ma’*
0 0 0
6 2 3 2
I boitey=2| 0 2L o |*2| 0 @
3 6
ma*
0 0 3 0 0
2
Sma 0
3 2
1,,(boite) = 5n13a 0
0 0 ma*
3 |
La masse de la boite est donnée par: M =6m —~ m=
i
SMa 0
18 .
o= S5Ma
1, (boite) =
0, (DollE) 8
Ma?
0 0
18 |

2.c. Lerepére R(O,,x,,y,,2,) est-il un repére principal d’inertie ?

*t2

A.KADI

la matrice s’écrirait :

comme tous les plans de ce repere sont des plans de symétrie et que tous les axes ont le méme

role alors le repere R(O, ,x,,¥,,2,) est un repére principal d’inertie. La matrice étant

diagonale nous pouvons facilement le vérifier avec tous les axes.

—

En effet nous avons : 1, (boite).x, = I (boite) de méme pour les deux autres axes.

2.d. Moment d’inertie de la boite par rapport a un axe A passant par O, et F.

“al?2

Nous avons : O,F| a/2

—_—

al?

,soit # le vecteur unitaire porté par cet axe, il s’écrira :
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Le moment d’inertie de la boite par rapport a un axe passant par O; et F' est donné par la

- —

relation : Ia =u’ I, (boite).u

<2 0 -_L-
18 V3
, =(_1 I 1) 5Ma’ 1| _5Ma?
A _’_’_ =
V373743 18 V3 18
0 Ma* || 1
18 Il 3 |
_ 5Ma’*
In = > 18a L’axe O,F estaussi un axe principal d’inertie.

Exercice 18 :
Pour mesurer la vitesse du vent, on construit un anémometre a 1’aide de quatre demi spheres
creuses (S1) , (S2) , (S3), (S4) de méme masse m et de rayon R,liées entre elles par des

tiges de masses négligeables, comme représenté sur la figure. La distance des centres des

demi spheres au point O est égale a b.

Déterminer le tenseur d’inertie de I’ensemble par rapport au point O.

Solution :
(01) , (02) ,(03),(0Oy) : sont les centres des demi sphéres

(G1) ,(G2) ,(G3) ,(Gy) : sont les centres d’inertie des demi spheres
00,=00,=00,=00, =b

Les centres d’inertie des demi spheres sont connus par rapport a leurs centres respectifs :

R
0,G,=0,G,=0,G,=0,G, =3 (déja calculé dans I’exercice 01.)
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Pour résoudre cet exercice nous calculerons les tenseurs d’inertie de chaque demi sphere en

son centre O, puis on le calculera en son centre d’inertie G; par le théoréme de Hugens. On
passera ensuite de chaque centre d’inertie au point O en appliquant encore une fois le
théoreme de Huygens.

1. Moment d’inertie de la sphere (S1) en Oy

Nous avons : (xO,y) et (zO,y) des plans de symétrie alors : 1, =15, =15, =0
Les axes O,x et O,z jouent le méme rdle donc : 1, = /..
Le moment d’inertie d’une demi sphere creuse a été déja calcule dans les exercice précédents.

On choit un élément de surface : tel que dm =9ds = OR?dW cos9a0 avec: 0 =W =27 ¢

T
. 2 2 2 = 2
0=0= —  Nousavonsaussi: x>t y>*tz?=R>;

Calculons : /,,,

On peut écrire : 1, + Iy.. =f(y2 tz%)dm +f(x2 ty*)dm
S

1 SI

21, =f(x2 *y? +22)dm+fy2dm =fR2dm+fR2 sin>0 OR?qW 05940

5, s, s, s

21,, =mR? +0R4nfsin29.cd(sine)fqu) = mR? +0R4_l_23t = mR> +0275R2_R—2 _ 4mR*
‘ 0 0 3 3 3

25, T 4n;R2 = Iy = %mR2 =1,..

Calcul de /,,,

1o, =S * 2yam =[x * 2 + 22yam = [ y2dm = [R2dm = [ R sin?© OR2 W cosOd
S

1 S, s, 5, s,
J-[/ 27[ 2
IOyy = mR* ~OR* fSinze.Cd(Sine)deP = mR? _ MR =sz2
| 0 0 3 3
ngz 0 0
3
Le tenseur d’inertie de (S1) en Oy est: 10l S)= 0 %mRz 0
0 0 szz
3
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On déduit le tenseur d’inertie au point G, dans le repére (O,,x,y,z) par le théoréme de

R
Huygens : les coordonnées de G, sont (0, —, 0) dans ce repere.

2
1,(S) 7 1 (Sl)+m(412) g (S) 71, (Sl)_m(fllz)

2
szz _m(ﬁ) 0 0
3 2
— 2 2
15 (S)) 0 —mR” 70 0
2
0 0 2 Rz_m(ﬁ)
3 2

Le tenseur d’inertie au pointO dans le repere (O,x,y,z) se déduit aussi par le théoreme de
R
Huygens : les coordonnées de G, sont (b, —, 0) dans ce repere.

10(51)=1G1(51)+m(1)12)

2 2
ngz_m(ﬁ) +m(£) _mbﬁ 0
3 2 2 2
I1,(S) = _mb§ =mR*> ~0t mb* 0
2 2
SR B
3 2 2
ngz _mbﬁ 0
3 2 2
I,(S)= | " mb— 2 uR> + mb’ 0
2 3
0 0

ZmR* T mb*

Le moment d’inertie de (S,) se déduit facilement a partir de celui de(S)) . Les coordonnées

de G, sont (Th, ~—, 0) dans le repére (O,x,y,z) ,nous avons donc : 1,(S,) = 1,(S;)

De la méme manieére pour les demi spheres (S,) et (S,),nous avons :

Le tenseur d’inertie de (S2) en Ozest: [, (S,) =
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A.KADI

On déduit le tenseur d’inertie au point G, dans le repére (O, ,x,y,z) par le théoréme de

R
Huygens : les coordonnées de G, sont (~— 0,, 0) dans ce repere.

16,(8,) = I, (52)+m(422) = 16, (S,) T 1o, (52)_’”(422)

2 mR? =0 0 0
3 2
I (S))~ 0 %mR2 _m(g) 0
R 2
0 0 2 R ‘m(—)
3 2/ |

Le tenseur d’inertie au pointO dans le repére (O,x,y,z) se déduit aussi par le théoreme de

R
Huygens : les coordonnées de G, sont (™ 5 b, 0) dans ce repere.

10(52)=IGZ(52)+m<D§)

2
2aR: =0+ mbt mp 0
3 2 , ,
1,(8,)~° mb5 szz_m(ﬁ) +m(£) 0
2 3 2 2
2 R 2 2
0 0 —mRz_m(—) *m b2+( )
3 2
sz“'mb2 mb£ 0
3 R 2
_ 2
1., (S)~ mb— R? 0
0(9,) > 3
0 0 %mRz"'mb2

Le moment d’inertie de (S,) se déduit facilement & partir de celui de(S,) . Les coordonnées

R -
de G, sont (5, ~b, 0) danslerepere (O,x,y,z) ,nous avons donc : 1,(S,) = 1,(S,)

173



UMBB Boumerdées,

Faculté des sciences,

Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

Le tenseur d’inertie du systéme au point O est donné par :

15($) = 215(8) T 21,(S,)

szz _mbﬁ 0
3 R 2
I1,(8)= 2" mb— 2 R+ mb? 0 *2
2 3
0 0 ZmR?* t* mb*?
(8 i s
1,(8)= 0 ng2 +2mb? 0
0 0 §mR2 * 4mb?

Exercice 19 :

A.KADI
ZmR?* * mb? mb§ 0
mbﬁ szz 0
2 3
0 ZmR* * mb?

Un solide homogene de densité P, de forme paraboloide, est engendré par la rotation d’une

surface parabolique autour de 1’axe oz . L’équation de la parabole limitant cette surface est

_ h
donnée par: z = Fyz

1. Montrer que la masse du solide est: M = % PTR?p .

2. Déterminer le tenseur d’inertie du solide au point O ;

3. Calculer le moment d’inertie en G suivant I’axe Gx : [,

M
G .
A
X
9 \ >
2.
]

x
g Py
D Z T
z
Y /
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Solution :
1. Masse du solide
On considére un élément de volume : dv = sdz =T?dz

La masse du solide est égale a :

2 2
M= Pfav=p[m2g; = pm 7zar-pfc%h_-lpmeh

N N 0 2

2. Tenseur d’inertie du solide au point O ;

A.KADI

Le solide a un axe de révolution (Oz) donc les axes (Ox) et (Oy) jouent le méme rdle, nous

avons ainsi : 1, ~ 1,

2 2
s 0

4 2 4 3 2 4 2
I, =p7 R g+ R—z3dz = p| B AL R = prg2p| &2
g A W3 h o4 3
2 2
]Oxx=2M _+h_]=%%2+3h2
3 4 6
/

S

1

4

L L e e (GRS A FR R B
N S

S

4 2
I, =10yy +fy2p”yzdz _fzzpﬂyzdz = IOW + pnff—zzzdz_ pﬂf%z%{z
s s s

S

R* h3 R* n* R? h R* _h
Io. =1, *P0— — =P — — =], *PTR*h|— =1 +2M[—‘—]
o= Tow T2y h 4 3 4] ™ 3 4
Lo =1, M(4)Io 3h* = 4R2+3h2 +AZ(4R2‘3h2) :MRZ
%(4)1%“3112 0
- M
Le tenseur d’inertie s’écrit : 1, (S) = 0 ?(4)132 +3hn° 0
0 0 %MR2
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3. Calcul du moment d’inertie en G suivant ’axe Gx : /,,

Nous utiliserons le théoréme de Huygens pour passer du point O au point G.
IOxx=IGxx+M(dz) = ]Gxx=10xx_M ?

Déterminons d’abord les coordonnées du centre d’inertie G :

L’axe (Oz) étant un axe de révolution alors le centre d’inertie se trouve sur cet axe d’ou :

- = =1
Xe Tys =0 et ZG‘Mdem

S
PTR> h* _ 2PT R® p

_ 1 _ P R? - =2
=—J)PYd = ——Jdr = —— — —=—=Zh
“o M{Zﬂy M hzz T M RT3 PR A3 3

Zg

h

[SSHE )

M M h?
on déduit: I, =1, ~My; +Zé)=z(4)Rz +3h° ‘Mghz =Z(4R2 "'?)

2
IGxx - M(41€2 + h_)
6 3

Exercice 20 :

On découpe une plaque carré de coté a et de masse m dans un disque plein et homogene de

masse M et de rayon R, tel que représenté dans la figure

- - -

1. Déterminer le tenseur d’inertie du disque par rapport au repere R,(O,x0,y,,20) ;
2. Déterminer le tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R, (O,x1,y,,z1) puis dans le
repere R, (0,x0,y,,20) ;

3. En déduire le tenseur d’inertie du systeme dans le repére R, (O,X0,¥,,20) .

D7) 7 @&
. /}70 - /J’o ; Vi A
g %

(=SS

A )

_ pEi

A\

7.
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Solution :

1. Tenseur d’inertie du disque plein dans le repere R,(O,x0,y,,Z0)

Déja calculé a I’exercice 11.3

[ MR? . .
4 1 00
. _ MR? _ MR?
Io(a’zsque)R0 0 0 010
MR? 0 0 2
0 0 5 R,
'Ro

2. Tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R (O,x,,y ,z1)

Les plan (xOz) et (yOz)sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont nuls.

Les axes Ox et Oy jouent le méme role : 1, (plaque) = I, (plaque)

Solide plan: z=0 = [I_(plaque)=1_(plaque)™ 1, (plaque) = 21 . (plaque)

al2  al 4 2 )
1. =Jyam= [} oday =0 a fyzdy =02 =g, 2 =1
S s “a/2 a2 12 12 12
2
ma
I, =1, et I.7
yy 6
[ 2
ma 0
2 10 0
ma ma
I,(plaque) , =| 0 0 = 01 0
o(plaq )R1 2 >
0 0 ma’® 00 2R1
6 g

- - —

On détermine le tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R,(O,x0,y,,Z0) en utilisant la

matrice de passage du repére R, vers le repere R, .
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— — — — —

= ° o _ N2
Nous avons : X, = cos45 x,"sin45 y, = 7(x0+ V)

— — — —

o o \/5
¥, = “sind5 x,"cos45 y, =7(‘x0+y0)

2 %
X 1 1 0%
. “ 2| N
Sous forme matricielle nous aurons : | ¥, o 1 1 0|y
0 0 v2)|;

La matrice de passage du repére R, vers le repere R, est donnée par :

1 1 0 1 "1 0
J2 J2
S==171 01 0| et Poogy " 2l 1 o

2
0 0 V2 0 0 2

P,

RITRO

Le tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R, est calculé par :

Io(plaqu )R0 =PRT1—>R0 Ay (plaqu Ip - Bri=ro
e e !

1 "1 0 1 0 0 1 1 0
_2 m * V2| _
I, (plaqu ) —11 1 0 [ O 1 0] —("1 1 O
R, 1 a7 2
€ 0 0 2 0 0 2]p 0 0 V2
1t T oo)1 oo (2 00
_m _ _m
IO(plaqu)R0 a241 1 O 1 1 O iy 0 2 0
e
o o V2 o0 0 2v2 00 4/p
(1 0 0
=" 101 0
a9
00 2p

le résultat reste inchangé dans les deux reperes.

A.KADI
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- -

3. Tenseur d’inertie du systeme dans le repere R, (O,x0,y,,20).

1, (System )= 1,(disqu )~ I ,(plaqu )

e e e
a1 (100 o A1oo
m m
1, (System )= 0O 1 0o ~ 010=( - )010
O(e )R4002 a12002 e 012002
RO RO RO
ornous avons : @> = R>*R>=2R> = 4 =RJ2 en le remplacant dans I'expression du
tenseur, nous obtenons :
MR? 2mR* oo
m
I, (Systeme) = - 010
oByicme) ( 4 12 )
0 0 2 R,

1 00
1, (Systeme) = é@M “2m R0 1 0
0 0 2 R,
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CHAPITRE V

CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL
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CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

1. Définition

La cinématique est I’étude des mouvements dans 1’espace et le temps indépendamment des
causes qui les a produit et des phénomenes qui les influencent. La position du point matériel P
est déterminée dans 1’espace a chaque instant du mouvement.

Par rapport a la statique ot a la géométrie des masses, traité€s dans les chapitres précédents, la
cinématique introduit un nouveau parametre qui est le temps. Ce parametre sert a fixer et a
repérer toutes les positions occupées par le point matériel, parmi toutes les positions qu’il a
occupé auparavant.

La notion de temps permet de rendre compte de la simultanéité de deux événements, de
I’ordre de leurs successions et de la durée de 1’intervalle qui les sépare. Ceci nous amene a
travailler dans un repere ou un observateur li€ a ce repere, peut étudier le mouvement dans

I’espace et le temps.

2. Hypotheses fondamentales

Pour étudier le mouvement d’un point matériel P ou plus généralement d’un systeéme de
particules ou de solides un observateur doit repérer leur position :

- dans I’espace ;

- dans le temps.

En cinématique classique, on suppose que :

- D’espace est Euclidien ( a trois dimensions) ;

- le temps est absolu (indépendant de 1’observateur)

3. Les référentiels
Afin d’étudier completement le mouvement cinématique, I’observateur doit définir :

- un repere d’espace, lié a I’observateur, avec une origine O et une base orthonormée

- - — - - —

(i,j,k),letriedre (O,i, j,k) ainsi constitué défini completement le repere d’espace ;
- un repere de temps (échelle de temps) par une origine et une unité de mesure. Dans le

systtme MKSA la seconde est I'unité de mesure du temps.
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Le repere d’espace et le repere de temps définissent a eux deux le repere <<espace temps>>
noté¢ (R).

Dans ce repere, a un instant donné par I’horloge,
la position d’un point P(#) est définie par ses

coordonnées , x(t) ; y(t); z(t) tel que:

OP =t i* (1) j* 20k

La position du point P est connue de fagon

instantanée dans I’espace et dans le temps.

3.1. Trajectoires et vecteurs vitesses
Soit P un point matériel repéré dans un référentiel R(O,i, j,k) fixe. Sa position est donnée

— —

A chaque instant par le vecteur : 7 (¢) = OP(t) = x(t) i ¥ y(¢t) j* z(¢) k . On dit que le vecteur

. . x(t)
r(t) a pour composante dans le repere fixe : () =~ Y y(f) al’instant 7.
z(t)

Le déplacement du point P dans I’espace est donné par les équations paramétriques des
coordonnées (X, y, z) en fonction du temps. En éliminant le parametre temps entre elles, on

obtient la trajectoire décrite par ce point dans 1’espace.

r(t) = OP(t) : position du point P dans R(O,i, j,k) alinstant ¢ .

- - —

re™ At) =0oP(t™* A1?) : position du point P dans R(O,i, j,k) alinstant ¢ + At .
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Le vecteur déplacement de la position r(t)a es?dtoﬁr@éte) par

r(t) = ( + At) r(t) . Les positions occupées par le point P dans I’espace, décrivent une

— - —

trajectoire (I‘) par rapport au référentiel R(O,i, j,k) choisi.

x(t)=2t* *3
Exemple : r(r) = yy(@) ~¢t/2 ,en éliminant r on obtient : x = 8 y2 +3
zZ(#H) 70

C’est I’équation d’une parabole dans le plan (xoy). Le mouvement se fait selon une trajectoire

parabolique.

La trajectoire a elle seule n’est pas suffisante pour caractériser completement le mouvement

du point P. Il est nécessaire de préciser et d’étudier les variations du vecteur déplacement

car ceci nous amenera a connaitre le vecteur vitesse du point par la premiere dérivée et le
vecteur accélération par la seconde dérivée par rapport au temps. Ces deux vecteurs
permettent de caractériser totalement le mouvement du point P sur la trajectoire.

3.2. Vecteur vitesse

Le point matériel se déplace de la position P() a la position P( t+At) pendant la durée de

—

oA AN = A
A, s pn _rttTr 2 2r@
¢ ala vitesse moyenne : V,, () A A,

temps

A

Le vecteur vitesse instantanée est obtenu lorsque :2¢ —~ 0 , elle est définie par :

—

() _dr@®)

, on a ainsi la vitesse instantanée: V(t) 7
t

V)= lig}l) oy (1)~ hp

3.3. Vecteur accélération

- - —

La dérivée du vecteur vitesse dans le méme repere R(O, i, j,k) donne 1’accélération

— dV(t) - d’ t(t)
dt dt’

instantanée du point P : Y )~

Les deux vecteurs cinématiques permettent de comprendre la nature du mouvement et de
prévoir les différentes phases selon le que le vecteur vitesse est de méme sens ou de sens

contraire au vecteur accélération.
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4. Les systemes de coordonnées
Le point matériel P peut étre repéré dans 1’espace dans un repere fixe (R) de centre O par

trois types de coordonnées différentes mais li€es entre elles :
- Cartésiennes : (x, y, z) vecteurs unitaires du repere (i, j,k)
- Cylindriques : (r,e ,Z) vecteurs unitaires du repere (u, ,uo ,k)

- Sphériques : (r,e %) vecteurs unitaires du repere (e, ,eo ,eq)

Ces trois types de coordonnées permettent de décrire tous les types de mouvements du point P
dans I’espace.

4.1. Les coordonnées cartésiennes

Elles sont aussi appelées coordonnées rectangulaires.
Sile point P est repéré dans R(O, i, j,k) par les coordonnées cartésiennes (x,y, z) qui

—_—— _—— — —

dépendent du temps, alors le vecteur positionOP s’écrirait: OP = x ity j¥ zk ; on déduit

le vecteur vitesse et le vecteur accélération par la premiere et la seconde dérivée :

V(t) = dOP(t) dx it dy jt= dz k ; notée sous forme: V) = xityjtzk
dt dt dt t
avec : [V[(r) ={x*ty T 7
Y(t)_dv(t) - d’x "'d Y "'d Zk ; notée sous forme: Y (1) =xityjtzk

dt a | dr J dt*

avec: | =Vx*ty** 7’

_—— — — — —_—

X
oP=xityjtzk ; OPT y
Z

OP~ x2"'yz+z2
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4.2. Les coordonnées cylindriques (r,G ,2)

Sile point P est repéré par les coordonnées cylindriques : (r,e ,2) qui dépendent du temps

— - — —— — —

dans un repere R(O,u, ,us ,k) ,le vecteur position s’écrirait : OP ~ ru

r

—

;=d0P='_’+ du,

ru, zk
dt dt
du, _du, 49 0 . .
0 . up ,on obtient ainsi :
t dv dt

- - — ——

Danslerepere R(O,i, j,k) levecteur OP s’écrit: OP ~ }rSin

L’accélération est déterminée par :

—

_d*0P _dV _d(ru,) , drOus) Ly
dr’ dt dt dt

— —

=

—

Y=.r.u+ dur+6 +6 +6d”9+ iy
dt dt

du, _du, a9 _9  dus _dus de=_ée

a D a " a0 a "

Oor nous avons :

L’expression de I’accélération devient :

—

Yy = ( 62)u+(re+2re)ue ik don Y= \/(r— 822+(re+2re)2+12

V=9 s Yo =929 v, =

4.3. Les coordonnées sphériques (r,e )

0
0

r COScp COS

> > —> ——

Danslerepere R(O,i, j,k) levecteur OP apourcomposantes: OP = 1rcos®sin

rsin®

En coordonnées sphériques il s’écrit : “OP.e, “re
oP

r
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avec :
e, =co Putsin®Pk ; ep = "sinPutcosPk
s
T - T du- de __ de - des __"

u=cosPe ~sinPe, ; e ; u; e ; e,
’ U R a9 e

alors: ﬁ=_cPsin(pu"'c0 cpd_”+cpco Pr=0co Pep = Psin®u*tPco Pk

—

de. _p -
de’ _eco PepTP(~sinPutco Pk) _eco Peo T Pey ; on déduit la vitesse du point P:
! S S S

— . — — . — ¢«

- - V. °r
- P _d . Ty de _ T, 9 ” _— . -0
V“do (re,) re,"'r—e' _re,"'reco PeotrPey ; = V=1V =00 @
dt dt dt S °S
V(p=r(p

I’accélération se déduit facilement en dérivant I’expression de la vitesse par rapport au temps :

* —

;= dV _d(re,) +d(reco Peo) +d(”(p€fp)

dt dt St dt
) : M= r(eco cPee"'cPecp) 100 Py trPe,
dt S S
d e (p _ o o — (Y] .
Q?) : M‘reco Pept 0 co (pee 6(Psm(pee 9 co pde
s
dt S S S dt

deo _deo d9 __§~ __¢ T o
= — =79y = co Pe ~sin®
dt 0 § o )

— —

S co Peo*r9¢o cPee e(pschee r92¢co Pco Pe, ~sinPey)
dt S S s s

d(r co CPee) - e
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dr9co Pey) _

-0 cocheJ“(r co Pt 0o P 10PGin®) e t192 o PsinP e,

at S S S S
d(r(Pe(p) : S “dey _ o ‘dey 4P
3) - ——~ cp Pe, TP (P Po, TP i
A3 : 7 e(p rveg 7 r ecp r¥ey " r o
de . d rcpe .« . e s -
comme : =~®e, alors u=r¢)e¢+rq’e¢_rqﬂe,
dt dt

En sommant les trois termes, on aboutit a :

Vo= 92,02 00529
Yo = r0cos®+ 19 cos®* 10 cos® O Pin® =&'di(”26)_”eq)5inq)
r t

Vo =r@+,02 cos(Psch"'rcP"' rcP—l Z’t( 2cp)+ 6: sin® cos ¥
r

5. Les mouvements curvilignes

Soit P un point matériel décrivant une trajectoire curviligne le long d’une courbe (F) Les

composantesnormale n ettangentielle U alacourbe au point P sont naturellement les plus
usitées pour décrire les mouvements curvilignes. Les composantes sont en mouvement avec le
point matériel, le long de la trajectoire. Le sens positif de la normale est choisi dans toutes les
positions vers le centre de la courbure. Ainsi le sens de la normale change en fonction de la
courbure de la trajectoire.

La vitesse et I’accélération du point matériel P, sont déterminées a partir de ces composantes
et de leur changement de direction. Considérons un élément de cette courbe et étudions le

mouvement du point matériel sur cette trajectoire.

5.1. Abscisse curviligne
Pendant une petite variation de temps dt , le point matériel est passé de la position P vers P’

parcourant une distance ds (longueur d’arc) le long de la courbe avec un rayon de courbure
N
P. Lespoints P ¢ P’ sontinfiniment voisins de telle sorte que la longueur de ’arc PP’

compris, entre les deux points soit confondue avec la longueur ds = PP’ .
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La courbe est alors orientée dans le sens positif des s croissant. La variable s est appelée

abscisse curviligne du point P .

—

B

5.2. Tangente, Normale et Rayon de courbure

A partir de la définition de I’abscisse curviligne nous pouvons écrire: ds ~ Pq0

——

Le vecteur déplacement OP est une fonction paramétrique de la variable angulaire 0
Le vecteur unitaire T tangent a la courbe est donné par la relation
t=dOP _dOP dt _dOP 1 _1dOP ., =ds _|dOP

— — = etnousavonsaussi V= — " |——

ds dt ds dt ds V dt dt dt
dt
: _ d Ql - d @ _ T =
Nous avonsaussi: ¢~ =1 alors d—e =27 d—e ~ 0, alors d—a estperpendiculaire T
- dT_dT 1"

dv _ 1
onpose —px _ K ; nous pouvons écrire: —  —f(p.—  —.
pose 40 P ds d ds P

— —

comme £=p . alors AR
a9 : ds P

—

- levecteurunitaire n de direction normale a la courbe (F ) aupoint P estdirigé vers le

centre de la courbure ;

- P estun scalaire positif appelé rayon de courbure de la courbe (F) aupoint P.

on déduit a partir du produit vectoriel du vecteur unitaire tangent a la courbe et du vecteur

unitaire perpendiculaire a la courbe au méme point P un troisiéme vecteur unitaire appelé

binormale: b =T/ n. Ces trois vecteurs V,n,b) forment une base orthonormée direct.

(
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— —

2=1 — .d_n=0

. dn
Nous avons aussi: n n alos —— ades composantes dans le plan

ds ds
LT dn _dt+u.
perpendiculairea n ,il s’écrit alors : d_ “p
s
%=%(‘E/\n)=dd_sAn "'r’\%:Bn"nJ’t’\()‘tJ““b):t" Wpy=—WU,
.. db__y : - =1
doi  — = "Yn . onpose par convention — ; nous obtenons finalement :
ds u T
db _n ) 1 . . . . . N
% T : le scalaire P est appelé torsion au point P delacourbe (*) il peutétre
s

—

—

. e db R
positif ou négatif suivant que le vecteur —— a méme sens que le vecteur n oulesens

ds
contraire. Nous pouvons aussi écrire :
d_l’l:i(;/\;):@/\; +;/\£= l;/\‘; +;/\ ;l=—_b—_r
ds ds ds ds T p p

on déduit finalement une relation entre les trois vecteurs de la base :

dn - _
ds

N3|®L

5.3. Repere de Frénet

Les deux vecteurs unitaires ainsi définis, tangentiel T etnormal n aupoint P constituent

—

les premiers vecteurs de la base de Frénet. Le troisieme vecteur unitaire b de la base est

obtenu par le produit vectoriel des deux premiers, il est appelé binormale a la courbe (F) a

point Pestdéfinipar: b =T pn .

La base ainsi obtenue est appelée base de Frénet. Elle dépend de 1’abscisse curviligne s liéau

— - —

point P .Lerepére R(P,¥ n,b) liéaupoint P estappelé repere de Frénet.
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54. Vitesse et accélération du point P dans le repere de Frénet
Pendant une petite variation de temps dr le point matériel est passé de P a P’ parcourantune

distance ds le long de la courbe ayant un rayon de courbure P .

Nous pouvons écrire : ds = P d® @ a9 estlavariation de I’angle compris entre le

vecteurunitaires U ¢ ' tangents ala courbe aux points P& P’ .

Lavitesse dupoint P estdonnéepar: V = —7 p 62— : sous la forme vectorielle, elle
t

— 6 — . — — . .
s*écrit: V=pc;—17 =POT =yT g v=PY = 6=%
¢

L’accélération du point P estdonnée par :

~ gV 4T agv= gt gt wodn o
74V oy dT e dV T savons: =T b dndn g
dt dt dt dtdv dt dt dY dt

cquit: ¥ =vOr VT . 6=Y | on de 1" accélération devient :

ondéduit: Y TVYn o comme o I’expression de I’accélération devient :
4

N _ds
T=—ntv Cette expression peut aussi s’écrire en fonctionde s etde ¢ ca V

dt

y = i(d_) (d_) <
Y dr’

T d‘E

a

6. Les mouvements particuliers

6.1. Mouvement a trajectoire circulaire

- - —

On dit que la trajectoire d’un point P est circulaire dans un repere orthonormé R(O, i, j,k)

fixe, sile point P se déplace le long du périmetre du cercle de rayon a constant et
appartenant au méme repere.
On choisit un cercle dans le plan (Oxy) de telle sorte que son centre coincide avec celui du

repere. Le point P sur le cercle est repéré par deux coordonnées :
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Lerayon a ducercleetl’angle 0 ~ (Ox,0P) que faitles vecteurs OP avecl’axe Ox.

——
— — - —

P o
Soit e, levecteurdéfinipar: e % ,alorsnous avons: OP ~ OP.e,

r

— —

- d - des __ "~

e, —
Le vecteurunitaire e, change de direction avec I’angle 9 .qon - e d e,
& 9

Le rayon de courbure est ici constant, la vitesse du point P est donnée par la dérivée du
vecteur position :

— —

= _ 40P _ de _ de d9 _
\% = “Ta——"a—Fh.— " aVe
e da O dr !

¢ —

L’accélération du point P se déduit par :

= dV(P) —49>2 e, +49 e
dt

;(P)

O= ® . yitesse angulaire du point P ;
e =

@ accélération angulaire du point P .

La vitesse du point P est tangente au

* —

cercle et a pour valeur algébrique : V(P = a9 eo

L’accélération du point P a deux composantes : I’'une tangentielle : 7V, = a® = q® |’autre

= — 2 = — 2 214 .
normale: Y a9 a®? . On remarque que le vecteur accélération normal T est

n
- — — -

. 7 Lo = — 2 = —(2
toujours de sens opposé au vecteur position OP : Y, = "aW’ e, =70 0P

Connaissant la vitesse et I’accélération angulaire nous pouvons connaitre la nature du

mouvement:
S 06 > 0 le mouvement est accéléré
g 66<y le mouvement est retardé

S =p=0-= Ct le mouvement est uniforme, I’accélération tangentielle est nulle, mais

I’accélération normale ne I’est pas.
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6.2. Mouvement a trajectoire hélicoidale

- - —

Un point P est en mouvement sur une trajectoire hélicoidale dans un repere R(O, i, j,k) s’il

décrit une hélice droite, dessinée sur un cylindre de rayon a .
Les coordonnées cartésiennes du point P dans ce repere sont données par les équations
paramétriques en fonction du temps ¢ sous la forme suivante :
. x(e) = acos? (1)
OP~ y(e) = asin® (t) ; a : rayon de I’hélice
20 =69

0

L’angle Jjoue le méme role que dans les coordonnées cylindriques ou polaires. Le

0

parametre b = Cte est appelé pas de I’hélice. On remarque que, lorsque 1’angle augmente
de 2 les positions x et y ne changent pas mais suivant I’axe vertical z on fait un
déplacement de : 2T b

@y =x®) o 0+ =y0)

Z(G +2n)=b(6 +2n)=b6 +2“b=z(9)+27‘b

Le vecteur position du point P dans le repere R(O,;,;,;) est donné par :

—

0P=ae,+zk=ae,+bek

Les vecteurs vitesse et accélération s’ écriront :
viP)=aP e bk =Ve etV k
Y(P)= _aeze,"'a9 eo T hO &

On remarque que le rapport entre les composantes

— —

de la vitesse suivant les vecteurs unitaires es et k

0

est indépendant de I’angle “ .
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Cette expression traduit le fait que toute tangente en un point P de I’hélice fait un angle

constant avec la verticale passant par le point P et parallele au vecteur k& . Le mouvement

hélicoidal est uniforme si la vitesse angulaire de rotation est constante, donc indépendante du

paramétre temps (9 =@ = Ctre) .
Dans ce cas la vitesse et I’accélération auront pour expressions :

V(P)=aPe ThOk avec V(P)=9D(a®tbh?)

—

= — 2 21 2 . IR EY . R
T(P)=~a®?e, , 'accélération est dirigée vers I’intérieure de la courbure.

On a vu précédemment dans les mouvements curvilignes que 1’accélération du point P

s’écrivait sous la forme : Y (P)

—

_dv o, Vv~ =
=T+ T et n sontles

——n ou les vecteurs unitaires
dt p

vecteurs, tangentiel et normal au point P de la courbe.

—

En appliquant cette relation dans le cas du mouvement hélicoidal uniforme ou T = e et

— —

n = Te, ,sontles vecteurs tangentiel et normal au point P de la courbe nous obtenons :

r

- - y2- v~ V2
V(P)="a®%e, = o = TgWle = R < g0 = oen remplacant la vitesse
(D2=(D2(a2+b2) — p=(a2+b2)=a+£

par son expression on aboutita : a 0
a a

Comme la normale en P est toujours dirigée vers I’intérieur de la courbure, on peut

déterminer facilement le centre C de la courbure en écrivant la relation suivante :

-

PC="Pe,

- - —

Nous pouvons aussi associer au point P le repere de Frénet R(P, e, ,eo ,k) .

7. Mouvements a trajectoires planes

7.1. Définition

- - — — — —

Soit O le centre d’un repére cartésien R(O,i,j,k) fixe,telque k= i”™ j et P un point

en mouvement sur une trajectoire (I‘) dans le plan (xoy) de ce repere.
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En utilisant les coordonnées polaires (r,e ) le vecteur position du point P s’écrira :

= T i 0. Code, o _ . g -
OP " re, avec r>0 avec: e, ~ cos9 i *sin® j = e = de’ =~sin8 i * cos® Jj ; d’ou
deo _ _ Y RS P
de N Cose l sme Jj ~ “e, ainsinousavons: k " e, A e
La vitesse du point P en fonctionde e, et e» estdonnée par :
C_doP_dr T, drdd "7, g~
V- —- _—e,"'r—e— - re,"'re eo
dt dt dv dt
L’accélération aura pour expression :
— _ dV _ d2 OP _ o_ . — o o oo —
T==—= — (r r62)er+(2re+r6)ee
dt dt
Géométriquement, les positions des points P et P’ sontinfiniment voisines sur la
trajectoire.

En passantde P a P’ le vecteur position balaie I’aire dS qui est la surface du triangle OPP’ :

dS=%OP’\dOP

= —r.rde = l_,,ZdG
2 2

La dérivée de cette expression par rapport au temps, notée : S est appelée vitesse aréolaire.

)

S RN

i

Elle représente 1’aire balayée par unité de temps : ST—"—r"—
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7.2. Loi des aires

Nous avons vu précédemment que le mouvement du point P étant dans un plan, sa vitesse

——

— « —

(o =dOP _ . . (
s’écrivait : V - =re ¥ r9 eo ; le produit vectoriel du vecteur déplacement par le

dt

vecteur vitesse conduit a la relation suivante :

CD.
Eanli

R - o -
C OP’\ dOP Tre, A(re + 6 ) d—k
dt dt

= = 2 . . . N
Onpose: C~Ck avec CT~r 0 , en comparant avec la vitesse aréolaire, on aboutit a

la relation suivante : S = a5 - lr2 6=C ;
d 2 2

) = C pe .

S T— ; C:estappelée constante des aires.

2

On remarque aussi que la dérivée de la constante des aires est reliée a 1’accélération Ve, car

nous avons : C =d(r*9)y=2,70+,20 =,2,0+,0 =y, = v, -C
-

7.3. Mouvement a accélération centrale
a) Définition

On dit qu’un point P décrit un mouvement a accélération centrale dans le repere orthonormé
R(O,1i, j,k)si et seulement si, le vecteur position OP du point P est colinéaire avec son

—

vecteur accélération Y (P). Dans ce cas nous pouvons écrire : ¥ (P) = A OP avec rE IR .

Le mouvement a accélération centrale est un mouvement a trajectoire plane, il résulte de la

-

— 2 -
= = P
condition de la colinéarité que donne I'équation : OPY(P)=0 avec Y(P)= a0

dt’

En dérivant I’expression vectorielle ~ OP™ et en tenant compte de la condition de

colinéarité entre le vecteur position et le vecteur accélération, nous obtenons :
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s = ~ ~ s 2_ﬁ —
d| pndOP | dOP ,dOP 4 . nd 02P=O
di dt e dr dt

A dOP
dt

——

ce qui signifie que : OP

—

= C est une constante indépendante du temps et appelée

constante des aires comme précédemment.

ddﬂ=2=r2é; c=p6 = é=%
t

——

opr?

=S

b) Expressions des vecteurs, vitesse et accélération, en fonction de la constante des aires

En remplacant 9 en fonction de C dans toute expression, nous avons :

En remplacant ces expressions dans celles des vitesses et accélérations nous obtenons :

V(P)~ re,"‘re 2 _Ci(l)e,"'gee
r

;(P)=(;_rez);+(2;é+,,é');=(-c_d (1)_6_);=-C_(1+d (1));
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¢) Expression de la trajectoire en coordonnées polaires

Nous avons une relation entre I’accélération du point P et le vecteur position, elle est donnée

par: Y(P)~ A op ; en les remplagant leurs expressions respectives en coordonnées

polaires et on obtient :

2 2 - - 2 A
e e L A e - DR
r d r r

I

Lorsque la valeur de est connue, la résolution de cette équation permet de déterminer

6 .

I’expression de r en fonction de

On obtient la loi du temps du mouvement a partir de la loi des aires, en effet nous avons :

c=s0 == C=r2% ; d’ou dt=%r2de or r estune fonction 9 : r= £®)
t

0
dt = %f(e )2de Tt T %ff(e )? 49 ; a partir de cette équation, on reconstruit la
0

trajectoire du point P .
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

T
1. Représenter les points A et B de coordonnées polaires : (/,0) et (2,57) ;
T
2. Représenter les points C et D de coordonnées cylindriques : (2,5 2)et (2,1 72),
Exprimer les vecteurs OA et OB dans les reperes locaux correspondant.
T T am
3. Représenter les points E et F de coordonnées sphériques : (2,2,2) et (1,5,7) ;

- - - -

Exprimer le vecteur EF dans le repere local : (E,e, ,eo ,eq) .

On donne : ¢, =sin® cos® i *sin®sin® j* cosY k
eo = cos9 cos® it cosOsin® ji~sin0 k

— — —

eo = “sin®itcos? j

M9

Solution :

—— — —

1. Les coordonnées polaires : M (r, 9) avec OM ~ru, ou u, estun vecteur unitaire

r

A1,0) = 0A=r=1 et 9=0

T n
B2 Y = op=r=2 o 8= =a+"
4 4 4
2. Les coordonnées cylindriques : M (r, 6, 2)
A
OM =ru,*zk ol u, estun vecteur unitaire C(0,2,2)
T - == T
c2,—,2) = oc=2u*t2k ,9=— {
2 2 ’ =E
. m o 0 |
C(x 20055 Y 251n5 , 2 2) . D1, 0, 71
- - - X
DA,T, ") = OD=u "k L O=m

D(x=1cos™ | y=1sin™ |, z=71)
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—— -

Expressions des vecteurs OA et OB dans leurs reperes locaux respectifs :
Le OA peuts’écrire : OA = (OA‘ u, )u, + (OA' Uuo )ue + (OA‘ k) k

- - - T

Dans le repere local : (A,u, ,us ,k) avec 0 = E nous avons :

-

u, ~cos—itsin—j=j
o = “sin—itcos— = T
L 2 2
k= k

d’ou:0A = (OA' j)u,"'(OA' - i))ue’f(OA-k)k =2u t2k

——

De la méme maniere pour le vecteur OB
Le OB peut s’écrire : OB = (OB' u, )u, + (OB' us )ue + (OB' k)k

- - -

0=

Dans le repere local : (B,u, ,us ,k) avec nous avons :
u, = cos™ itsin® j =7
uo = “sin® itcos™ j =7
k= k

d’ot :OB = (OB'(_ i))u,+(0B°(_ j))ue +(0B' k)k “u, "k

3. Les coordonnées sphériques (r, 6’ )

L .  [x=rcos? cos®
OM “re, ol e, estun vecteur unitaireOM\y = rcos sin @
z=rsin®
x~1 x="J6/4
i A - _ oy ]
EQ,—,—) = OE{ y=1 et F2,—, ) OF{ y=+6/4
4 - 3 4 -
=2 2712
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Expression du vecteur EF dans le repere local (E,e, ,eo ,eq) avec: 0=

T
— et
4

— — — —

_ T T 112
Ondonne: e, =sin%cos®itsin®sin® j*tcos®%k = ¢ _E l+5]+7k
ee=cosec0scPi"'cosesinch_sinek = ee=li+lj_—2k
2 2 2
- - - -~ L -
eo = " sinPitcos®j T e T—it—

2 2

nous avons : EF=0F_OE=_(§+1)i+(§—1)j+(%—\/§)k

EF = (EF‘e,)e,."'(EF‘ee))ee+(EF'e(p)ecp
G B

. . o N2
En développant cette expression on abouti a: EF = (7 “2)e, Tee 76@

Exercice 02 :

Un point matériel se déplace sur une trajectoire décrite par les équations paramétriques

x~t
suivantes : 1y~ 2¢° ; Déterminer :
z- 0

—

1. Le vecteur unitaire T tangent 2 la trajectoire ;

2. Lerayon de courbure P ;
3. Lanormale n ala trajectoire ;

—

4. Labinormale b ;

Solution :

1. Vecteur unitaire T tangent 2 la trajectoire

— —

T alaméme direction et le sens que le vecteur vitesse. T =

=

=

a8
a

A.KADI
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- v, ~ 1 R . T.50
La vitesse s’écrit: v = v, T4t T v = +4t] et y = Y, 74 = 174
v, -0 Y .0

ot v = w2 vty =1t 16r

_\7

—

—

On déduit: T =

—

v o it4j 1 . M
= l
Jitierr  Aitierr N1tier?

i

2. Le rayon de courbure P ;

Dans la base de Frénet , I’accélération du point matériel est égale s’écrit: ¥ =V ¥V,

— —

Ou Y, et Y, sontrespectivement I’accélération normale et tangentielle.

Or nous savons que : | , calculons Y

2

v
Y

16t

vitier®

(1>6t2 _ 16 -y =__16
1+16> 11612 SENETE
3
v o 1t1er’ =(1)*16t25
T, 4 4
Vitier?

—

3. Lanormale n ala trajectoire

Comme Y,‘—V —32t(1)+16t25'= etque Y TVL Y]

On déduit: Yy =V> =72 =16~

p=

Soit s 1’abscisse curviligne, la normale a la trajectoire est donnée par la relation :

T_dT _dT ds=pdf=pdfdt=9df _ds
n —e __6 I e — car v —
d ds d ds dt ds v dt dt
- 1 - - _1 - - 3 - -
;=g 4jatri6er’) ~(itar pretie’y 2 | P44t J)_ (1*16¢° )2 4407 ])
V 17167

Y atie? )2 4(1% 162 )2 a+16:2 )2

—

4 T, 1

dou:n~ i J
Vit16” 1716"
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4. La binormale

C’est un vecteur unitaire perpendiculaire au deux premiers,d’ot: b =Tt n

1 ~ 4t
(1*16¢%) (1716t%) 0 0
pe| 4 a1 || =0
ati6:) 1t16:) ’
0 0 1

Exercice 03 :

Un mobile se déplace a vitesse scalaire constante sur une trajectoire d’écrite par des équations
paramétriques en coordonnées cylindriques :

z-kr

rorye ,ou k,r,, c :sontdes constantes positives.

1. Trouver I’équation horaire r(¢) sachantqu’a: t=0— % =0 ;

2. Déterminer le vecteur accélération et le rayon de courbure de la trajectoire.

Solution :

1. Equation horaire

La vitesse du mobile en coordonnées cylindriques est données par :

=+, +

v=v. vty Tre, r®e, T zk on déduit les composantes de la vitesse:

- ¢ — - -, = ¢ —
v = rn®Pc.e” TcPr o vy Tr® o v Tkr~krn,Pc.e” Tkc?P.r
r 0 ¢ 0

Z

- N = = 22 .2 22 2 2 2 2
on abouti finalement a: v = /v’ tvg *v? \/c Q22+ 2 @2t 22 @2
vEr® 1t e’ t tk?) comme la vitesse étant constante : v = v, = Cte

. . Q
v —r®y1*Tc*(1* *k?) , or nous savons que : P =a;_ etque: Y1tk T K

t

- d¥® - od?

. P =V
v, _r—.K onremplace r par son expression : v, re —.K < e dP = —dr
dt dt Kr,

on intégre cette expression par rapport au temps et on obtient :
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@

fecmch =v—0dt = 166CP =v—0t+A

0 Kr, c Kr,
e — _1 . 1 ¢ — V 1
sachantqu’a r=0 9@ =0, alors: A~ — ;ce quidonne : —¢° =0t
c c Kr, ¢
9 — CV, 9 — CV . — N - CV
e TSt T e ?Ot * 7, onsaitque r(t) = re” dou: r() ?Ot tr

Kr,

2. Vecteur accélération

En coordonnées cylindriques I’expression du vecteur accélération s’écrit :
=(r- rqﬂ)e + (r(p"' 2r®)e, t
onsaitque: P=Cte = ®=0; v=Cte = r=0

— .

’accélération devient : ¥ = ~r®? ¢ + 2r@Peq

o o

— * - * —

Y =—r®? +2?0ccPe cPecp=_r(p2e,+ cP?reg

Le rayon de courbure se déduit 2 partir de la relation : W= comme ®=P alors:

v
Y

cp 1+ 2q++
=v_l’ "¢ (1 k A te 2(1++k p=r/1+c2(1++k2)

S .

Exercice 04 :

Un mobile supposé ponctuel, décrit la courbe plane dont I’équation en coordonnées polaire
(P ,6) est donnée par: P = % po at cose) ol po : constant désigne une longueur donnée.

1. Quelle est I’allure de la trajectoire du mobile ?
a. Précisez les positions des points d’intersection de cette trajectoire avec les axes
cartésiens ox et oy ;

0

b. Exprimer en fonction de , I’abscisse curviligne s du mobile, compté a partir du
point A qui correspond a 0=9 ;

c. Pour quel angle polaire nous avons s = P , on notera par B la position correspondante

201



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

d. En déduire le périmetre de cette trajectoire fermée étudiée ici.

2. On choisira comme origine des temps, ’instant ou le mobile est au point A . On admet

w

que la trajectoire est décrite avec une vitesse angulaire *” constante.

a. Exprimer la vitesse linéaire du mobile en fonction du temps puis en fonction de P

b. Déterminer les composantes d’accélération radiale Y, et orthoradiale Yo ; en déduire

I’accélération ¥ du mobile en fonction du temps ;

c. En utilisant les expressionsde Y, et Vo ,déterminer ’accélération normale Y, a

I’instant 7 ;
d. En déduire le rayon de courbure de la trajectoire en fonction de 0 ; Retrouver ce
résultat directement.
Solution :

a) Tracé de la courbe et intersection avec les axes

o . . . C =1
La trajectoire dont 1’équation en coordonnées polaire s’écrit P = 5 P,at cosa) est une

courbe fermée appelé cardoide. L’axe Ox est un axe de symétrie car : P (8) =P (—G)

Pour:e=O:>p=pO=OA . B=m=p=
9=E=>p=&=oc . 8=—E=>p=&=0cv
2 2 2 2

La courbe coupe I’axe Oxen O et Aavec OA= P,

p
La courbe coupe I’axe Oy en C et C’avec OC ~ OC'™ ?O
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b) L’abscisse curviligne S en fonction de

Les composantes du point M en coordonnées polaires sont : M {6 et les variations de

longueur par : dP et Pq® . S étant I’abscisse curviligne nous aurons alors :

(dS)> = (dP)> + (PdB)> = 45 =/@P)? *+(PdD)?

comme : dP = _% P, sin%0 on déduit facilement :

> 2
“ =\/(_%p0 Sineda) +(%po(1+0086d6)) =%p0de\/(s)ls<lb 2+ 1 *cosh 2

0
ds = %pod61/2®+ cos? ; ornous savons que : 1+ cos9= 2cos’ 5
0
on déduit finalement : ds =P, cos Ede

on obtient I’abscisse curviligne par intégration de cette relation :
0 0
ST pofcos—d6 =2P,sin—"*5,
2 2
Les conditions initiales impose qu’au point A (6 =0) alors S, 0
Larelationentre S et 9 devient: §=2P, sinE

¢) Angle polaire pour lequel S = P,

N
Soit B le point pour lequel nous avons : S = AB = P,

_ 6 O _1
§=P, T2sin—=1 sin—==—= = 6= —
2 2

=

d) Périmetre de la trajectoire fermée
Soit P le périmetre de cette trajectoire. Le demi périmetre est donné par :

n b g o[
§=A0=Tds=p0fc0s5de = §=2posm5 =20,

A 0= 0

d’oli: P=4P, périmetre de la cardioide.

A.KADI
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2. Vitesse linéaire instantanée du mobile
a.l Vitesse linéaire en fonction du temps

L’ origine des temps est prise au point A et la vitesse angulaire ® est constante donc :

0

0= ®;  La vitesse est donnée par larelation: v~ ‘;—S or nous avons : dS = P, cosEd6
t
6 ;0 6 0
y=a5 - P, cos— & = P, cos— & = powcos—t
dt 2 dt 2 dt 2

Ce résultat peut étre obtenu d’une autre maniere en déterminant les composantes radiales et

_ —

orthoradiale de la vitesse. En effet nous savons que : OM = Py,

. .. . _dOM _
La vitesse s’écrit : v J
t

Avec: P =_%powsinwt et PO =%pow(1+coswt)

y =y P2+ (P02 =%pow\/sinz(’ot"'(l"'cosz(’ot)2
y=1p W 2(1% cosD 1) =-1p W 2(2cos’ &) =p wcos&
2 ¢ 2’ 2 ’ 2

a.2 Vitesse linéaire en fonction de P
) ) C e . =1 C el
L’équation de la cardioide qui s’écrit : P = 5 P, (1% cosY) peut aussi s’écrire :

= 2 = , Dt = ,Vr_ P
p_pocos —‘pocos — Cos” ——  —
2 2 2 P,

, . . . oo Pi_sl P)
Or I’expression de la vitesse en fonction du temps est : v = P, 0057 PO —

p

0

Ce quidonne: v=® /PP,

b. Les composantes de ’accélération : radiale ¥ , et otrhoradiale Yo

—_—

nous avons : OM = Pu, et v=ddﬂ=pup+peue on déduit :

— — * ¢ —

t
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d_=(p_ pez)up+(2p6—p6)ue avec 9=0 car 0=0=(p
L. . | | 1
Yp =p_ pﬂz =_Ep0(l)2COS(Dt - 5p()(1)2(1‘|'COS(DZ‘)=— Ep()(l)2(1+2’cos(l)t)

Yo =2p0 = 2(—%90005111%)(0 =P, W25inW

L’accélération Y du mobile se calcul par :

Y= V2+Y8 =%p0w2\/(1+2005wt)2 +(2sin® 1) =%p0w2\/1+4(1+coswt)
w
v =lpow21/1+8cos2—t
2 2

c. Détermination de ’accélération normale ¥, 2 partir des accélérations ¥V, et Yo

B — - — T - = Tt

Nous avons : & = (T,0x) et p = (N,OM) ,onsaitque : (N,T) = E et (up,ue) = 5

—

On projette les deux accélérations sur I’axe portant la normale N , on obtient :

Y =_YpCOS[3_Ye sin P

N

Exprimons I’angle ¢ et B en fonction de O :
En coordonnées polaires nous avons : x ~ PcosP et y=P sin® alors :
a=4d = d(psine) - (lJ“cose)cose _sinze = _cose J“cosZe = _cotg(ﬁ)
g ¥ dPcosd) —(1*cosP)sin® ~sinY cosP sin9 * sin 29
X

_ 36 _ TT 36 _ T 3@
T L e IR EEL
8 § 2 § 2 2 2 2

_0 g 6
nous avons aussi géométriquement : @ =0 + P + 5 on déduit: P =—

On remplace B dans I’expressionde Y ,ce qui donne :
0

0
Y, =V, cosP =V sinP = %p0w2(1+ 2COSG)COSE+ P02 sinY sinE

w

0
v, = Epo(’ozcos— =%p0w2cos—t
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c. Rayon de courbure

2 2
On sait que dans les mouvements curvilignes : ¥, = VE = RT ;—
N
P22 2 Wy
2 oV cost —— 0
. -V - 2 =2
Ce quidonne : R~ —— =P, cos—
Y, 3 Wy 3 72
N = po(m CcOS——
2
_2 0
R==P,cos—
3 2

On peut aussi déduire le rayon de courbure d’une autre maniere en sachant que :

0 s
S=Zposin5 et A=0+Pf+_

P Y
_ds - OCOSEd _2 9
R ——=—==0, cos
d éde 3 2

2
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Exercice 05 :

Dans un repere orthonormé R(O,x,y,z) la position d’un point M est déterminé par les

Q]

—_— w —
: y-cosPre 'y z52e !

2 . s, . = . w
€quations parametriques suivantes : x sin@re

Déterminer :

1. Les modules de la vitesse et de 1’accélération du point M ;

2. Lerayon de courbure en fonction de z;

3. Soit H la projection orthogonale du point M sur le plan xoy , quelle est I’équation polaire
du point H .

Solution :

1. Vitesse et accélération du point M

. —= |V, =0 (sin® ¢ F cos® 1)
= d OM = =W 4 W= » . .

Vv v, e (cosPt7sin®r) ; on déduit le module de la vitesse par :

dt = 0 ¢

V. 2%e

V=YV VY =06

L’accélération est donnée par :

N dﬁ Y, =202 6" cos® ¢
-dV _ - — . P s K Lt
Y= d_ =97 . 202 % gin®¢  : on déduit le module de I’accélération par :
t o
'Y ) = 20)2 e t

Y= V2HYZHY2 = o

2. Rayon de courbure en fonction de z

Dans la base de Frénet, I’accélération tangentielle est égale a la dérivée du module de la
: . _dV _
vitesse, ce qui donne : Y, = o =2 [g o
t

L’accélération normale se déduit 2 partir de la relation : ¥? =Y} *V 7

Qo
Ty =023 "

D’autre part nous avons une relation entre le rayon de courbure et 1’accélération normale qui
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? (’J\/g.ew’)

, ce quidonne : P =—w=3\/5.ew’
d W2/p "

<

estdonnée par: P

=

N

_3\2

w w — . PN
"= ¢ "=  cequiconduita: 7

-_ Z
Ornousavons: z~ 2.e e 5

3. Equation polaire du point H .

H appartient au plan (xOy) ces coordonnées sont données par les équations paramétriques :

= . u) = ®
x=sin®re "; y=co Pire !
S
. . . 0 " _JxTrco 6
Les coordonnées polaires du point Hsont (P | Y) telque: OH _ 5. p avec
y = rsin
r=x**y> ¢ OH =ru, @@ u, vecteurunitaire.
VAN ya N\
. . = w,; 2 w - o
Nous avons ainsi: r \/unwte ! +%0 Wte '} e’
S
) t w, “t
—X=SIn"te _ . . =V =CO te _
co0=2= o— sin®r ¢ sinf =2 s o — co @
S r e r € S
co 9 =sin® . . 0=""_0. <wn.="_p
_ par conséquent ces deux équations nous t t
$ 0=_.,0

_-0
2

ce qui nous ramene a 1’équation polaire du point H: r ~ e
Exercice 06 :
Soit M un point repéré dans le plan (xoy) par les équations paramétriques suivantes :
x4l ¢ y< 2v2+  Déterminer:
1. Le vecteur vitesse du point M en fonction du temps ainsi que son module ;
2. Le vecteur accélération du point M en fonction du temps ainsi que son module ; En
déduire les accélérations tangentielle et normale ;
3. Lerayon de courbure de la trajectoire ;
On considere que le repere cartésien et le repere polaire ont la méme origine et que 1’angle

0

est repéré par rapport a 1’axe ox. Calculer les vitesses, radiale, orthoradiale et angulaire.
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Solution :

1. Vitesse et accélération du point M

- . V. =8t
V=d0M={ g
dt

V= vEtvE =228t

2. Accélération du point ¥ M ainsique ¥, et 7V,

— - ‘Y =
y=d_V={x_8
Y =0

L’accélération est donnée par : r
t

v
A 2 =
Dans la base de Frénet nous avons: Y2 =V>+V?2

d(@“‘li

)
= 2\/§d— = 2\/5%1&@2 t] 2=
t

2 =y2 —y2
comme nousavons: 1y =Y* 7Y

2
yo = 2_(16t\/§) o, o512 64
v T8

V82 t1 8°*t1 8’ T1

3. Rayon de courbure de la trajectoire

2
p=V"
Y

N

p=8.92+1\/8t2+ “GQe 4y
8

il est donné par la relation :

d’ou:

4. Vitesses : radiale, orthoradiale et angulaire

a. Vitesse radiale

1

Vr=5= - o r=(x2+y2)§
d( l(i;2_12+8t2) ‘4 1 ]
2 -2
v, = = dQﬁ ! =164ﬁst‘ t1 2
dt dt 2

v, =2 N ; on déduit le module de la vitesse par :

sdou: Y= V2TV =8

avec: ¥V, = —

V8t t1

A.KADI
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b. Vitesse orthoradiale

Nous avons larelation: V> =V>*tvw = W =v> VvV’

3\ 2 410 d +
V92=8.Qz+1_( 321 ]=642+8_1024t _ 642 12814 +8

Jiert +1 16:* +1 16:* *1

=+ \/— 47 T1
Viert t1

on voit dans cette expression que la vitesse radiale est continue et ne s’annule jamais alors elle

. . . - X . 0=
ne change par de signe. En coordonnées polaires nous avons : cos® =% ¢ sinf=2
r

7

.0 =
. = sin 0 _

nous avons ainsipour -0 — { 0= - don : B= 7

coV ™71

S

o V.=0
aumémeinstant ¢~ 0 nousavons: _
v, =22

Ces deux conditions nous conduisent a la situation suivante :

Powr t=0=0=m V,=Va

-1 A

(&)

On voitque pour ¢~ 0 la vitesse radial Vo est négative et comme elle ne change pas, elle le

, . _ \/— 4¢* 1
restera et par conséquent elle aura pour expression : Vo = 7 2 =
161" 71

c. Vitesse angulaire

—yfp AL 4¢* +1
0 0 he 1 -

Noussavonsque: Vo = r—
a dt dt r NilTala! 16t* *1
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Exercice 07 :

- - — — —

Soit R,(O,i,j,k) unrepere orthonormé direct fixe. Soit deux vecteurs u & v telque:

s e T _du
u=coVitsin¥j | V_W
S
L. dv - _~ . o c o7
1. Vérifierque W u et que la base formé par les vecteurs unitaires (u,v,k)est
orthogonale directe ;

2. Soit ( C) une courbe décrite par le point M dont I’équation paramétrique est donnée par :

OM =au*tb¥ k ob aet bsontdes constanteset ¥ le parametre de représentation.
d OM
d¥

as
dV

- —

enfonctionde (a,b,v.k) ;

a) Calculer

=)

2 2 2 . g
*tb* , s étant’abscisse curviligne ;

b) Endéduire enfonctionde ¢~ Va

- dom/d¥

— , vecteur unitaire tangent a la courbe au point M &
Hd oM/ le‘

¢) Déterminer

fonctionde (a,b,v.k) ;

d) Endéduire quel’angle ¢ comprisentre les vecteurs ¥ ¢ k estconstant

T - - 1
3. Exprimer —— enfonctionde O ¢ & u.Endéduire n ainsi que la courbure E ;

ds

—

4. Déterminerlabinormale 5 au point M . En déduire I’expression de la torsion P sachant

db _n .. T
que: — ~ —, Vérifier que le rapport — estconstant.
ds T R

Solution :

—

_ T b du__ . 4 . ~
1. Nousavons: u ~co W i*sin® j ,alors: v W‘ sin® itco W j
s s
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dv - - -
dot: —="coWi~sin¥ j="u
I /

- - - —

Labase (u,v,k,) estdirectesi: u” v =k,

oo co W sin¥ L
uhv=k, < |83V [*coW|=(co *W *sin®W)k, =k,
0 o0 ) °®

- — ——

en fonction de (a,b,v,k) sachant que : OM = au* bV k

2. Calcul de a0

dV
dOM _ du ., ,
a) ——=a—"thk
) 70 0 0
ds _|dOM |- [ 1,2 = »
b - — a b C
T T
- dOM domM v L
ToVM) - g - d¥Y d dom/d¥Y _av*tbk,

¢) ondéduit:

—— —_——

dt AV ar

V(M)H doM| |dom d¥

‘d oM/ d¥ H ¢

d) %=k, constant

<

o |S

pour le montrer on utilise le produit scalaire : T * k, = |F|| ||k0||co o
S

o

comme b et ¢ sontdes constantes alors estconstant.

— — —

On peut exprimer le vecteur unitaire sous la forme : T =sin®v*co %k,

S

—

‘c —
3. Expression de C;— en fonctionde &, ¢ et u.

s
£=££ Or NOUS avons : ds -1 :"ﬂ=c d £=‘sina;
ds d¥ ds Cdv ¢ ds d¥

A.KADI
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. dTU _ _sin®
onobtient — u
ainsi : ds ¢
. e L. CoL 1
Détermination de la normale 7 ainsi que la courbure R H
d¥ _n ) , . L dV _ _sin®
Noussavonsque: — ~ — et par analogie avec I’expression précédente : —— u
ds R ds c
1 _ (X
Ondéduitque: YR_ c_  on le vérifie facilement pat le produit scalaire : T*n =0
n-"u

Eneffet: (sina vt cos%k, ) ‘n=0

—

4. La binormale 5 au point M

o ~ 0 1 0 ~ ~
b=TAhy = bp=|sin® M 0 [T co [T co % ytsin®k
co & 0 sin O s
S
. . db _n
Expression de la torsion sachant que : — ;
s
db _n __ _db JLP .
— T = — ornousavons: —  ——.— u les deux expressions nous
ds T T ds d¥° c
1 _ _cos®
donnent: —
T c
. L. . T _ “c¢/cos® _ _
De 12 on vérifie facilement que le rapport : — = ———— = “rg®
R c¢/sin®

Exercice 08 :

—

Un bateau schématisé€ par un point mobile M se déplace a une vitesse constante V par

rapport a ’eau d’une riviere. L’eau de la riviere se déplace a une vitesse U constantepar

— — - - —

rapport aux bergestel U ~U i ,avec R(O,i, j,k) unreperefixe.

—

Le mouvement du point M est tel que a chaque 1nstant le vecteur vitesse V estorthogonale au

—_—— —_——

vecteurdéplacement OM . Onposera OM ~
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— - — —

1. Donner I’expression de la vitesse du point M en fonctionde U ¢ V dans R(O,i, j,k) ;

- - —

a) Exprimer les composantes de la vitesse dans la base (M ,e, ,eo ,k) ;
b) Donner I’expression générale de la vitesse en coordonnées polaires.

- - —

2. Déterminer 1’équation de la trajectoire du bateau par rapport au repere R(O, i, j,k) @

coordonnéespolaires r = f (6) ,sachantqu’a 7~ 0 : =0 ¢ ry s
r
p .
1 ksin9
b) Préciser les expressions de p et k ,puis donner la nature de la trajectoire.

- - —

a) Mettre I’expression de la trajectoire sous la forme : r =

3. Déterminer I’accélération du bateau dans la base (M ,e, ,eo ,k)
a) Donner I’expression générale de l’eaccélération en coordonnées polaires ;

P . d
b) En déduire que I’expression 7 ? est une constante et donner sa valeur
t

¢) Calculer la durée de révolution du bateau autour du point O. on donne :
7 de _ 23'[3

0 l_ksine)2 (1_k2)%

Exercice 09 :

- - — - - -

Soit R,(O,1i, j,k) unrepere orthonormé direct fixeet R, (M ,e, ,ey ,e0 ) unrepere local
sphérique li€ au point M. OP ~ OP.e, ~re,

- - . - d — — — -
er

u=coWi*tsin¥W ,e,=sin6 tco Ok, T =ep ¢ ey —cos9u—sinOk

u co
S S

- - =

Exprimer dans le repere R (M ,e, ,ey ,e0 ), la vitesse et I’accélération du point M.

213



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

Exercice 10 :
Les coordonnées d’un point M , en mouvement dans un plan sont données par :

x=a(ltcost) @ y=bhsint , t:représentele temps, a & b sont deux constantes positives.

1. Donner I’équation de la trajectoire du point M , quelle est sa nature ?

2. Exprimer la vitesse du point M. Existe-t-il des instants tel que le module V dela vitesse
soit égale a une grandeur A £ 0 donnée ? discuter les solutions.

3. Le vecteur vitesse peut-il étre normal au vecteur accélération ?

4. Représenter graphiquement ces vecteurs sur la courbe.

Solution :
1. Equation et nature de la trajectoire
L’équation cartésienne de la trajectoire s’obtient en éliminant le parametre temps des

équations paramétriques.

X_, = - . R . o . =
— 717 cost d % =sint en utilisant la régle trigonométrique : cos’7¥sin’z =1 on

a

2 2 —_ 2 2
—1) s o = G’y o

boutita: | X
aboutita: | — e e B

a
onpose: x a_ X & y~=Y Dexpressiondevient:

> ~ 1 c’est ’équation décentrée suivant I’axe (Ox) ,d’une ellipse de demi grand
a b

axe a etdedemi petitaxe b .

2. Vitesse du point M

. \% = dx - asint
Nousavons: V = oM - ‘g
dt V,T—="bcot
dt S

Dou: V> =V] +Vy2 =a’sin’ttb’cos’t=b> T (a® Tb’)sin’t

V =\b**(a* ~b*)sin’t

On doit chercher s’il existe un instant ¢ telque: V = A oavec M fo
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B }\,2—b2 _ _ )\2—b2
}‘2_b2+(a2_b2)sin2t e ﬁ_sin% Sint__] T
a b a " b

or on sait que la valeur du sinus est comprise entre O et 1, cela revient a discuter la double

A2 -p?

inégalité: 0 = . =1 qui se traduit par deux équations :
a

)\‘2 — b2 = 0 - }\, = b

k2—b25a2_b2 = ksa

Il existe bien des instants ¢ telque V = A a condition que: a

>N

3. Les vecteurs vitesse V et accélération’ :

— —

S’ils sont perpendiculaires V Ly ) alors leur produit scalaire estnul. V* Y =0

o > 4qv _ V. "aco t
Calculons le vecteurs accélération: ¥ =—=1," _ _ S.
dt Y, = "blint

=<1

S v-Y=0 T vY *vY =0 = d’sintcost”b’sintcost =0

(@’ ~b*)sintco + =0 quis’écrit aussi sous la forme : (a® ~b*)sin2¢r =0
S

commenousavons: af b alors sin2¢ =0 ce qui se traduit par :

T
2% =m’t = t=m5 avec mSIN

4. Représentation graphique des vecteurs
Représentons 1’hodographe du mouvement et tracons sur la courbe les deux vecteurs dans les

positions ol ils sont perpendiculaires.

2 2
V) _ Vol _

En effet nous avons : (—") =sin’ ¢ d (7’) =cos’t
a

2 2

. V. x| = . . . .

Ce qui donne : (—*) +(7y) =1 c’est I’équation d’une ellipse de demi axe a et b
a

respectivement sur I’axe Ox et Oy.
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)\: < Sb

A

Et I’intersection de ces deux cercles avec 1’hodographe des vitesses donne les quatre points

On trace deux cercles : I’un de rayon ~ a etl’autre de rayon A=p a a

donc les instants ol la vitesse est perpendiculaire a 1’accélération.

On voit bien que Ly auxpoints A;, A, surl’axe (Ox)&¢ B,, B, surl’axe (Oy)qu
%
s

correspondent aux instants ¢~ m— avec mS IN
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CHAPITRE VI

CINEMATIQUE DU SOLIDE
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CINEMATIQUE DU SOLIDE

1. Généralités

Un solide est dit indéformable, si la distance entre deux points de celui-ci reste constante et

invariable au court du temps : d [11)1( B@) = ||;XB|| = Cte

La mécanique des solides permet d’étudier le comportement des solides et déterminer tous les
parametres cinématiques de I’ensemble de ses points quel que soit la nature du mouvement.
La notion de torseur, déja étudiée dans les chapitres précédents, sera tres utile dans la
cinématique des solides. La formule de transport permet, connaissant la vitesse d’un seul
point du solide de déduire facilement la vitesse de tous les points du solide.

L’objectif de la cinématique du solide est de connaitre la position, la vitesse et 1’accélération

de tous les points du solide par rapport a un repere déterminé.

2. Notion de Reperes et Référentiels

Pour étudier le mouvement d’un solide ou d’un systeme composé de plusieurs solides, il est
indispensable de repérer la position de chaque point ainsi que les vecteurs cinématiques dans
I’espace et le temps.

Nous considérons en cinématique classique que 1’espace est Euclidien, a trois dimensions et le
temps est absolu et indépendant de I’observateur.

Afin de repérer le solide, I’observateur va définir :

- Un repere d’espace défini par une origine O et une base orthonormée (X9,Y0,20) - Le

triedre (O,x,,y,,2,) défini completement le repere d’espace dans lequel peuvent étre

exprimées les coordonnées de tous les points du solide.
- Un repere de temps (appelé aussi échelle de temps) avec une origine et une unité de

temps. Dans le systtme MKSA I’unité de temps est la seconde.

Ces deux reperes définissent un repere espace-temps appelé en cinématique classique

référentiel ou simplement repere. Nous choisissons ensuite un point O, quelconque du
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solide. La position de ce point est donnée a chaque instant par le vecteur position 00,
exprimé dans le repere R(O,x,,y,,2,). Les coordonnées du point O, dépendent du temps et

- - -

permettent de connaitre a chaque instant la position du repere R(O,,x,,y,,z,) lié au solide.

Le passage durepere  R(O,x,,y,,z,) verslerepere R(O,,x,,y,,z,) li€ au solide est

- - -

déterminé par la matrice de passage qui exprime les vecteurs unitaires (x5,¥0-29) €n

- - -

fonction des vecteurs unitaires (x,,y,,z,) . Cette matrice de passage s’exprime en fonction

des angles d’Euler que nous verrons dans ce chapitre. L’orientation du repere lié au solide est

indépendante du choix du point O, .

L’ensemble des parametres de translation et de rotation constituent les parametres de situation

- - -

ou degrés de liberté du solide dans 1’espace par rapport au repere R(O,xy,y0,2y)-Sile

nombre de parametres est égale a 6 (3 rotations et 3 translations) on dit que le solide est

- - -

completement libre dans R(O,x,,y,,z,) - Si le nombre de parametres est inférieur a 6 , on dit

que le solide est 1i€ ou soumis a des liaisons, certains parametres ne varient pas au cours du

temps.

3. Systemes de notations

Dans I’étude de la cinématique nous adoptons la notation suivante :

- - -

Soit R,(O;,x;,y;,z;) unrepere lié a I’observateur et P un point du solide, nous avons :

O, P : vecteur position du point P par rapport au repere R, ;

—_——

_d' OP
V' (P) = p : vitesse du point P par rapport au repere R, ;
!
d' V( ) e : \
Y (P)~ r : accélération du point P par rapport au repere R, ;
1

Les parametres cinématiques sont toujours liés au repere.
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4. Repere d’étude, lié a I’observateur et repere de projection

Les parametres cinématiques (vecteurs vitesse et accélération) des points du solide sont

étudiés dans un repere R, (O, ,x;,y,,z;)1ié a I’observateur. Ce repere est appelé repere d’étude.
Les composantes des vecteurs vitesses V'(P) et accélération ¥ '(P) étant mesurés et définis

- - —

dans le repere R, (O, ,x;,y,,z;) nous pouvons connaitre leurs composantes dans n’importe

quel repere de I’espace R, (O, ,x,,y,,z,) que I'on appellera repere de projection.

Le choix de ce repere de projection permet d’exprimer les parameétres cinématiques avec des
expressions mathématiques plus simples. Il est souvent intéressant de choisir le repere de
projection différent du repere d'étude afin de simplifier et réduire les calculs. Le repere de
projection étant mobile par rapport au repere d’étude, il faut faire attention lors des
dérivations que les vecteurs unitaires du repere de projection changent de direction donc il

faut en tenir compte.

5. Mouvement d’un repere R, par rapport a un repere R, lié a ’observateur

Soit R,(O,,x;,y,,z;) unrepere lié a I’observateur et R, (O,,x,,y,,2,) unrepere en
mouvement quelconque par rapport au premier. Tout point de I’espace peut étre repéré

totalement dans R, et déduire ses composantes dans R, ou inversement en connaissant le
mouvement de R, par rapporta R, .

Le mouvement du repére R, est totalement connu si :

- Laposition de son centre O, est totalement connu dans R; ;

- L’orientation des axes de R, est connu par rapport a ceux de R, .

5.1. Repérage du centre O, du repere R,

Le repérage du point O, centre du repere R, est déterminé par les composantes du vecteur

—_——

0,0, liant les deux centres des reperes dans R, ou R, ,ceci se traduit par les relations

suivantes :
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0.0, x, 0,0, x,
Dans R, : 0,0, y, ; Dans R, : 0,0, y,
0,0, z; 0,0," z,
R, R,

5.2 Repérage de ’orientation des axes du repere

Pour repérer I’orientation des axes du repere R, , on ramene ce repere en O, de telle sorte

que les centres O, et O, soient confondues (O, =0,).

l

Le repere R, esten rotation quelconque par rapport au repere R, , dans ce cas chacun des

vecteurs unitaires (x,,y,,z,) aura des composantes

< =
dans le repere R, ; nous pouvons alors écrire : X ¥,
| ,"
L=a . +O L O LI /
Xi n X T Ye 1% S ,
— — — — 0.\‘ '/O.
=0 + A +A i >
Yi a Xk T Ve T3 %k v
- - - - \ Yi
\
=0 , +0 +o -
<; 31 X 2 Vi 33 Lk - Y
X ¥ \B?

Ces trois équations peuvent se mettre sous la forme matricielle, ce qui donne :

— —

x| (¢ a  a \«x

i 1 12 13 ||
=1 (04 o

)_7),' 21 2 23 Xf
o (04 o

Z; 31 32 3/ z,

La matrice [P:| (3x3) définie par les éléments & ; est appelée matrice de passage du repere

R, aurepere R, .Lamatrice [P] est orthogonale droite, trois parametres indépendant
permettent de repérer 1’orientation du repere R, . Les parametres indépendants les plus utilisés

pour déterminer 1’orientation de la base mobile sont les angles d’Euler que 1’on présentera en
détail dans ce chapitre. Nous allons d’abord étudier les relations existant entre les deux bases

R, et R, puis expliciter la formule de la base mobile et ses conséquences.
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5.3. Formule de la base mobile

- - — - -

Soit R;(O,,x;,y;,z;) unrepere fixeet R, (O, ,x,,y,,z,) unrepere mobile par rapport au
premier. Les vecteurs unitaires du repere R, sont orthogonaux entre eux et de module

constant et égale a 1, mais ils changent de direction dans I’espace.

||xk||=||yk||=||zk||=l et x,.y, ~0,x,.2,0,y,.2.-0

Nous allons déterminer les dérivées de ces vecteurs dans le repere R, :

dx dvy dz
dt dt dt

Soit Q; - 6(a x, Tby, T cz,),le vecteur rotation de la base R, (O, ,x,.y,,z,) par rapport a

- - —

labase R, (O, ,x,,y,,2;) .

Nous avons alors les relations suivantes :

dx, | —dx - , -
dika 2diE(yk,zk) ; nous pouvons écrire : 0 0.x,Ycy,“bz,)

— i — — —

-_) -—) . . . a 1 - —

d'x, _d'x, d®_ ~, T 3626, A o] =2 A

” de ” O.x,"cy, “bzy) 0 e X
c 0

diykl—)zdi)’ke
W Th

— i — — —

” .d'y, = _
(x,,z,) ; nous pouvons écrire : ?r"‘ cx, 0.y, Yaz)

49 g d
- T . .|a 0 - _
dl)’k=dlykdle=— N A =Qi A
dr de dr (Cex, 70y, Taz,) b 1 Yk
c 0
d' T d - d'z, -, _ T 4.7
—d‘—f"lzk = —d‘—fke(xk,yk) ; nous pouvons écrire : ﬁ‘bxk_ay,fo.zk)
dzdna®_ = e sl g
Z = Z = — = = i
dtk dek ” (bx, y,c"'O.zk)6 0 b|IMO Qk’\zk
c 1
d'x, —Qipn d'y, —Qin d'z, —Qin_
Nous avons donc : & Ay g LA ; g PNz
dt k k dt Yk dt ko 2k
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54. Dérivée dans le repere R, d’un vecteur V(¢) exprimé dans un repere R,

— — — — —

Le vecteur V(¢) s’écrira: V(t) = X, x, VY, y. T Z, z, dans le repére R,

— . —

o N . V 1) =
Sa dérivée dans le repere R, a pour expression : p 4 v X k X + Yey, Y Ziz,
!

Sa dérivée dans le repere R; s’écrira :

AV _d V() oA 5
+Xka/\xk+Yka/\
dt dt

y+Z Ql/\

k

v - d v<r>+g,A(X Ytz ) d' V(t)+glAV(,)
dt dt e dt

d'V@E)_d" Vi) Lo
dt dt

On obtient finalement :

—

5.5. Propriétés du vecteur Q;

— — —

Qi Q;{ =—Qux

a) Le vecteur ®“, est antisymétrique par rapport aux indices i et j: ;

b) Formule de Chasles: 2 =€J/+ Q’J (principe de composition)

di Qi dk Qi
c) y k= y L ggalité des dérivées par rapport aux indices.
t t

6. Angles d’Euler
6.1 Angles d’Euler de type 1

- - — - - —

Soit R;(O,,x;,y;,z;) un repere fixeet R, (O,,x,,y,,z,) unrepere lié au solide (S), en
mouvement quelconque dans 1’espace. Le centre O,durepere R, appartient au
solide 0, S(S).

Dans le cas des angles d’Euler de type 1, on considere que les centres O, et O, des deux

reperes sont confondus : O, = O, , ce qui signifie que le repére R, ne fait que des rotations
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par rapport au repere R, . Trois parametres indépendants sont nécessaires pour définir
completement I’orientation du repere R, par rapport a celle de R, .
Le passage du repere R, vers le repere R, se fera par trois rotations en utilisant deux reperes

intermédiaires R, et R,.

6.1.1. Passage du repére R, vers le repere R, : (précession)

— —

La rotation se fait autour de I’axe z; = z, .

- - — - - -

On passe du repere  R;(O,,x;,y,;,z;) verslerepere R,(O,,x,,y,,z,) en faisant une rotation

d’angle W : appelé angle de précession. La vitesse de rotation est donnée par

. — —

Q; = Z; =1 z, car z; estconfonduavec z, .

La représentation se fait par des figures planes, a partir desquelles nous construisons les

matrices de passage. Nous avons ainsi :

x, = cos¥ x,*sin¥W y, 0.z A Précession
- - - - - Yi
Yi = ~sin¥ X,-+COSw yi+0'zi Y1 .
= - S~ X,
7, -0.x,70.y, Tz
o | o -
Ces trois équations peuvent €tre mise L 6= >

sous forme matricielle et nous obtenons: i %

v T (x,x) T (yi.y) avecz, =xlA N

— —

X cosW sin¥ 0 %
y, [T "sin®  cos¥ 0 v,
Z 0 0 | 2.
cos® sin¥W 0
Poori |~ sinW cosW 0| estla matrice de passage du repere R, vers le repere R, .
0 0 1

. P N e = T
La matrice de passage de R, vers R, est égale a la transposée de Py =z : Pri=ri P rRI”Ri
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6.1.2. Passage du repére R, vers le repere R, : (Nutation)

La rotation se fait autour de I’axe x, = x, .

- - - - - -

On passe du repere R, (0, ,x,,y,,2,) verslerepere R, (O,,x,,y,,z,)en faisant une rotation

d’angle 6. appelé angle de Nutation. La vitesse de rotation est donnée par
912 =0 X, =0 x, car x, estconfonduavec x, .
Nous avons ainsi : A" Nutation
— — — — s Zl
=+ +
X, ~ X7 0.y,7 0.z 2, -
y, =0.x,F cos® y,*sin9 , 2
2, =0.x1_sin6 yl"'cose z; E| -
L O= >y,
Sous forme matricielle et nous obtenons: I
= = = A
0 (¥i,¥2) ~ (24,2,) avecx, ~ y,
X2 1 0 0 X
v, |~ |0 cos?  sin® v
Z 0 ~sin® cos? z
1 0 0
Pry=r — |0 cos®  sin0 | est la matrice de passage du repere R, vers le repere R, .
0 ~sin® cos®

6.1.3. Passage du repére R, vers le repere R, : (Rotation propre)

La rotation se fait autour de I’axe z, = z, .

- - - - - -

—

Z3)

On passe du repere R, (O, ,x,,y,,z,) vers lerepere R,(O,,x,,y,,2,)en faisant une rotation

d’angle @ : appelé angle de Rotation propre. La vitesse de rotation est donnée par :

—

Qi=cp

— e — — —

7z, %Pz, car z, estconfonduavec z, .

Nous avons ainsi :

224



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI
= = - = _. Rotation propre
x, ~cosPx,tsin®y,70.z, Ay2
y. = “sin®x,tcos?y,t0.z, Vi -
— — — — xk
e O-x2+ 0-)’2+ 4]
Sous forme matricielle et nous obtenons: E -
%

- - - - — — —

¢ T (x5,x) T (¥2,y,) avecz; =xkA Vi

Xy cos® sin® 0} *2
v, | = " sin® cos® 0] y,
Z 0 0 1 2,
cos? sin® 0
Py—r | “sin® cos® 0] estlamatrice de passage du repére R, vers le repére R, .
0 0 1

Le passage durepere R, verslerepere R, ouinversement se fait par trois rotations
successives de telle sorte que tous les axes de R, occupent des positions différentes de celle
de R;.Lamatrice de passagede R, vers R, est donnée par le produit des trois matrices

successives, on obtient :

X cos®cos¥ ~sinW cos?sin®  cosPsin¥ *sin®cos® cos¥  sinPsin® X
v | =| " sin®cos¥ ~sinW cos® cos®  ~sin®cos? *+sin¥ cos® cos®  cosPsin? || v,
Z sin9 sin @ = sin9 cos® cos? z

1

La matrice de passage de R, vers R, estdonnée par la transposée de cette derniere.

Le vecteur rotation instantané du repere R, par rapport a R, aura pour expression

* — ¢ — * —

vectorielle : Q; =y Z; +0 x, TPz,

Il aura une expression différente selon qu’il soit écrit dans I'un ou I’autre des deux reperes.
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(P.sine sin¥ +9 gosw

—

Dans R, ,nous aurons : Q; = -¢ sin6 cos¥ +6 sinW¥
P cosW +V
Ri
B W in 0 sin® +0 cos®
Dans R, ,nousaurons: 2= 1Wsin9cos® ~0sin®
QP oW
Rk

Ce vecteur instantané de rotation permet de déduire la vitesse de tous les points du solide en

connaissant la vitesse d’un seul point appartenant au solide.

7. Champs des vitesses et accélérations d’un solide

- - — - - -

Soit un repere fixe R;(O;,x;,y,;,z;) etunsolide (S,)liéaun repere R, (O,,x,,y,,Z;) €n
mouvement quelconque dans 1’espace. Pour tout point su solide (S, ) nous pouvons lui

associer son vecteur position, donc son vecteur vitesse et vecteur accélération.

Considérons deux points A, et B, appartenant au solide (S, ), nous allons chercher une

relation entre leur vitesse et leur accélération.

7.1. Champs des vitesses

Le solide (Sk) est indéformable, alors la

_———

distance A, B, ~ Cte reste constante au cours
du temps dans les deux reperes.
Ce vecteur s’exprimera de facon différente

dans R, et R, .Les vitesses des points

A, et B, sontdifférentes car le solide

a un mouvement quelconque.
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Dans le repére R, nous avons: O,B, =0,A,T A,B, = A,B, = O,B,” O,A, = Cte

_——— ————s ———s _—— _——— _——

Dans le repere R, nous avons: O,B, =0, A, Y A B, = AB, ~0O,B,” O, A, = Cte
Des deux expressions nous pouvons déduire une relation entre les vitesses des deux points
appartenant au solide.

Les vitesses des deux points par rapport au repere R, sont données par:
S _doA . _d'0B
Vt A = itk et V! = i~k

(A) 7 )8, 7

Ses deux expressions peuvent s’écrire sous la forme :

—_—— —_———

_d'OA _d"OA Lqir T
k

—

VI(A) = O, A, eoveeiiins 1

(A0) 7 4 i Ay 1)
S _d'0B _d" OB, LG
ViB)= k=" 2%k +Qingp L 2

(Bo) dt dt Lo @
En faisant la différence entre les deux expressions (2) - (1) : on aboutit a :
- - di(Oin_diOiAk) .
VIB)TVI(A) T y *95;A(0,-Bk‘0,-Ak)

t
lom-on) R
i~k ik =dzAkBk _ _— N —_—

or on sait que : 0 car O.B,” O,A ~ AB,

dt dt

On obtient ainsi la relation de distribution des vitesses dans un solide :

— — —_———

VIB) =V (A) TR ANAB,
Cette relation est d’une grande importance dans la cinématique et la dynamique des solides.
Elle permet, a partir de la vitesse d’un point du solide de déduire la vitesse de tous les autres
points du solide en connaissant la vitesse de rotation du repere 1i€ a celui-ci.

Remarques :

—

Q

—

a) Si le vecteur rotation instantané =%, = 0 , alors le solide est en mouvement de translation

— —

pur et tous les points du solide ont la méme vitesse : V'(B,) = V'(A,) ;

— — ———

b) Si VI(A)=0 et V'(B)=SANAB, ., onditque le solide est en mouvement de

rotation pur autour du point A, € Sy
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¢) Le mouvement quelconque (général) d’un solide peut étre décrit comme étant composé

d’un mouvement de translation du point A, < (S,) alavitesse  V'(A,) etd’un

—

mouvement de rotation autour du point A, € (S,) ala vitesse de rotation Q; .

7.2. Equiprojectivité du champ des vitesses d’un solide

Nous pouvons le montrer par deux méthodes différentes.

i i _———

a) Nous avons montré précédemment que V'(B,) =V'(A,) T " A, B,

_———

En multipliant cette expression par le vecteur A, B, ,nous obtenons :

—_——— - -

AB VB, T ABVI(ADT AkBk-(Q’; A AkBk)
Par permutation circulaire du produit mixte, nous pouvons facilement voir que I’expression :
AkBk.(Q;cA AkBk) - Qjc.(AkBkA AkBk) - 0

— —

—_——— —_——

On obtient ainsi I’égalité : A B,*V'(B,) = AB,"V'(A,)

(propriété d ‘équiprojectivité du champ des vitesses du solide)

b) Cette expression peut étre retrouvée

d’une autre fagon.
Le solide (S, ) est indéformable

_———

et la distance A, B, est constante alors :
—— \2
{is)
—0
dt
—_—— 2
d(Ak B, ) e
- dAB, _
=2AB,—/—%=0 /.
dt
X

2AkBk-(V"(Bk) —V"(Ak)) =0 dou ABV'(B)~ABV'(A)
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—

Qi

Cette propriété d’équiprojectivité entraine 1’existence d’un vecteur libre =<, tel que :

— — s

V' (B )= V! (A )t Q’ NA.B, ,ce qui permet d’introduire la notion de torseur cinématique.

7.3. Champs des accélérations

Pour chaque point du solide (S,) lié au repere R, ,on déduit I’accélération a partir de la

—). _ i i A
vitesse 2 partir de la relation : ¥ '(A,) = %
t

— —

Nous allons chercher une relation qui lie les accélérations : Y '(A,) et Y'(B,)

Nous avons déja établi une relation entre les vitesses des deux points :

i _———

ViB,)= V(A)+Q"\AB

Nous déduirons la relation entre les accélérations par dérivation de I’expression des vitesses.

g g —_———

- ivsi iysi le ——— i
Y,»(Bk)=dV(Bk)=dV(Ak)_|_ kAAB_'_QlAd A B,
dt dt dt dt
CAE R G G d AR
et comme : k—k = "+Q’AAB‘Q’AAB car ———% =0
dt dt dt

on obtient finalement la relation entre les accélération des deux points A, et B, du solide :
- o d' Q S =
'\{I(Bk)—'\{l(Ak)+ dk/\AB +QIA(91/\AB)
!

On constate que si la vitesse de rotation est constante O I’expression devient :

g?
— s — s — 2
YiB,)="" (A)*Q'A(Q’AAB )=Y"<Ak)‘AkBk( )

7.4. Torseur cinématique

La formule de distribution des vitesses est donnée par la relation :

i _——

Vi(B,) = V(A)+Q”\AB

La formule de transport des moments entre deux points A, et B, du solide a pour expression :
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- - — ——

M(B,)=M(A,)T RM A B, ;nous constatons qu’il y a équivalence entre ces deux équations.

Le vecteur vitesse au point B, est le moment au point B, d’un torseur que nous noterons :

—

[g B, et la résultante n’est autre que le vecteur rotation instantané Q; .

Le torseur cinématique au point B, ou (torseur de distribution des vitesses) relatif au

mouvement du solide par rapport a R, a pour éléments de réduction :

—

- le vecteur rotation instantanée Q}{ ;

—

- lavitesse au point B, : V'(B,)

Qi
il sera noté sous la forme : [C] B, 1" - -
VIB) TV (4) PN A,
Le torseur cinématique est d’un grand intérét car il caractérise completement le mouvement

d’un solide par rapport au repere R; en ce qui concerne les vitesses.

Comme les éléments de réduction du torseur cinématique sont des fonctions du temps alors le
torseur cinématique en dépend, il a donc a chaque instant une résultante et un champ de

vitesse différent.

7.5. Axe instantané de rotation

On appelle axe instantané de rotation I’axe central du torseur cinématique. Nous avons montré
précédemment que 1’axe central est 1’ensemble des points P tels que le moment du torseur
en ce point soit parallele a la résultante. Dans le cas du torseur cinématique, I’ensemble de ces
points constitue 1’axe dont les vitesses sont paralleles au vecteur vitesse instantanée de
rotation.

A chaque instant le mouvement du solide peut étre considéré comme étant la composition

—

d’un mouvement de rotation de vitesse de rotation Q;{ autour de I’axe instantané et d’une

translation dont la direction instantanée est parallele au vecteur vitesse de rotation Q;

Soit un solide (S) 1ié a un repere R, en mouvement quelconque par rapport a un repere R, et

—

Q; le vecteur rotation instantané du solide par rapport a R, .
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On considere un point A€ (S).Soit () un plan de normale n et contenant le point A

—

Q; = Q;{ n . Le vecteur vitesse

tel que la vitesse de rotation du solide soit parallelea n :
dupoint AS(T) peut se décomposer en deux vecteurs, I'un dans le plan (%) et I’autre

perpendiculaire a (V) , ce qui donne :

V(A) =V, (A) TV, (4) avee V,(HE) et V,(Ay-M)

D’apres ce que 1’on a développé sur les torseurs, il est possible de trouver un point P tel
que: V. (A~ sz A PA | alors I’expression de la vitesse du point A s’écrira :

V(A) =V, (A) T A pg
Quelque soit Q < (") nous pouvons par la formule de transport écrire :
V(@) TV(A) TN A0V, ()TN AT RN a0 =Y, () M PO

V(Q) =V, ()TN PO
Nous pouvons conclure que le vecteur vitesse du point Q € (%) s’écrit :

V() TV () TV,

avec: V,(@Q) TR APO et V,(0)TV,(4)
On constate que la composante de la vitesse, normale au plan  (?) est la méme pour tous les

points du solide. On obtient finalement quelque soit P et Q:

V(Q)=V,(@) A PQ
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Le mouvement du solide dans ce cas se décompose a chaque instant en un mouvement de

translation dans le plan et en un mouvement de rotation autour d’un axe passant par le point

—

P et parallele au vecteur unitaire » .

— —

L’axe ainsi défini par le point P et le vecteur unitaire n // Q; constitue 1’axe instantané de
rotation du solide par rapport au repere R, .

Nous savons que 1’axe central d’un torseur est le lieu des points P ou le moment est
minimum ou nul. Dans le cas d’un torseur cinématique, la vitesse instantanée est nulle sur
tous les points de I’axe central. On déduit que si la vitesse est nulle, en deux points distincts
d’un solide, alors I’axe joignant les deux points est forcément un axe de rotation donc un axe

central du torseur cinématique.

8. Lois de composition des mouvements

8.1. Loi de composition des vitesses

- - - - - -

Soit R, (O,,x;,y;,z;) unrepere fixe de référence et R, (O, ,x,,y,,z;) unrepere en

mouvement quelconque par rapport au repere fixe. On considere un solide (S,) dontle

- - -

mouvement est connu dans le repere relatif R, (O, ,x,,y,,z,) -

Soit P un point du solide, nous pouvons écrire a chaque instant : O,P = 0,0,T O, P

—_——

La vitesse du point P dans le repere R, est donnée par la dérivée du vecteur O,P dans ce

méme repere.

- _d"a,.P=d’b;_0 d'0,P Lk
V )? = k + k R (Sk)
dt dt dt A
<
Développons les deux termes de la vitesse, ce qui donne : -
e R Ok Yk
d' 0,0, -, i -
d—lk ~V'(0,) :vitesse du centre du repére R, X
t k
()
par rapport au repere R; ; Vi
40P _d" 0P ST oA ¥ x
= k +QkA0kP_Vk)P +QkA0kP

dt dt
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Finalement la vitesse du point P dans le repere R, s’écrit :

— — —

viey=vieytivio)t th NO,P | quisécrit aussi sous la forme :

Vi) VAR YP)

\; (P) : vitesse absolue du point P pour un observateur lié R,

X;‘ (P) : vitesse relative du point P par rapport a R, en mouvement par rapport a R;
\;,f (P) : Vitesse d’entrainement du point P s’il était immobile dans R, .

8.1.1. Propriétés mathématiques du vecteur V, (P)

— —

Vi (P)=~VM(P) : antisymétrique par rapport aux indices donc aux reperes ;

VAP)=VI(P)TV(P)

8.2. Loi de composition des accélérations

L’accélération absolue V'(P) du point P se déduit a partir de la vitesse absolue :
i —)i i _)k i —)i i gi A -
=d'VP)=dV (P)+dV (O)1+d (" OP)
dt dt dt dt

Yi(p)

Développons chacun des trois termes :

— —

d'VXP) _d"V*(P)

+QIAYEpy=YE(p)y+ Qi AyE(p)

i
) dt dt
.. d'V(0,) _vy.
ii —*=Y"0,) ;
) ” (@)
d'&rop) _d 5;#5,. L d O.P
dt dt g Car
jiii) Y ~ LT L
_d'® T o ldfoP. o .
—_kAOkP+Q;cA O, +QZAOkP
dt dt
=diQi -

dtk AOkP+Q;(A(Vk(P)+Q;AOkP)
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La somme des trois termes donne :

— — — — — igi)[ s — — - _——
i = i i d i i
v (P) Yk(P)+QkAVk(P)+Y (Ok)+7kAOkP+QkA(Vk(P)+QkAOkP)

. . . o L
i = i d i i i
Yi(p)y=Tkp)y+|Y <0k>+7kA0kP+QkA<9kA0kP> 2R AyE(p)

Cette expression peut s’écrire sous une forme réduite :
VIR ZYEPY Y)Y o (P)
Y'(P) : accélération absolue du point P (par rapporta R, fixe)

T*(P) : accélération relative du point P (par rapport au repére R, )

— — i gi)l —_— il e —_—
- d . . _
Y.p)=1o)* " LA pt A« A P): accélération d’entrainement du repére R,

— —

T.(P)= 292 AVE(P) : accélération de Coriolis ( accélération complémentaire)
L’accélération de Coriolis est une composition entre la vitesse de rotation Qj( du repere R,

ar ra ort au repere . et la vitesse relative u point r.
par rapp peére R, et la vi lative V*(P) du point P.

L’accélération de coriolis du point P est nulle, si et seulement si :

— -

- La vitesse de rotation du repere relatif par rapport au repere absolue est nulle : Q}( —0;

- Lavitesse relative du point P estnulle: V*(P)=0 ;

— —

- La vitesse de rotation est colinéaire avec la vitesse relative : sz /11 VE(P)

9. Mouvements particuliers fondamentaux

9.1. Mouvement de translation pur

- - -

Un solide (S,) lié aunrepere R, (O, ,x,,y,,z,) estditen mouvement de translation pur

- - - - - -

par rapport a un repere R;(O,,x;,y,;,z;) siles axesde R, (O, ,x,,y,,z,) gardent une direction
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- - -

fixe par rapport a ceux de R, (O, ,x;,y;,z;) ,au cours du temps.
Tous les points du solide ont la méme vitesse et la méme accélération que le point P € (S,).

La vitesse de rotation du solide est nulle par rapporta R, .

On peut écrire : V' (P)=V'(0,) et A0 P=0

- — —

Comme O,P =0 alors $ =0

Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme.

Le torseur cinématique qui décrit le mouvement de translation pur est un torseur couple, dont

la résultante est nulle mais le moment n’est pas nul.

Qi =
kli p - - -

VIP)TVIO) ™0

Comme tous les points du solide ont la méme vitesse a chaque instant alors les points
décrivent des trajectoires paralleles. Trois types de trajectoires peuvent étre décrites :

Soient P et Q deux points du solide :

- Trajectoire en translation rectiligne :

- Trajectoire en translation curviligne :
les vitesses de points P et Q sont

paralleles et égales.

- Trajectoire en translation circulaire,

les points P et Q décrivent des

cercles de méme rayons a la méme vitesse
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9.2. Mouvement de rotation pur autour d’un axe du solide

9.2.1. Vitesse d’un point P du solide

- - -

Unsolide ( S,) lié aunrepere R, (O,,x,,y,,z,) estditen mouvement de rotation pur par

- - - - - -

rapport a un repere R, (O, ,x;,y,;,z;) siunaxede R, (O,,x,,y,,z,) reste fixe a tout instant et

d’une maniere permanente dans le repere R, (O, ,x;,y,,z,;) . Nous avons donc deux points

- - -

distincts O, et I dusolide (S,)quirestent fixe dans le repere R, (O;,x;,y;,z;)au cours du

mouvement de rotation.
Le repere R, (O, .x,,y,,z,) esten rotation pur par rapport au repere R, (O, ,x;,y,;,z;) aune

vitesse angulaire donnée par : Q}( =y Z; =y z, et VI(0,)=O0

Soit P un point quelconque du solide et n’appartenant pas a 1’axe de rotation tel que :
IP=r x,

Quel que soit [ Sz etz . »on peut écrire :

L

—

Vi) =VI(0)* N0, I | ornous avons :

Qo1 = Ao 1=0 dou:

ViHTV(0,)=0

I et P sont deux points du solide, nous pouvons alors écrire :

— — —

Vie)ysvintiap = Qap = yipy=Riap
On remplace Q; et IP par leurs expressions, la vitesse du point P devient :

g — . —

ViP)y=QiAIp = W Arx =rY oy,

Dans un mouvement de rotation pur, le torseur des vitesses est équivalent au torseur glisseur

défini par : [g'k/i P 0 . avec 1Sz et z,
Viin=o
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9.2.2. Accélération du point P du solide
Nous avons trouvé précédemment la vitesse du point P , elle est donnée par :
Vi(P)= Q; ANIP  ; on déduit I’accélération par dérivation de cette expression :
- i —)i i 82_)1 -— - .

o P)_d . IP
Y’(P)—dv( ) = "AIP"'Q;Ad— Or NOUS avons :

dt dt

d'IP _d"IP .o n 7 o “ip_~
€2 =2 7 +Q MNP ; comme IP = Cte dans lerepére R, alors -0

dt dt dt

. d'IP _Qia . e
ce qui donne : T = . M IP , I’expression de I’accélération devient :
t

T
; _d ‘ 4
’Yt(P)—Tk/\IP + Q;{/\(Q;/\Ip)

En développant cette expression on obtient :

N
i Qi -

iy =4 Y Qi o= p Q. Q
ViR TN p QQpym P (2

Or nous avons :

I’expression finale de I’accélération sera :

. _ _ - ;2
Vi) = P *
Accélération normale
suivant IP
En remplacant Qj( =y Ze » IPTrx,

respectives

—

Q Llp = Q.ipp=g

et

—

Qi . Qi =Qi?
k k k

—

—

diQi -

kAIP

dt

Accélération tangentielle

au point P

—

di Qi

dt

Vipy= Ty 7 r‘l’y: =Y1(P>+Yi(P>

k =

—

Z, par leur expressions

Les expressions de la vitesse et de I’accélération peuvent s’exprimer facilement dans le repere

- - —

R.(0O;,x;,y;,z;) en déterminant la matrice de passage du repere R, vers le repere R, : Pp—p
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X, cos¥ Xt sin¥ y, T 0.z
v o ~sin¥ x, T cos¥ y,70.z

— — - —

x, 0.x,T0.ytz

l

cosW sin¥ 0
d’ott  Py—p “sin¥  cosW 0
0 0 1

La vitesse et 1’accélération, aurons pour expression dans R, :

1

vip)= r¥ Vi r¥ (" sin¥ x, T cos¥ yi)© —rW sin¥ x T r¥ cos¥ y;

* — oo —

Vip)y==r¥? x, tr¥ y, = W2 cosW x, FsinW ) ¥ r¥ (TsinW x, T cosY y,)

Yi(P) == ¥ cos® W sinW®) .+ (<02 sin® +W cos) y,

9.3. Mouvement hélicoidal (rotation + translation)

Un solide ( S, ) lié a un repere R, (O, ,x,,y,,z,) décrit un mouvement hélicoidal par rapport a
un repere fixe R, (O,,x;,y;,z;) si:

- Unaxedurepere R, (O,,x,,y,,z,) reste en coincidence a tout instant avec un axe du

repere R, (O0;,X;,Y:.2;)

- La coordonnée du point (O,) centre durepere R, (O,,x,,Yy,,z,) suivant I’axe de

coincidence, est proportionnelle a I’angle de rotation du repere R, (O, ,x,,y,,z,) par

- - —

rapport au repere R, (O, ,x;,y,;,z;) au cours du mouvement de rotation.

—_——

Nous avons alors : 0,0, = Ay )z, = Ay (t)z, , lescalaire A représente le pas du

mouvement hélicoidal le long de I’axe de coincidence.

Nous avons deux mouvements qui se superposent :

— —

- Un mouvement de translation le long de ’axe commun z, = z, ;

— —

- Un mouvement de rotation autour de ce méme axe z; - z, -
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—_——— —_——— —_———

Soit P un point du solide, nous avons a chaque instant: O,P = 0,0, O, P

0
Le vecteur 0,0, s’écritdans lerepere R, : 0,0, ~ 0

g M0

1

a acos¥ (1)

—_—— —_——— —_——

Le vecteur O, P s’écrit dans le repére R, : O,P= 1b etdan R, O,P= \bsin¥ (1)
Rk C R. C

—_——

La somme des deux vecteurs nous donne le vecteur O,P dans le repere R, :

L acos¥ (1)
0.P= 1bsin¥ (1)
R c + }\,’LP (t)

1

La vitesse et I’accélération du point P dans le repere R, se déduisent facilement par

dérivation dans le méme repere :

T e T ) T\ VOO Rl R )
Vi(P)= d 0P b‘l{coslp ) et Y(P)T %= ) bllf.cosw () bW 2 sinW (1)
M (o) M (p)
R, R
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Exercice 06: Simulateur de vol

Pour simuler les conditions de vol des avions, les ingénieurs ont congu un appareil spécial

pour I’entrainement des pilotes qui consiste en un bras (1) en rotation dans le plan horizontal

tel que : RO(O,)Z),}:;,Z_;) : repere fixe ;

R, (0,;l ,;, ,z—:) :repere mobile 1ié€ au bras, avec z_; = ; et (;0 ,;) = ():),;1) =¥ sens positif ;
Un cockpit (2) en rotation autour de 1’axe ;, tel que ;1 = x—; et ( ;,, ;2) = (; ,z_;) =0 gens
positif ; RZ(B,;2 , ;2 ,;2) : repere lié au cockpit avec OB = R.

Un siege-pilote (3) en rotation autour de 1’axe ;2 tel que : ;2 = ;3 et ():2 ,;) = (z_; ,z_;) =@
sens positif. R, (B,);; ;3 ,z—;) : repere lié au siege-pilote. Le pilote est lié au siege, sa téte

—_—— —

est repéré par le vecteur position BT ~ Lz, .

Tous ces éléments sont en rotation contrdlée par 1’ordinateur pour simuler les différentes

manceuvres. I1 a fallu faire des calculs pour déterminer les parametres cinématiques afin de les

varier de fagon sensée pour savoir a quelles accélérations seront soumis les pilotes.

Vous éfes ’ingéni ble d leuls, il ] 16 de ;

1) Etablir les figures planes représentatives des trois rotations et les matrices de passages
correspondantes ;

2) Trouver le vecteur position du point T, ainsi que le vecteur rotation du si¢ge pilote par
rapport a Ry;

3) Déterminer le vecteur vitesse absolue du point T par composition de mouvement et par la
cinématique du solide.

4) Déterminer I’accélération absolue du point T par composition de mouvement.

On prendra R; comme repere de projection

—

2o i i ;
0
?
i
i x =
:’\ > X
j
\‘xo
‘€ R ->
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Solution :

1. Figures planes des trois rotations et les matrices de passages correspondantes ;

a) Rotation du bras

- - -

Nous avons: OB~ R et R,(x,,y,,z,) unrepere fixe. R, : étant le repére de projection on

exprimera toute les données dans ce repere.

- - — - - - - - -

R (x,,y,,z,) :enrotation/a R, telque: z, = z, et (xy,x,) = (Vo> )) =V sens positif

Matrice de passage de R, vers R, ;
1
Xo cos¥ ~sin¥ 0} X T @]
= . %y~ % >
Yo sin  cos¥ 0 Y Yo
Zo 0 0 1 ¢,
PR0 R - X,

Xo

a) Rotation du cockpit

- - - — — - - - -

R,(B.,x,,y,,7,) :enrotation/ R, telque x, = x, et (y,,y,) = (2,,2,) ~ O sens positif ;

Matrice de passage de R, vers R,
X 1 0 0
Vi =10 cos® —sin® Y
Z 0 sin® cos?

P

R R,

a) Rotation du siege pilote

- - - — — - - - -

R,(B,x;,y5,27;)enrotation/ telque: y, = yyet (x,,%;) = (2,,2;) ~ P sens positif.

Matrice de passage de R, vers R, ”
- N X3
X3 cos? 0 Tsin®P) X2 . 7] S

= Yo V3 >
s | O 1 0 Y2 12
Z sin® 0 cos? /| .
PR =R, - Z
<2
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2. Vecteur position du point T par rapport a R, exprimé dans R,

—— - —— —— —

Nous avons : OT = OBt BT , sachant que BT = Lz,

. R 0 Lsin® . Rt Lsin®
OB~ 0 ; BT™ 0o ~ 0 d’ou: OT™ 0
R.R, 0 R, L R, Lcos® R, Lcos®

Vecteur rotation du siege pilote :

Qo —92+Ql+90 —cpy +0 +1pZl

b

— — — —

0 0

Par la matrice de passage de R, vers R, le vecteur z, “écrit: z, = sin” y, T cosV z,
QO = (P ¥, . +0 “p(sme y,* cosY zz) =0+ (CP“P sin9 ) v, W cosY 2,

0
9(3)= P+ in 0
¥ cos?

3. Vecteur vitesse du point T

3.1. Par composition de mouvement

Vabs - Vrel * Vent = VO (T) - V2 (T) + VZO (T)

~ - L®cos®
. . . _d’ BT
La vitesse relative est donnée par: V> (T) 0
~LPsin®
RZ

La vitesse relative s’écrit : V.2 (T) = V°(0)* A or

- 6 R™* Lsin® Lw Sln 0 cos®
vy~ (Wsin® A o = L9 cos® +W Cose(}w Lsi @
W 059 R, Lcos? —w s e(}} + L51
2 R2
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En faisant la somme on obtient :

L(P cos? * LIP si 0 cos®

Vo) = L6 cos? ‘HP cos (l}+Ls1 ¢
“L%si @ 1P51 eQ"'Lm ¢
R, n n n

3.2. Par la cinématique du solide

—

La vitesse relative s’écrit: V°(T) =V (B)* 92 A BT

0
Nousavons: V°(B)=V° (0)"'92’\03= Y 0 A

W Cos?

2
..o Lsi @ |[LPcos®r s O
Qoapg = J9+Pg 0 A b = - E)cos(p"'Lﬂ}cosesi @
T .
Y cosd R, Lcos? “LPsi @ w31 O @
2 R, n

La somme des deux expressions donne :

N LCP cos® * Llp si ©cos®
Vo) = Gcos(P “P co;)e(}J’Lm ¢

~“LPsi @ w51 e(1}"'L51 ¢
R, n n n

4. Accélération absolue du point T par composition de mouvement

—

Son expression est donnée par la relation suivante : Y, (T) =Y (T)*V (@)Y .. ()

YO(T)=Y2<T>+Y°(T)+Y (T)

Explicitons chacun des termes de cette relation :

R2 _RwSi e

A.KADI
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LPcos®~LP*si @
0 n
“LPsi P LP?cos®
R, n

d*V*(T)

D: Y2 =
(1) (T) _ o

- - dog_)zo — = = -—
’Y(z)(T)=Y0(0)+ dt2A0T+QgA(QgAOT)

T°0)=0
. . i |
q°e - 4200 - . . R*Lsi ¢
d2A0 = d2A0= Psi 0+P0 050 A o
t t e . .
T T Peos® -WBg 0 | Leos®
2
) n
Lcosq)(w si 6+1p80088)
0 Qo . . n . .o .
2): d ™ Ao =9 LecoscP“L(I}J“Lsi (p(wcose YO 6)
dt T o0 n . . n
_(I%"'Lsi cp(lpsi E)"'ll"ecose)
R, n n
L. o 6 R*Lsi @
92’\(92’\0 )= 1Psi 0 A lPsi 0 A o
r Y <r:los6 Y (I:lose R Lcos®
2 R2 ?
. L 6 Lu.’cosq)si .6
QSA(Q(Z)AO )= 1!’si 6 A _gﬂcosq)l‘hpcose(l}JrLsi ¢
d P os Vi e(%JrLsi ¢ n
2 R, n n

A.KADI
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_wz(}"'Lm @ +Llpecos(pcose
3): QSA(QQ’\O )= ‘w9s1 e(l}lle ¢ +Lw2cos(pcosem 6

Ldlzcosq) +w%cose(}} trsi @~ L$ cos®Psi 20
R, n n

B 6 ch cos® - 2Lw (P si Osi @
@: Y, 1M=2 lPsi 6 A 0 = CPB si cp"'ZLw(Bcos cos?
Y CosP TLPsi @ 2Lw Psi Ocos?
R, R, n R, n

La somme de ces expressions donne 1’accélération absolue du point T

YT T (1) +2) +3) + @)
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Exercice 10 :

- - —

Soit un systeme constitué de deux solides (S 1) lié¢ au repere R, (C,x,,y,,z;) et (S2) lié¢ au

repere Bp(fouvemend par rapport a un repere fixe R, (0,x,,¥0,20)
(S1) : est une barre de longueur L, de masse m dont I’extrémité A glisse sur un mur et I’autre
extrémité B est articulée au disque ;
(S2) : est un disque de masse M et de rayon R quiroule sans
glisser sur un plan horizontal tel que représenté sur la figure ci-dessous.
1. Déterminer la relation exprimant le non glissement du disque sur le plan au point I ;
2. Déterminer le centre instantané de rotation (C.I.R.) de la barre :
a) Géométriquement
b) Analytiquement.

- Yo Va2

Xo
II_l »
Xo
Solution :
o . Lsi 0 . Lsi 0
Ry(xy,¥y,2,) :repere fixe; = "R ; = i
oC 0 ol 0
R, R,
R(C,x,y,2) :liéalabarre; tel que : O = (xp,x) = (o, y)et 0 =07 =0
R,(C,x,,y,,2,) :lié audisque ; tel que : & = (x,,x,) = (y,.y,) et 93 =0z T,

1. Condition de roulement sans glissement

La condition de non glissement du disque sur le plan est vérifiée si, la vitesse du point /

appartenant au disque estnulle : ~ (/ € disqu )~ 0 par la cinématique du solide écrire :
e
- - -~ L . - o L9 cos®
VO =VOC) T ACI =0 avec: V°(C)=d7?—= 0
) :
0
R,
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L9 cos® 0 0 0 . .
o t 0" 1R = 10 < Bcos® -RO=0

2. Centre instantané de rotation de la barre
a) Gométriquement

Soit I, le centre de rotation instantanée (C.I.R.) delabarre .

—

Sa position est repéré en tragant deux droites, I’une perpendiculaire a la vitesse V’(A) au

—

point A et I’autre perpendiculaire 2  V°(C) au point C. Le point d’intersection de ces deux
droites est le (C.I.R.) delabarre. -

En effet nous avons :

v o Qo 17 = - oo n o L Qo

V)TV AL =0 = v =ra = L AT
VoAt A

v ; Qon 7 = - Gon 0L Q0
veo)ti,c

a) Analytiquement

. X . x~ Lsi 0
Soit 01,= 1y = c1,= {y~R
R, % R ‘7

—

Onsaitque: V°(I,)=V°(C)* A ¢y, =0

269



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI
. S L9 cost 0 xLsi 9 0
voe)tAcr, =0 0 *t 0N 1yTRY = 10
R0 R RS R,

LOCOSG_(}’_R)E):O y=R* LcosY

(x~Lsi 99 =0 < x=Lsi

z-0 R, \? 0
R,

Exercice 11 :

Soit R,(O,x,,y,,2,) un repere fixe li€ a un demi cylindre creux de rayon R, sur lequel se

déplace une barre de longueur 2L. Le mouvement se fait dans le plan vertical (xQy).Labarre
est en contact permanent avec le demi cylindre en deux points, I’extrémité A en contact avec
la surface du cylindre et le point C avec sonbord.

1. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (C.I.R.) géométriquement ;
2. Retrouver les coordonnées du centre instantané de rotation (C.I.LR.) analytiquement ;

3. En déduire la vitesse du point C de la barre.

Solution :

1. Coordonnées du C.I.R. géométriquement :

La vitesse du point A est tangente au cercle de rayon R. On trace la perpendiculairea V°(A),

—

elle passe par le point O et elle rencontre la perpendiculaire 2 V°(C) au point 1. La vitesse du
point C est portée par la barre.
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Le triangle CAI est rectangle en C car il est inscrit a I'intérieur d’un cercle de diametre CI.

Le triangle COA est isocele : OC = OA= R, ks (CO,CA) = (AO,AC) = (AD,AC) = ¢
angles
Le triangle COI est isocele : OC = Ol =R, ks (co,cIl) = (10,IC) = 2%
angles

o . ) = _ |x, T Rcos2™
On déduit facilement les coordonnées du point / telque: OI™ s AL

R, Wi “Rsi 2
n

2. Coordonnées du C.I.R. analytiquement :

On sait que la vitesse du centre instantané de rotation (C.I.R.) de la barre est nul :

—

VO(I) =V (A) T 2N AT = 0 ; Déterminons d’abord la vitesse du point A :

. ~ Rcos 2% . 2R%si 20 . x, T Rcos2®
Nousavons: OA= 1~ Rsi 2% = V%A~ 172R%8os2% et AI= 1y, * Rsi 2¢
n n
gL O " 0 gL 0
2R%si 2¢ 0 x; ¥ Rcos 2% 0
“2R%8os2% * o A y, TRsi 20= {0
o n 0
gl 7 R, RO R,

2R%si 2a_a(y,+Rsi 2G)=o =y, = Rsin2%

oY 20‘"'0‘(), tRco 2% =0 =  x, = Rcos2®
s

3. Vitesse du point C de la barre

—

Nousavons: V°(C)=V°(N+t°AiC sor: VO(I)=0

. L 0 R~ Rco 2% R%si 20
Vo) =R0Mc= 10 M T Rsi D¢ - {ga@-,
a o" o °
R, R, R,
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Exercice 12 :

Soit un systeme constitué d’un cylindre fixe de rayon Rliéau R,(0,xy,y,,2,) etd’un
repere

disquede masse mde rayon r li€¢ aurepere R,(B,x,,y,,Z,) en mouvement de rotation

autour du cylindre comme représenté sur la figure ci-dessous. Déterminer :

- - -

1. La matrice d’inertie du disque au point O, dansle R (O, x,,y,,2,)
repere

. .

2. Larelationentre W ¢ @ exprimant la condition de non glissement du disque au point I ;

3. Lavitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement.

—

- M
Yo

[(Z]

Exercice 13 :

Un cone homogene de hauteur h, de rayon de base R est en mouvement de rotation autour de

—

I’axevertical z, d’un repere orthonormé fixe, avec une vitesse angulaire Y =Cr .Laxe
e
principal du cone est incliné d’un angle B constant par rapport a cet axe. Le cone tourne

aussi autour de son axe principal avec une vitesse angulaire 0 =Cte comme représenté sur la
figure ci-dessous. Le repere R, est le repere relatif.

On prendra aussi le repere R, comme repere de projection.

Déterminer:

1. Les matrices de passagede R, vers R, etde R; vers R, ;

2. Lavitesse et ’accélération du point C par dérivation ;

3. Lavitesse et ’accélération du point M par composition de mouvement ;
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< <s

Solution :

1. Les matrices de passage de R, vers R, et de R, vers R, ;

Nousavons: OC~h ¢ R,(x,,y,,2,) unrepere fixeet R, : le repére de projection.

- - - — — - - - - -

R (x,,y,,z,) :telque: z, = z, & (xo,x])=(y0,yl)=w avec Q? =wz0 =wz1 W=t

e
Ry(x,y,2)itel  x Sxd (v,0) T (zhz) TP T avee =0, B0
que : e . . .
Ry (x5, ys3,25) tel 2, T ;¢ (xz’x3)=()’2’)’3)=e avec Q§ =612=GZ3 , 8 - Cte
que :
Matrice de passage deR, vers R, “a -
= - < <y
X 1 0 0 X2

vy 1710 coB siI3 v,
O'Ssiﬁ gof’

z Z -
! n s ’ o y
1
PRI _>R2
) - Y2 2
Matrice de passage deR, vers R, Vs 4 -
‘. 0 0 o) " g
X3 co si 01 *2
yi |~ Fi 0 &Y o Y2 @
I]O S 0 1 » -
23 re) C ” X,
PRSeR2
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2. Vitesse et accélération du point C par dérivation ;

2.1. Vitesse
. o 0 Rco O Rco 9
Nousavons: O = 0 ,0 =0 *Cc = 0+ R O = RS O
C M C M n n
R, N R, R LO RN
- 0 P - - - = . -
yocy=0C = 0C Qa0 ayec: QU =Q+Qo=y
dt dt
nd — — i Q
or: z,="si Py,tco Pz, dom: 9= -V B
n : R wI(lJO ﬁ
2
S
. 0, 0 “Ypsi B
vo)= 1Wsi BPA J0 = o "
Yoo B h 0
R, S R, R,
2.2. Accélération :
" _d° V() _d*V°(C) L 00 n ..
dt dt
. 0 W psi P Q
Youo)y= 1Wsi BoA o = Y25 Beo P
n n S
R 1Pc()B 0 R _wzhsi ﬁSi ﬁ
: N R, 2 n n

3. Vitesse et accélération du point M par composition de mouvement ;

3.1 Vitesse :

—

Nousavons: V’(M)=V*M)*tV,) (M),

. Rco 9 . . _RQ si 0
avee O = RS O = VX(M) =—%—d 0 - R9%, 6
M p0 08
R
2 R2
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N R N 0 Reco © _wﬁsi P-R¥co Psi O
VOM)Y=VO0)* A0 = Wi B A dR§i 0= 1 Rbgo BB T
n n S S
R Yo B R, h RV si B co 0
: S R, n s

_wfzsi ﬁ_cho ﬁsi 6_Resi 0

cequidonne: V°(M)= RV go Peo O iRe cno 6 .
RY ssi p c% 0 °
R, n s

3.2 Accélération :

Nousavons: Y°(M)=Y*)t VI m)*V (M),

B 202, 0
2= VM) Re'zgoe
Y2 (M) = ——"= 17RY%
dt o D
R2
og_io - =

YS(M)=Y°(0)+%’\0M+QSA(Q(Z’AOM); avec: V°(0)=0

dog_io 250 -

2 = 2+QOA§0=8
2 2
dt dt
. - R 0, 0, Rco O
QSA(Q(;AO )= “Pg B A Y B A RS ©
M oon non n
Veo P Veo P h
rUVol g WMol g
. 0, “Whsi B-RYco Bsi O
92’\(93"0 )= Y B A R¥co Beo®° "
M R wc%ﬁ ngi ﬁcso6
2
S R, n s
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“RV?co 8
— — s * S
QSA(QQAO )= T "W2¢o B(]f)si B+RCO Bsi 6

M S n S n
P2 B(I)si B+Rreo Bsi O
R, n n s n
~ . 0, _R.esi 6
Y (M)=2 (Qgsz(M))= “Wsi B ROD O
w n B 0 S
CR R,

La somme de toutes ces expressions donne :

~Rco 9|02+ 2+5p00 B)
s s

_2Re.qf co eco p

_2Re.qf§i ecszo p

—2ROVYG; 0% B
R, n n

YOm)= 17V’ co B(l)si B+Rco Psi © —Rsi e(6“2Réq}co [5)
s

S n S n n

sz n n S n n

P2 B(I)si ﬁ"‘Rco Bsi 0 _2Réq}si 8si p
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

- - - - - -

Soientt R,(0,x,,y,,z,) unrepere orthonormé fixe et R,(O,e,,e,,e;) unrepere en

mouvement par rapport au repére fixe avec une vitesse de rotation @,

— — —

w=1| adeiy adey i pdes
e e,

Montrer que : —~le 2
2 dt dt dt
Solution :
N Cde s e T e e
ous avons : e, o e e (e,7e)) " e,(We) e, (P e)

—
- - — - - >

Todes — A eon Nems o = (1 —
ezA dz_ezA(wAez)_w(ez.ez) 62((1)-62)—(1) ez(w'ez)

t

—

€3A d3 €3A((DA€3) (D(€3°€3) 63((0'63) w 63(U)°€3)

— - - - - - - - - -

Faisons la somme des trois expressions en sachant que : @ = (@W+¢ )¢, ¥ (V- ¢,) e, (P ¢,)e,

nous obtenons :

— — —
- - - - - - - - -

T de . . de, . des — _ e
elAd_ll+€2Ad_l2+e3A7t3—3(D ((JJ.e])e]+((1).ez)€2+((1).e3)e3 ==30W—-W =20

— — —

o=l ade ; pdey i pdes
€ € €3
2 dt dt dt
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Exercice 02 :

Une sphere (S) pleine et homogene, de centre G, de rayon a, roule de maniére quelconque sur un

plan fixe horizontal (P). Soit R,(0,x,,y,,z,) unrepere orthonormé fixe lié¢ au plan tel que

20 1 (P).Soit  R((G,x,,y,,z,) unrepere orthonormé direct, 1i¢ a la sphére tel que

— — —

OG = xx, " yy,Taz,).Lorientation durepére R, parrapporta R, se fait par les angles

d’Euler classiques ¥,9,% . On prendra R, comme repere de projection.

Etablir les figures planes de rotation de la sphere ;
Donner I’expression du vecteur rotation instantané de la spheére ;

Déterminer la vitesse du point de contact I de la sphere avec le plan fixe.

el A

Ecrire la condition de roulement sans glissement de la sphére sur le plan.

T A
<0

Solution :
(S) : est une sphére homogéne derayon a  ; (P):unplanfixe; OG = xx,T yy, az,)
Ro (07 Xos Yoo Zo) . repére fixe 5 (xo ) yo) € (P) et 2o J_(P)

- - -

R,(G,x,,y,,z,) :repére lié a la sphére.
Le passage durepeére Ry verslerepere R, se fait par trois rotations utilisant les angles d’Euler

W ,e ,®) et deux repéres intermédiaires R, et R,
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1. Les figures planes :

a) Passage du repére R, vers R, :larotation se fait autour de ’axe z, = z,

Matrice de passage du repere R, vers R,

— —

X cosW sin¥W 0} %o
y | = 7sin®  cos® 0 y,
. o o 1),
P,
R "R,

Matrice de passage de R, vers R,

Xy 1 0 0 X
v, |70 cos®  sin® v
0 —sin® cosP

Matrice de passage de R, vers R,

Xy cos® sin® 0} X2
y, |T| “sin® cos® Off y,
z 0 0 1|, B
.y Xy
PR R, X
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2. Vecteur rotation instantané de la sphére dans le repére R,

Qo0 = Q2+ Q1+ Q0 = %+ %+ -
s s 2 1 (pzz exl ll)Zo

Exprimons x, & z, danslerepere R,. D’ apres les matrices de passage nous avons :

— — —

x, = cosW x, FsinW¥ y,

— — — — —

z, = sin® y *cosH 7 = ‘sina(‘ sin® x, * cos¥ y, ) +cosY z,

— — — —

z, =sin0sin¥ x, ~sin0 cosW y,+ cosO 7,

— —

)"'é(cosw ;)"'sinll) yo)"'ll.’ Z

— — —

ce qui donne :  $20 = (P(sine sinW x,~sin® cos¥ y,* cosO 7,

—

L0 = ((Psine sin +9 cos‘l’)xo*'(_CPsin6 cos¥ +9sin¢)yo+(w+¢cose)zo

- ¢ sin9 sinP *+0 cosW
92= ~@sin0 cos¥ +0 sinW

P+ g0
RO

3. Vitesse du point de contact I de la sphere avec le plan fixe

Les points G et I appartiennent a la sphere. Par la cinématique du solide, nous pouvons connaitre la

—

vitesse du point I & partir de celle de G, en effet nous avons : V°(1) =V (G)+ Q? NG
1

. X - 4 éﬁ X
Avec: O = 1y = VYG) =T= Yy
G R() a 0
R,
. X . 0
et O~ =G = 0
1 0 1 -4
R, R,
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B ¥ P sinO sin® +6 cos¥ 0
V= 1y * ~@sin0 cosW *Osin® A 2 0, on obtient finalement :
0 P+ s a
R, R,

x a(_(Psine cos¥ +6 sinlp)

ViD= 1y "'a((Psin8 sin¥ "'ecoslp)

4. Condition de roulement sans glissement de la sphere sur le plan.

Pour que la condition de roulement sans glissement soit satisfaite il faut que la vitesse du point I soit

. R x ‘a(‘(PsinG cosy +0 sinw) =0 (1)
nulle: v°(1)=0 < . . .

y "‘a(CP sinB sin¥ +6 coslp) =0 (2)
RO

On multiplie I’équation (7) par sin® et I’équation (2) par cosW puis on fait la différence des deux

xsin‘l)—a(—q?sin6 cos¥ sin¥ +6sin21P)=0 (1)
équations :

ycos¥ "'a((Psin8 sin® cosW +6C082w) =0 (2)

- = _).csinll)"').;coslp +aé=0

.. = = X
comme nous avons aussi Sll’llp - # et COSIP —
24 2 24 2

x° Ty X )y

YX XY +,0=
2 4+ .2
XY

L’équation devient :
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Exercice 03 :
Soit le systéme mécanique composé d’une tige OO, de longueur L et d’une plaque rectangulaire

de dimension 2a et 2b articulée en Q, avec la tige (voir figure). R, étantlerepére fixe; R, en

—

rotationde W autour de zo. La plaque tourne autour de la tige a une vitesse ¢,
angulaire

Ondonne W =Cte ; 6 =Cte ; ? = Cte

1) Déterminer les matrices de passage de R, vers R, et R, vers R, ;

de
2) Déterminer le vecteur rotation instantané de R, parrapporta R, exprimédans R, ;

3) Déterminer par dérivation la vitesse V°(0,) exprimée dans le repére R, ;

4) Déterminer par la cinématique du solide la vitesse V°(A)parrapporta R, exprimée R, ;

—

5) Déterminer par dérivation et par la cinématique du solide Y °(0,) exprimée dans le repére R,.

V3

Solution :

Latige : 0O, T L ; Laplaque : Longueur 2q , Largeur 2p
R, (0, x4, y,,2,) :repére fixe ;

— — —

R, (0, x,,y,,z,) :repéreenrotation autour de ’axe z, parrapportaurepere R,

- - = —

R,(0,x,,y,,7,) :repere lié a la tige, en rotation autour de I’axe y, parrapport & R,
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R;(0,, x5, y5,z;) :repere lié a la plaque, en rotation autour de ’axe z, parrapporta R,

ondonne: ¥ =Cre , 9=cCre , 9=Cte

1. Matrices de passage

Matrice de passagede R, vers R,

— —

X coB® 0 sin® X
|- 50 1 0 Y2
/] _ .0 ol =
Z sin 0 co Z
S
PRleRz

vers R,

Matrice de passage de R,

— —

X3 co® sin® 0} X

yy | = Psin® co P 0] v,

23 X ”2

Z4 0 0 1 2
PR3_>R2

: TCT et LMD-ST sem :3

Département de physique

—

2. Vecteur rotation instantané de R, par rapport a R, exprimé dans R, ;

D’apreés la relation de Chasles nous pouvons écrire :

Q(J—§22+Ql+£20—cpZ +8 +1pZ

—

Exprimons le vecteur unitaire z; dans le repére R, , 1l s’écrit :

— —

D’ou: QO—(PZ "‘6 14)( sin0 x, * cosY ;
=Y inb
Qo= 0
3 . .
P+ o O
R, S

—

Z1=

—sin0 x2+ co 9 2,

— —

S

—

) ll) sin® "' 0 ((P'HP cosY ) 2

A.KADI
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3. VO(OZ) par dérivation et exprimée dans le repére R, ;

— ——

- 0 N 2 . - ——
Par dérivation nous avons : V°(02)=d 0,-d0, +Qg/\0 5
& & 0
0 , . =Y sin
oro = 10 = LOa-0 ik Q- -0y +p - 10
f
¢ R, \L Yo O
2
R, s
B ~Y sinb 0 Lé
v°(0,)= 6 A 0 = 1V sin®
Vo O & L 0
2 R
RZ S 2

4. Vitesse du point A par rapport a R, exprimée dans le repere R, ;

Par la cinématique du solide nous pouvons écrire :

——

V(A =V(0,) T 0,4

. a acCo @
Lepoint A estdanslerepére R, etapour coordonnées: 0,A~ 10 a3in®
- 19 ~Wsin® aco P
Dou: V°(A) = [Vsin0 + .9 . A a¥in®
0 P+YPco O R 0
2
R, R, S
Le‘asinCP( P+ co 8)
— . S. .
via= 1 LY sin® + 4 co (P( P+ co 6)
. S . S
- a(‘P sin®sin® +0 co CP)
R, S
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5. Accélération Y °(O,) par dérivation et par la cinématique du solide dans le repére R,.

5.1. par dérivation

Nous savons que : P =Cte; § =Cte ; P =Cte ;alors:

- 0y,0 2 0 - -
Y0(02)=d vV (02)=d vV (02)+92AV0(02)
dt dt

ce qui donne :
- 0 =Y in9 Lé
V90,)= 11¥0co 0 + .6 . A LV sin0 =

R (0 P+P o O 0

2
R, S R,

5.1. par la cinématique du solide

Y (02) Y (0) 7 002 2 2 002

-1V 25inB co O
2L1P6 co 0%

-102° 192 in20
R,

Lespoints O et O, appartiennent a la tige leurs vitesses et leurs accélérations sont nulles dans

lerepére R, liéalatige.

Y°(©)=0 carlepoint O est fixe dans la tige ;

g o [0 @ o L0
dz"Oz_ 0 A 0 = LW9co O
o ~P0gin0 rRIWL p 0

R2 2 2

~[¥2sin9co 0
QgA(QgAO 2)= [P0 03
=027 [Y?5in?0
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La somme de ces trois expressions donne :

B 0 =¥ ?sin9 co O =¥ ?sin0 co O
Y°(0,)= (WO 0 + Lw? co G.S = ZLW.G co 8.S
R, 4 _L62§szsin26 _Lez_stzsinze
RZ RZ

Exercice 04 :

Soient deux barres articulées en A faisant partie d’'un mécanisme de régulation. La barre QA est

en rotation autour de 1’axe z_; dans le plan horizontal  x,.y, ). Labarre AB est en rotation autour

( —_— —
del’axe y, dansleplan( x.z,).Soit P un point mobile surlabarre AB tel AP~ rz,,
. L - que.

O “ax, AB~ bz, ; (aectbsontdesconstantes). R,:repere de projection. Déterminer :
A
1. Les matrices de passagede R, vers R, et de R, vers R, ;
2. 92 , V'(B) et Y°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide ;
Y
A,
Solution

O “ax, ; AB bz, et AP~ rz,
A

R, (0, x,,y,,2,) : repere fixe ;

- - -

- - - — — - - - -

R, (0.x,,y,,z,) :enrotationtel que z, =z, et e=(x0,xl)=(y0,yl), Q?Eezl

- - — — - — - —

R,(A,x,,y,,2,) :enrotationtel que y, =y, et P = (x,x,) T (2052) » 912 =y v

250



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

1. Matrices de passage

Matrice de passagede R, vers R,

N R Vi
Xo co 0 —sin® o X - ]
Yo |~ 3in0 08 o Vi Lo & " v
]
Zo 0 0 1 Z
®7R -l
Xo
Matrice de passagede R, vers R, Xy
* coW 0 —sinf x| =y, 7] ;
v =80 1 0 |y, 1
Zz sin® 0 coV 2
S -
PR2—>R1 Z %)

A.KADI

2. 92 puis v (B) et Y°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide

—

. . . . 0
a) lavitesse instantanée de rotation Qz

Qg =QIZ+QO =1 y1+(%)

1

—

7

GD.-G.O

R

b) V°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide

*) par dérivation directe

L a 0 a bsin¥ a ¥ bsinV
Nousavons: O =0 tAB= 101+ 0= 0t 0 =
B A
R 0 R b R 0 R bgo Y R bgo Y
- 0o .
Par dérivation nous avons : V°(B) = a0 -d0 4 QIO Ao
L P B
t t
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. p¥co W 0 at bsin¥W pWco ¥ .
viB) = oo 0 = J(a*bsin¥)d
“psin¥ 9 g Lbeo W ~pW sin¥
R s R

*) par la cinématique du solide

—

Nous pouvons écrire: V°(B) =V°(A)+ 291 AB

- ~ - . 0 a 0.

Nousavons: V°(A)=V°(0)*2°A 04 = v'(A)= 100 10 = 149
0

RV g0 pLO

Car V°(0)=0  Nousavons ainsi :

) o [0 [psmv |
v (B)= a9+ W+ 0 = (a "'Sl9sin1P)6
R 0 R 0 R bco W = p¥ sinV
1 S Rl

—

b) Y°(B) par dérivation et par la cinématique du solide

*) par dérivation

- 0 0 1 0 - -
Par dérivation nous avons : Y °(B) = dV(B)-dV (B, Q? AVO(B)

dt dt
. P co W = B2 it 0 2V co W
Y(B)= (as“bsinll’)e‘."belp co¥ + 0 A (a "'Sbsinlp)e
= p¥sinW —p¥ 2% co W R 6 —p¥ sinV
R, S R

A.KADI
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. bw co w bw 2 Sll’lw (a + bsnﬂ.p)@ 2
V(B)= (a+bsm‘P)6+2b91P co Y

_blp sinW ~pW¥ 2% co P
R, S

*) par la cinématique du solide

Nous pouvons écrire :

— — doQo = s
YO(B)=YO(A)+ y £ 2A4p+ QOA QOAAB
t

- - OQO I
Calculons d’abord : YO(A)=Y°(0)+d LA + QOA(QOAO )
dt A A

Sachantque Y °(0) =0 ,on obtient:

. a a _a.ﬁ_2
OV RS TR VIR TR RS (U R
0 0 [0
RO g0 g T RO 0
Rl

OQO 1Q = . .
dd —dd 2+QO/\QO— P+ 0A Y= P
t t oo .

0

100 6.1.1) psinV blp coV
dd ShaBT W 0 = sm‘“bﬂchow
t .
0 R bco ¥ —bw co
R, S R, s

A.KADI
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oy o o [esinv [g | p¥eo
QgA(QgA AB)= yAa Pa 0 = YA be Sinw
0 0 P 0 - 1
R R R, b(s:o R . pV¥ sinW
1

- blp 25in¥ = pO 2 5inV
belP co W

_bll)zco P
R, S

En faisant la somme des trois termes nous obtenons :

. —a9? bw co ¥ _bw 2sinW b62 sin¥
Y°(B)= ad smw "‘bew coV + bew co ¥
0 _waOw 5 _bwzcow
Rl Rl S R1 S

- chow bwzsmw ((;l"'lysmll))ez
YB)= (a+bs1n1P)9+2b61Pc01P

b‘P sin® —pW 2 co P
R, s

Exercice 05 :

Une barre homogeéne mince de longueur AC = 2L etde centre G , repose sans frottement sur un
petit rouleau fixe au point B et s’appuie contre un mur lisse au point ~ A. R, : est le repére de
projection.

1- Déterminer la vitesse de glissementen A eten B ;

2- Déterminer les coordonnées du C.I.R. (centre instantanée de rotation) géométriquement et

analytiquement.
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R

Solution :

Aupoint B nous avons un glissement sans frottement ;

de projection.

- - -

Faculté des sciences,

—

\gﬂxl

- - -

— —

R,(0,xy,y0,2,) :repere fixe ;

- -

Département de physique

A .KADI
. - C X
gl
G
w >
%VO\SB) R Xo

N T Ml
AN ]
V 0 (A) vy preseeeeed
AC = ;lerepére R, estlerepere
2L

N * ¢

R(G.x,y,-2)) cesttelque z, =z, 5 &= (x0ox,) = (yooyy) et =0z =0,

1. Vitesse de glissement aux points A et B

Les coordonnées de A et B dans le repére R, sont:

VO(A)=d O _
R

- a

0 .
ol

co 2@
s0

_— O —— a
O~ 1 ag®* ;0 =
A 0 B

R, R,

—

Comme A et B appartiennent tous les deux a la barre, la vitesse V°(B) se déduit par la

cinématique du solide:  V°(B) =V°(A4)* LA 4B

0 .
o

—

voB)= -2

co 2o
s0
R,

a
oA g
0 0
R, R,

a .
-_4" _+,0
co *Q

0s
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3- Coordonnées du C.I.R. (centre instantanée de rotation).
a) Géométriquement
On sait que la vitesse du centre instantané est nulle. En utilisant la relation de la cinématique du

solide nous pouvant déterminer la vitesse du point / apartirde A oude B :
= VUt

voALr
A

VO =V FRAAI=0 S VOA) =

= v Bt
vYB)LiIB

VO =veB)TLABI=0 S v'(B) =B
Alors, en tracant une perpendiculaire 2 V°(A) en A et une autre perpendiculairea V°(B) en B

I’intersection de ces deux droites nous donne le centre instantané de rotation.

a) Analytiquement

On doit chercher les coordonnées du centre instantané de rotation. Le mouvement de la barre est

X

—

un mouvement plan. On cherche un point 71y telque V°(1) =0 .eneffetnousavons:

0
0
. . o a 0 X 0
VD=V (A TRAAr=0 Tt 0t (ytag® =40
<0 R gL 0 0
R,
_a(;)+atga =0 = y~arg™
o
—_ a +Q =0 = — a
co 20 T cos’d
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Exercice 07 :
Un cone de rayon R, de hauteur h et demi angle au sommet 0., en contact avec le plan
horizontal (OXYo) suivant ’'une de ses génératrices. Le cone roule sans glisser sur le plan

(OXpYy) . Lerepere R,(0,x,,y,,2,) estle repére fixe.

- - -

1) Déterminer la vitesse de rotation 92 du cone dans le repere R, (O,x,,y,,z,) ;
2) Ecrire la condition de roulement sans glissement ;

—

3) En déduire la relation liant, 9‘; LWt @

4) En déduire 93 en fonctionde ¥ , R et h .

- -

uS04 OA€ auplan (x,,y,) ©=(04,0C)

Solution :

OC=h ; CATR; ®=(04,00)
R,(0,x,,y,,2,) repere fixe ;

- - - -

R (0,x,,y,,2,) en rotation tel que : Q? =Yz,
R,(C,x,,y,,2z,) lié au cOne tel que : x, = x, et le ~Px,

— — —

(0,x,) est’axe du coOne ; (O,yl)e(xo,yo) et (O,yl)J-(O,xl) I’axe (O,z,) termine la

construction du triedre directe.

— - -

Soit u le vecteur unitaire porté par la génératrice O4 du cone. Nous avons : ¥ = (x,,u)
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1. Vecteur rotation instantanée du cone par rapport au repere R,

Qo =Q1 4+ Qo = + -
5 5 L = Px, ) Z, A .
. zZ

Or , nous avons : 1 oL
z, =si %xtcosz XX

" ]
i * . — — ’ y

—_ . 0
0 CPxI“P(m O‘xl+cosazl)

n

— 5 . —

L = ((P"“P si O‘)xl'"w cos® z,
n

2. Condition de roulement sans glissement ;
Du fait du roulement sans glissement du cone sur le plan horizontal, tous les points en contact
du plan suivant la génératrice O4 ont une vitesse nulle, en particulier les points O et 4.

Comme les deux points appartiennent au méme solide, nous pouvons écrire :

- —

VoA =V°0)*RA04=0 or V°(0)=0
ce qui donne : 92 NOA=0 , cette expression montre que 93 // OA

P —

. 0 . .
or nous savons que 04 1 z, alors nous avons aussi : 92 1 z, se qui se traduit par :

— —

Qg * z, = 0 enremplacant 9‘; par son expression on obtient :

2 .2=0 < ((P“Psi a)xl'zo’L(choso‘)zl'zo =0
n

- - - — - -

T
X*Zy ~ |x1||Zo|COS(x1 Z0) T COS(E_OL) =sin®*

- - - -

z,° 2, = |z,||7o| cos®* = cos

((P“Psi O‘)si O"L(lpcosa)cosa:O = Qg+ Y=g < @= - v
n n sin &
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3. Relation liant, 93 LW o @

—

On remplace P dans I’expression de 9‘; , ce qui donne :
— w . . . s . a- -
Qo= — T _+WPgin® |x, +W cos®z, =W cos*| ~ 2 x * 7,
sin sin®
4. 93 en fonctionde ¥ , R et
h
c o= R . o = h
nous avons sin —— Ccos ——
omme nous avo W e W
i _ h . h — —
On obtient : 2! _—w(_—xl"’zl
VR * R

Exercice N°08 :

Soit le dispositif mécanique composé d’une barre homogene AB de longueur L, de masse m et

—

d’une hélice de rayon R, de masse M. Le point A de la barre se déplace sur I’axe y, et la
barre tourne avec une vitesse angulaire constante ¥ autour de I’axe x, = x, . Lhélice tourne

— — .

autour de ’axe y, = ¥, avec une vitesse angulaire constante : @

K A >
Z z, . _)
2 3
(1) —» A
.......... P
__________ - :B teeraaad
L v A
> -
yO = yl

On prendra R, comme repére relatif et de projection.
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Le moment d’inertie de I’hélice au point B , exprimé dans le repére R, est donné par:

C 0 0
C
0 O R,
Déterminer:

1. Le centre d’inertie du systéme barre + hélice dans le repére R, ;
2. Le tenseur d’inertie du systeme barre + hélice au point 4 dans le repere R, ;

3. La matrice de passage de R, vers R, etde R, vers R, ;
4. La vitesse de rotation instantanée 92 de I’hélice par rapporta R, ;
5. Lavitesse V°(4) et1’accélération Y °(A4) par dérivation ;

— —

6. Lavitesse V°(B) et1’accélération Y °(B) par par la cinématique du solide ;

7. La vitesse et I’accélération absolues du points M par composition de mouvement ;

Exercice 09 :

Une tige homogene de longueur AB =L et de centre G est en mouvement tel que, son

—

extrémité A soit assujetti a se déplacer suivant I’axe vertical (O,z,)d un repére orthonormé

- - - - -

fixe R(O,x,,¥,,2,) . L’autre extrémité B est en mouvement quelconque dans le plan (x,,»,) .

1. Déterminer le nombre de parametres nécessaires pour décrire totalement le mouvement de
la tige et construire les différents reperes permettant de faire I’étude cinématique de la
tige ;

2. Déterminer la vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport a R,

Déterminer les différentes figures planes et les matrices de passage;
4. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue des points A, B et G exprimé dans le

repére R, .
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Solution :

1. Reperes et parametres permettant I’étude du mouvement de la tige

AB=L; AS(0,z,) tousle temps, BE(x,0v,)
R,(xy,,,2,) : repere fixe ;

- - — — — - - — -

R (x,,,,2,) unrepere tel que : z, =2, ,(X,,%,) = (¥, 7)) =¥ et 20 =Wz =Wz

— — — — — - - - - i «

R,(x,,7,.2,) untepere tel que : », = ¥, (X,,%,) = (2,,2,) =W et @ =-0, =-0,

—

onaainsi: ABER, telque: BA= Lz,

Les deux angles Vet O sont suffisant pour décrire entierement le mouvement de la barre

par rapport au repére R, .

2. Vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport a R,
— — - * * 00
Qu=Qy+Qr=-0y 4, = 1

R Y

Nous avons :
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3. Figure plane de chaque repeére ;

3.1. Matrice de passage du repereR, vers R,

Matrice de passage de R, vers R,

— —

Yo cosW  “sin¥ 0 %
Yo sin¥  cos? 0 b2 PR0_>R1
; 0 o 1|z

3.1. Matrice de passage du repére R, vers R,

X, cose 0 sin9 !
v = 0 1 0 Yy
z - sine 0 cose
) 1
PR2_>R1
) 0 sin¥
Q0 =6 ), 41 2 =6 (~ginW x, * cosW y,) * 2= 176 o
P

On prendra R, comme repére de projection car les expressions cinématiques sont plus

simples dans ce repere.

4. Vitesse et Accélération absolue des points A, B et G exprimé R,.

L
0 Lsin® — — | ZsinY
o — — _04YO0B_ |2
Nous avons : OA4 0 , OB 0 , OG T ; 0
R Lcose R, 0 —cose
R 2
- = _d”bz_d’(_)z S0 n
4.1. calculde V°(4) : V°(4)= = +E20A 04
dt dt
. 0 0 0 0
Vo(4)= o *t q07 0 = 0

R - 108in® R P R Lcos® R - 18 in®
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4.2. calcul de V°(B)

d”OB=d’OB+Q?A&3

VO B =
(%) dt dt
R L9 cos® 0 Lsin9 Lq cos?
VO(B)= 0o * o7 0 = LV sin®
P
0 R R, 0 0

La vitesse du point B peut aussi s’obtenir a partir de celle de A par la cinématique du solide :

—

VOB)=VO(4)*t RN 4B

: o [0 [ s oo [t
VhB)" o 7o 0o - LY sin® = 1LV¥sinf
R ~L9in" R Y R ~ LcosY - 190 + 1040 0
R R
* 406G _d'0G . G
4.3. calculde V°(G) : V°(G)= = +QIOA 0G
dt dt
. L&
Ly 6 L . ¢ =0 cosf
. 5 COos 0 Esm %
VO(G)= ; p + (,)A | 0 = I L SinG
-=0 sin6 R Y —cose _Lé .9
! R L2 —Ysin
1 R L 2

R,

La vitesse du point G peut aussi s’obtenir a partir de celle de A ou de B par la cinématique du

solide, en effet nous avons :

VO G)=V°(4) T R0A 4G
[ L [ La
L . ¢ =0 ¢os0 =0 ¢osH
. 0 0, o sin 2 2
V(G)= 0o t 170a 0 = { Lwgnd = L Ly g0
R - 19inb P —ZcosH 2 LA 2L '
1 R, R =19 in® + =00 =0 ino
1 R 2 R\ 2
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- - 0 0 A 1 0 A ind i
4.4. calculde V°(4) : YO(A)=d Vi) —d Vg )+Q?AV0(A)
dt dt
V()(A)= O . + Q/\ .0

R ~195in9 — 192060 R W R ~19in¥

1

d’V°(By _d'V°(B)

R,

45. calculde Y°(B) : Y°(B)=

+Q?AVO(B)

dt dt
. L9 cos® —102in0 0 L9 cos?
Vo(By= {LWsin® +LWO cos®  + 0 A 1LWsinY
0 P 0

R & R,
- L9 cos® L0+ LW ?)sin0
VoB)y= 1 LWsin® +2LW0 cos0

0
R

- - 0 0 1 0 — —
46. calculde 1°(G) : 10(G)= VG =d V(G4 Qonpo g,
dt dt !
( L oo L . r .
Ee cos6 - 56 2 sin6 0 %6 cose
T9B)= éw sinf + gwﬂ cosf 0 A éw sin©
.o 0 rlp L .
- £8 sin6 - £6 2 cos8 R -=0 sin6
R\ 2 2 R 2
( L oo L . L 0
Ee cos® ==02in0 - =2 0
'Y()(B)= J %ll) Sine +Lwecose
Ly Lo
-=6 sine - 56 2 cose

—19in® — 102 0s0

A.KADI
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CHAPITRE VII

CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACTS
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CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACT

1. Mouvement de deux solides en contact

Soient deux solides (S,) et (§,) liésauxreperes R, et R, mobiles par rapport a un
repere fixe R, .Les deux solides en mouvement sont assujettis a un contact ponctuel a tout

instant en un point fixe I appartenant au plan () tangent en ce point aux deux solides.

n : lanormale au plan () @
Q€
=)
Q J_(J'l?)
Au point de contact des deux solides
nous pouvons distinguer :
- 1 €s . :point du solide §, en contact avec le solide S, al’instant t;
- 1, €g , :point du solide S, en contact avec le solide S, au méme instant t;
-1 ERO : la position commune de [, €g , et ], €g , au méme instant t;
Le point géométrique / n’appartient ni a S,nia §, .Les points I,1,,I, occupent

géométriquement la méme position mais ils ont des roles cinématiques différents.
L’ensemble des points 1 < R, constitue une courbe I $écrite sur le plan (V)
L’ensemble des points 1, €g , constitue une courbe Fl d’écrite sur le solide S,
L’ensemble des points 1, €g , constitue une courbe 1“2 d’écrite sur le solide S,

La vitesse de glissement du solide du solide S, par rapport au solide S, appartient au plan

(") tangent au point de contact. Soit M, un point du solide S, et M, un point du solide
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S, ; d’apres ce que I’on a vu précédemment sur le champ des vitesses des points d’un solide,

nous pouvons écrire dans le repere fixe :

— — —_———

VU =vVO M)A M T,

- nd _———

VO =VO M) TN ML,

La vitesse de glissement du solide S, par rapport au solide S, est donnée par la relation :

— —

VZ(I)=V°(12>‘V°(11>

Comme les trois points occupent la méme position géométrique nous pouvons écrire :

— — — —

—

V(D) =V (M) "VO M)A ML, TR0

—_——— —_———

— i - i _—

V,(D)=VO(M,)"VIM) TR A MM,

Le vecteur rotation du solide S, par rapport au solide S, a pour expression : $2} = $29—£20

—

N 0 = 1 0 o . .
D’ou : 92 92 + Ql on retrouve ici la loi de Chasles.

—

Le vecteur rotation 912 du solide S, parrapport au solide S, adeux composantes, |’une

tangent et dans le plan €, € () | I’autre normale au plan : €, L) ; 29 =8 +Q

Q, =nh (Ql2 A'n) : Vecteur rotation de roulement du solide S, par rapport au solide S, ;

- —

Q,, = (Ql2 ‘n)n . Vecteur rotation de pivotement du solide S, par rapport au solide S,

- —

En général, lorsque deux solides sont en contact ponctuel, il peut y avoir :

Glissement , roulement et pivotement de [’'un sur

. qutre. . ) . .
La condition de roulement sans glissement est vérifiée lorsque la vitesse de glissement est

nulle: V. (D=V'(I,)~V°'U)=0 = v°U,)=v'U))

—

Sile solide S, estfixealors: V'(I)=0 = V°(I,)=Vv°(U)=0

Dans ce cas, quel que soit M €g ,,avec §, enroulement sans glissement par rapport au

— —

solide S, , nous pouvons écrire : V(M) =V ()Y A1 M
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— —

—

comme V°(I,)=0 alors: V'(M)=2 A1 M

* Si V,(I)~ 0 : onditque le solide S, roule sans glisser sur le solide S, ;
* Si Qn =0 : on dit que le solide S, ne pivote pas sur le solide S, ;
* Si Q,, =0 : on dit que le solide S, ne roule pas, il glisse sur le solide S, ;

1.1. Mouvement de deux solides en contact en plusieurs points
Dans le cas ou deux solides sont en contact en plusieurs points, les considérations précédentes

peuvent €tre reprise en chaque point de contact.

Cas particuliers :

- Sideux solides §, et S, sonten contact en deux points A et B etsila vitesse de

— — —

Q1
2

—

glissement en ces deux points est nulle V°(A) =V°(B) =0 alors le vecteur rotation

est un vecteur directeur de la droite AB passant par les deux points :

VOBV TRAAB=0= RraB=0 < 2y/aB
- Sideux solides S, et S, sonten contacten plus de deux points et si la vitesse de

glissement est nulle en tous ces points, ils sont nécessairement portés par le méme axe

donc ils sont alignés.

1.2 Transmission par friction d’un mouvement de rotation entre deux cylindres

Soient deux cylindres S, et S, de rayons respectifs R, et R, liés a un bati fixe et ayant

des mouvement de rotation d’axes respectifs (O,z,) et (0,z,)

50:90_) g;o:—go—)
1

Leur vitesse de rotation respective est donnée par : L2, et ) 2

—

Soit P un point de contact entre les deux solides. Les axes de rotation sont paralleles a: z, .

—

La condition de roulement sans glissement au point P s’écrira: V°(P) = 0
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Le point de contact P peut €tre associé au solide S, et S, , par la cinématique du solide nous
L npita - € = ﬁo =ﬁ0 +§;0A“—)
pouvons écrire : P S, V(P)TV (0) M O,P
PEs, = VIB)TV(©0) T 0,P

— .

or nous avons V°(P) = 0 et les points O, et O, alors: LA 0,P=Sr0,p

—

X
1{\
--l\ﬂ . — >;
5 N ﬁ
—— \/ 1 DZI

Dans la transmission de mouvement par friction, les deux cylindres ont des mouvements de
rotation de sens contraire si le contact se fait a I’extérieur et de méme sens si le contact se fait

a ’intérieur des cylindres.

Les points O,,0,,P sontalignés. Si O,P~ "R x;, alors O,P~R,x

PR 0 = 0 = 0 - = 0
Doi: ¥0rpp=r0p p Q0 , A-Rx, =820, AR x,

—

TRR TR, 7

2

Si le contact se fait a ’intérieur (cylindre S, al’intérieur du cylindre S,) les deux cylindres

tourneront dans le méme sens :

—

Doi: rpp=Qrpgp & QAR =R, AR &

1%

I
=

QOR

154

=92R =

2

RoRe
|
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2. Mouvement plan sur plan

2.1. Définition

Le mouvement d’un solide (S) lié a unrepere R,(O,,x,,y,,z,;) par rapport a un repere fixe

R, (Oy,xy,Y,,2,) €st un mouvement plan sur plan si et seulement si, un plan ( F) du solide

reste en coincidence avec un plan () 1ié au repere R,(O,,X,,Y,,%) -

On étudie ainsi le mouvement relatif de deux plans, ’'un constituant le référentiel fixe. Les

— —

vecteurs z, = z, sont orthogonaux aux plans (P;) et (',) respectivementen O et O,.

Le vecteur rotation instantané du solide (S) liéa R, (O,,x,,y,,z,) par rapport au repere fixe

— — — >

R, (O, ,x,,Y0,2,) est donné par : Q? = 2o

Tous les points du solide se déplacent parallelement au plan ( ™) , leurs vecteurs vitesses sont

aussi paralleles a ce plan, alors VpE (S) nous aurons :

— -

ViP) T fOxF gy, T V(P z,T0

On remarque dans ce cas que I’automoment VP Q? =~ 0 du torseur cinématique
4, -1
» 11— ' , décrivant le mouvement est nul. En effet nous avons :
Vi(P)

— —

vo(p): Q0= (f(t) x, T gy, ) ‘Wz, =0 , nous pouvons conclure que :
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- SiV=Ece T Q? =Y =9 , la résultante du torseur étant nul, alors le torseur est un
couple et le mouvement est une translation rectiligne sur le plan (U,) , I’axe central du

torseur reste indéfini ;
. . 0 = .
- Si ¥ varie au cours du temps, alors Q, W | dans ce cas le torseur est un glisseur dont

—

I’axe central est I’axe instantané de rotation orthogonal au plan (*;) donc paralléle a z, .

2.2. Paramétrage du solide
la position du solide est déterminée par :

a) La position du point O, € (S) dans le repere R, est donnée par :

=

- - - - - -

b) L orientation du repere R,(O,,x,,y,,z;) par rapport au repere fixe R,(O,,Xy,Y0,20)

—

définie par la vitesse de rotation : Qlo =y Z, tel que (xq,%) = (¥9,;) =

Le passage du repere R, versle repere R, s’exprime par les relations suivantes :

x, = cosW x, T sin¥ y,

v, - ~sinW X, +cosW Yo

— —

21 2

La matrice de passage de R, vers R, est donnée par :

cos¥ sin¥ 0
Pr—g, “sin?  cos¥ 0
0 0 1

Le mouvement plan sur plan est un mouvement 2 trois degrés de liberté : (x, y,¥) ; deux

degrés de translation et un degré de rotation.
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2.3. Vecteurs vitesse et accélération d’un point quelconque du solide

Si P est un point quelconque du solide (S) ,il aura pour coordonnées :

Dans R, : O,P=ax, by, ,lepointP estfixedans le solide.

Dans R, : O,P =ax, by, =a(cos¥ x,*sin¥ y,) * b("sin¥ x,* cos? y,)

—_——— —

0P = (acos¥ ~bsinW®)x,* (asin¥ *beosV) y,

L acos¥ ~hsin¥
0,P= jasin¥ *bcos¥
R, 0
Dans R, : OP =00,"O,P=xx,7 yy,* (acos¥ _bsinw)xo"' (asin¥ * bcosw)y0
. x*tacos?® ~bsin¥
0 = 1y*tasin¥ *hcos¥
P 0
R
La vitesse du point P parrapporta R, se déduit de deux facons :
a) Par la cinématique du solide :
. - L 0 acos¥ ~ bsin¥W
Vi) =veiopthropr=1y t 10" Jasin¥ *hcosV
0 W R, 0

¥

N x” (asin¥ * beosW)W
veP)= 1yt (acos¥ ~hsin¥W)¥

0
R,

b) Par dérivation :
- L 1~ a¥ sinW —pW cosV x (a sinW * pcosV )IP
o . . . B . .
Vo (P)= _dtD__ yt a¥cos¥ ~p¥sin? = vy (a cosW ~bsinW )w

0 0
R, R,
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L’accélération du point P parrapporta R, se déduit facilement par dérivation du vecteur

vitesse V°(P), dans le méme repere.

-

- x (a sinW * pcos¥ )w “(a cos¥ ~hsin¥ )w ?
- 0 0 .o .o .
VO(P)=@= 1yt (acos® ~bsinW)¥~ (asin¥W T hcosW )W ?
! 0
RO L

2.4. Centre instantané de rotation

Soient deux points A et B du solide (S) li€aunrepere R, (O,,x;,y,,z,) €n mouvement par

rapport au repere fixe R,(0,,%,,Y,.2,) lié au plan (,)

- Aw)

———(9)
(1)

[

Comme les vitesses V°(A) et V°(B) appartiennent au solide et au plan (EO) ,nous

pouvons écrire d’apres la loi de distribution des vitesses :

VOB) =V (4T RN AB

ou Q? est la vitesse de rotation du repere R, par rapport au repere R, . Le vecteur vitesse
de rotation instantané est normal au plan (), ce qui entraine que 1’axe instantané de rotation
A(#) est perpendiculaire a (T, .

L’étude sur les torseurs a montré que quel que soit le point pris sur 1’axe central d’un torseur,

le moment en ce point est parallele a 1’axe central.
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Dans le cas d’un torseur cinématique, tous les points de I’axe instantané de rotation (axe
central) ont une vitesse parallele a cet axe. De plus dans le cas d’un mouvement plan sur plan

tous les points du solide ont leurs vitesses paralleles au plan (%) . Par conséquent, le point
d’intersection I entre le plan (') et I’axe instantané de rotation A(t) , a une vitesse nulle.

Ce point est appelé centre instantané de rotation : (C.I.R.)

24.1. Détermination analytique du centre instantané de rotation (C.I.R.)

Soit P un point quelconque du solide. La loi distribution des vitesses nous permet d’écrire :

VOP) =Vt RN [p =S0A pp

La position du C.I.R s’obtient en multipliant vectoriellement cette expression par Q? :

= = -~ = ~\2 .
VU(P)/\ Q(l) =(Q(l)/\ P ) A Q(l) =(Q(1)) P

- —)0 A g;o
_ P

d’ol: IP‘—V(B —
1

- g

- levecteur IP est perpendiculaire au vecteur vitesse V°(P) au point P ;

. i G
- il a pour module : ||IP|| T o0
1
2.4.2. Détermination géométrique du centre instantané de rotation (C.I.R)
Sile point / est un centre instantané de rotation du solide (S) ,nous pouvons le déterminer

géométriquement en connaissant la vitesse de deux points A et B dusolide.

En effet nous avons :

VoA =M = vy L

veB) =LA = v LB
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Le centre instantané de rotation (C.I.R.) se trouve a I’intersection des normales aux vecteurs

— —

vitesses V°(A) a partir du point A @ V°(B) a partir du point B . Cette méthode est

souvent utilisée pour vérifier les coordonnées du (C.I.R.) déterminé déja analytiquement.

Dans le cas particulier d’un disque, il est trés facile de le vérifier :
Les vitesses aux points A et B sont tangentes aux disques.

En tracant les deux perpendiculaires aux vitesses

Respectivement en A et B, leur point d’intersection

est le point I centre du disque ayant une vitesse nulle.

3. Base et roulante

Le centre instantané de rotation (C.I.R.)est un point mobile par rapport a R, et par rapport

aurepere R, li€ au solide. Il décrit deux courbes différentes dans les deux reperes, on appelle

alors :

- Base du mouvement :du plans (Ps) dusolide surleplan ), la trajectoire du point /
dans le repere R, ;

- Roulante du mouvement :du plans (Ps) dusolide surle plan (Y,), la trajectoire du point
I danslerepere R,;

Nous pouvons exprimer le vecteur vitesse du point / danslerepere R, ,nous avons en effet :

iy dOO_I
VO 0 + 1
O 4t O,

- 0__) 0 __)+__)
V0(1)=dd40 =d (O 1 011)=

En introduisant les coordonnées du point / dans le repere R, tel que :

. - = Xy
01[=x1x1+y1 yi~ Yoo
R0
Par la formule de la cinématique du solide nous pouvons écrire :
d°o1 _d' 01
dt dt

+Q?/\011=V1(1)+Q?/\011
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—

on obtient finalement V°(I)=V' (1) *v°(©0,)+* 2" 0.1
Comme le point [ est le centre instantané de rotation, son expression analytique est donnée

—

—— g;()/\ —)0 - -
V(O _
1 (0)) = Q?AOII__VO(O])

par: O,1 = —
)
1

— —

On obtient alors : V°(1) =V'(I)

Cette égalité indique que la vitesse du centre instantané de rotation est la méme dans les deux
reperesa R, et R,.

Il en résulte que la base et la roulante sont deux courbes tangentes en / achaqueinstant.
L’égalité des vitesses au point / dans les deux reperes montre que la roulante roule sans

glisser sur la base.

3.1. Equation de la base

La position du point O, centre du repere R, li€ au solide par rapport au repere fixe R, est

_—— — >

définie par ses coordonnées dans le repere R, :8 Coxx,Tyy,S 1y

— Qo ‘;0 0,)
La position du point / danslerepere R, est donnée par: O,] = ——————> qui s’écrit
1

—

s A 0

. VM v .

aussi sous la forme : O,/ = ————= , or nous avons :
P2

—

- _dOO__ _d(’é_ dOIP_'d‘)(_)_ _a d " d
0 = 1= 1 =1 L=y L  +p <«
L A 7 I TR T

—

- -

En remplacant I’expression de V°(0,) dans celle de O,I nous obtenons :

= W AVO) ST A[d Tod T
on Jq))’o

1p2

W}’O_on
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Ainsi le vecteur position du point / danslerepere R, est exprimé par la relation :

—— —_

_ —_ _d ~ d ~
IO 8,*011 (x wxo)-l-(y-'_ﬁ)’o)

Cette équation définit la trajectoire (appelée base) du centre instantané de rotation dans le

—

= _d
X, ()" x on
repere R g= ) Y(t)=y+d—;
0 I 1 le 0
Z,(6)=0

RO L

3.2. Equation de la roulante

Pour obtenir la trajectoire (appelée roulante) danslerepere R, 1i€ au solide, il suffit
d’exprimer les vecteurs unitaires du repere R, en fonction de ceux de R, .En effet, nous

avons d’apres la matrice de passage déterminée précédemment :
x, = cosW x, “sinW x,

y, = sin¥ x, * cosW x,

—~ W AV - (d “.d “\_d T_d "~
01— T2 =, Nyt —— = —vy, T —x
1 v 0 &w 0 gq))’o glp)’O JLP

Alors la trajectoire dans le repere R, aura pour équations paramétriques :

X, 1~ flwsinw - jwcosw

_ _d d

= =4 P, + 4
0O,1 Y, (@) dapcos y dwsm
Z,®)~0

R,

En connaissant la matrice de passage de R, vers R,,1il est tres facile de déduire la trajectoire

de la roulante a partir de la base ou inversement.
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CHAPITRE VIII

CINETIQUE
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CINETIQUE

1. Définition

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la
quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment
dynamique et I’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique.

La cinétique a pour objet 1’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la

géométrie des masses.

2. Résultante cinétique, moment cinétique

- Larésultante cinétique (quantit¢ de mouvement) d’un point matériel M ,de masse m et

—

de vitesse V() est définie par la grandeur vectorielle :
M

P=mV( )
- M
- Le moment cinétique @, du point matériel M en un point A quelconque de I’espace est

donné par le moment de la quantité de mouvement en A ,il a pour grandeur :
O, =A "mvM)
M
2.1. Quantité de mouvement d’un systéme matériel (S)

a) Systeme matériel discret :

—

Le systeme est constitué d’un ensemble de point ~ ; demasse ; et de vitesses V(M;) dans
M m
un repere R.

- Larésultante cinétique (quantit€ de mouvement) du systeme est donnée par la grandeur

vectorielle : P~ E m; V)M,

—

- Le moment cinétique ©, du systéme matériel (S) en un point A quelconque de

I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour grandeur

vectorielle : 9, = E A Mm V(M)
i M
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b) Systeme matériel continu :
Dans le cas d’un systeme matériel continu (S) : linéaire, surfacique ou volumique nous avons :
- Larésultante cinétique (quantit€ de mouvement) du systeme matériel continu, est

donnée par la grandeur vectorielle : P =f V(M)dm ;
S

—

- Le moment cinétique ©, du systétme matériel continu (S) en un point A quelconque

de I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour
grandeur vectorielle : o A =f AM NV (M)dm
N
3. Torseur cinétique
Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repere
fixe R. Soit M un point de ce solide et deux points A et B quelconque de 1’espace mais
connus dans le repere R.
Par définition nous avons les moments cinétiques en A et B qui sont donnés par :
o =fAM’\ V(M)dm et 9, =fBM’\ V(M)dm
N S
o9, =fAM/\ V(M )dm _fBM" V(M )dm =f(AM— BM) NV (M)dm =fAB" V(M)dm
N N N S

o ~-6,= AB"fV(M)dm =ABMP
N
cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique
On constate que le moment cinétique obéit a la loi des transports des moments. Nous pouvons

alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont : la résultante

cinétique et le moment cinétique.

P~ f V(M)d
d -1 5 m
4 - -
o =f A V(M)
sM m
P= f V(M)dm : résultante cinétique ou quantité de mouvement du systeme (S)

N

o, =f AM NV (M)dm : Moment cinétique au point A du systéme (S) dans le repére R.
N

292



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

3.1. Expression de la résultante cinétique d’un systeme matériel

Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repere

- - —

orthonormé fixe R(O,x,y,z).Quel que soit M € (S) nous avons par définition du centre

d’inertie : fGMdm =0
S

- - —

Les points G et M sont Mobiles dans le repere  R(O, x,y,z) , nous pouvons écrire :

GM =~ OM ™~ OG et leurs vitesses sont liées par la relation :
dGM _ dOM _dOG < dGM:V(M)_V(G)
dt dt dt dt

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient :

f.%d = (;(M)_\;(G))d =6
m

SS m

fV(M)dm = V(G)fdm “mV(G) cequidonne: P~ mV( )
s s G

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectée

— —

de la masse totale du systtme : P~ mV( )
G

3.2. Propriétés du moment cinétique

3.2.1. Théoreme de Koénig

- - —

Soit R,(0,x,y,z) unrepere orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

- - —

référentiel barycentrique) R;(G,x,y,z) estle référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralleles a ceux du repere fixe.
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La vitesse du repere R par rapport au repere R, estnul: é(RG /Ry) = 5

Nous allons chercher une relation entre :

- le moment cinétique du systeme en G
dans son mouvement par rapport a R, et

- le moment cinétique du systeme en G

dans son mouvement par rapporta R, .

Soit M un point du systeme matériel :

—

Sa vitesse dans le repére R, est donnée par: V°(M)=V°(G)*t V(M)

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: O, R, =f G MV'M)d
s m

—

Son moment cinétique au point G dans R; s’écrira: OG,RG =fG NVS(Md
s m

Nous avons alors :

Ocin -Jomn (VO(G) * VG(M))dm =Jemrve Gyam+ oMM v e (Mam
S S S

—

or nous avons par définition du centre d’inertie : f GM dm = 0 on obtient finalement :
N

S e ~JGM am v Gy [amN v yam =S Gm A Ve yam =0,
N Ky s
=0
G/ Ry G/Rg
Le moment cinétique en G centre d’inertie du systeme est le méme qu’il soit présenté dans le

repere R, ou dans le repere R, .

En un point A quelconque de I’espace nous aurons par la formule de transport :

— — —

GA/RO =0 G/Rg T AGH mVO(G)

Nous avons ainsi le théoréme de Koénig pour le moment cinétique.
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3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié a un repére R, en mouvement
quelconque par rapport a un repere fixe R,.

Soit M un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour

— — s

expression: V'(M)=V'(0,)* Q;{ No.m

Le moment cinétique au point O, est donné par: ©'(0,) = f OM"NV'(M)dm

En remplacant I’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons :

—_—— -

'0,) =f0kMA Vi) T OkM)dm
N

Oi(Ok)=fOkM’\Vi(0k)dm+f0kM’\(QZAOkM)dm=01+02
N S
avee: O, =Jo, MMV (0)dm et O, =f0kMA(9;A0kM)dm

N S

Expression de O, :

—_—— -

o =fOkM’\ V'(0,)dm =f(OkG+ GM) AVI(0,)dm
N S
=f0,<GA V'(0,)dm +fGM dmNV'(0,)
N N

o = okGAvf(odem +fGMdm AVio,)

N N
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—

Comme G est le centre d’inertie du solide, nous avons alors : f GM dm=0
S

— -

dou: 9,=0,G"mV'(0,)

Expression de ©

-fo M"(Q’ Ao M)dm
S

Afin de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point M dans le

—

repere R, et les composantes du vecteur vitesse de rotation Q; dans le repere R, .

—_———— x —_ QX
oM~ D s 2},
R % R U
_ L X Qx X X ZQ _y .
OMA(QzAOM) ‘y’\ Qy/\ y = yA xQ —ZQX
Q Q -.Q
R‘“ R':R'Y RYWRY '
i oy PR a2y Ry [0 )R R
9] M/\(Ql /\OM) <Z(ZQy_yQZ)_x(ny_ny)= —Q +Q (x2+ 2) szz
Rk \X(XQZ_ZQX)_)’(ZQ),_)’QZ) Rk _QXXZ nyZ+Qz(x2+ 2)
Qxf(y2+ 2)dm ~ Qfxydm Qf)czdm
-— s
_fO M/\(QIAOM)d <—Qxf.xydm+gyf(x2+ 2)dm nyzdm
N
_ijzdm‘gyjyzdm* sz(x2 + z)dm
Rk ~ N N S

cette expression peut s’écrire sous la forme :
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- — —

on aboutit & I’expression finale : ©'(0,) =C, 7O, qui s’écrira :

01(0,)=0,G mV(0,)* [1]0k L

Cas particuliers :

—

- Silerepere R, est fixe par rapporta R, alors V'(0,)=0 =

—— >

- Sile point O, est confondu avec le centre G alors O,G =0 —

3.4. Théoréme de Koénig pour un systeme matériel (S)

Sous la forme généralisée nous avons :

—

Ol(M) =0 K@)t MGA mVI(G)  avee O(G) =0 4 (G)

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :
Oi(M)= [1]G Qi+ MG mV(G)
I : est le moment d’inertie du systéme en son centre d’inertie.

4. Torseur dynamique

4.1. Définition

A.KADI

o0 =l 2

O'(G) =[1]G 5’,;

Soit M un point du systeme matériel (S) en mouvement par rapport a un repere fixe R.

=d;(M)

L’accélération du point M est donnée par : ¥ (M) p
t

- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M :

l;=f;(M)dm ou l;= Emi;(Mi)

S i

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la

quantité d’accélération) par rapport a un point A du repere R :

—

S

8 =[AMMNY (Mydm on O, = % AM A m Y (M)
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme €éléments de réduction de

ce torseur. Le torseur dynamique en un point A du repere R s’exprime sous la forme :

l;=f;(M)dm ;)=Em,.\7(Mi)
ou [A A : -

6A =2AMiAmiY(Mi)

3, -

N
d =[AMMN (M)dm
N

Le systeme étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le
moment dynamique obéit aussi de la méme maniere a la formule de transport des moments.

Les moments dynamiques en deux points quelconques A et B sont liés par :

6A =6B+ AB/\D

4.2. Calcul de la résultante dynamique

Soit G le centre d’inertie du systeme dans le repere R , la résultante dynamique s’écrit :

D=L yam =Y 4y = L[y vpyam = 4E = 40V OD) -y )
L ar dr's dr dr

N

Si la masse du systeme est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse

par I’accélération de son centre d’inertie.

D = mY (G)
La résultante du torseur dynamique est égale a la quantité d’accélération du centre d’inertie du

systeme affectée de la masse totale.

4.3. Théoreme de Koénig relatif au moment dynamique

Soit R,(0,x,y,z) un repere orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

- - —

référentiel barycentrique) R;(G,x,y,z) estle référentiel 1i€ au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralleles a ceux du repere fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repere R, estnul : Q(RG /Ry~ 0
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Nous allons chercher une relation entre :

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapport a R, et

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapporta R .

Soit M un point du systeéme matériel:

Son accélération dans le repere R, est donnée par: Y (M) =Y (G) TV (M)

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira : 60 R, f GM MY (M)dm
N

—

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira : 66 " =f GM MY S (M)dm
S

Alors : 6G/RU =fGM’\ (YO(G)"'YG(M))dm =fGMAY°(G)dm +fGMAYG(M)dm
N

N N

o, =Jemam 16+ femN 6 (ydm
N N

—

or nous avons par définition du centre d’inertie : f GM dm = 0 on obtient finalement :
N

= N G =
60/120 fGM V= (M)dm 6G/RG
S
=9
GIRy G/Rg
Le moment dynamique en G centre d’inertie du systeme est le méme, qu’il soit présenté dans

le repere R, ou dans le repere R,.En un point A quelconque de I’espace nous aurons par la

— — -

formule de transport: 9, . =9 ;.. T AG" mV°(G)

Nous avons ainsi le théoréme de Koénig pour le moment dynamique.
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4.4. Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique

Soit A un point quelconque du repere R, pas nécessairement un point du systeme matériel

etun point M du systetme matériel. Nous avons le moment cinétique au point A qui est

—

donné par: O, =fAM"VO(M)dm

N

Dérivons cette expression :

— —

5 -
4 =fi(AMAV°(M)) d’ AM ’\V (M)dm "'fAM"—d V(M)
dt g dt dt s dt

dOGA _fd AM

Ayo (M)dm + 5
dt

N

0 — —

AM = yo ()= vO(a)

Or nous avons :

d’ o
dt

VA AmV (G,

a’%, _ (.. - Iy \
S —f(VO(M) ‘VO(A)) AVO(M)dm*O, =
dt s

on obtient ainsi la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique

_d’S, .

o =4 "4 +y0 (A)AmV (G)
dt

A

Cette relation ne doit en aucun cas étre confondue avec la formule de transport.

4.5. Cas particuliers

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique :

—

. 1) Aest fixe dans R, < VO(A) -

- g -

o = p 4 Si: 12) Aest confondu avecG < V (A) A (G) =
t

3HV(A V(G = O < V(A) V(G)=0

A

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire :

—

I;A=dCA avec uA:{(SQ et[&A={

dt

Qs

A
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5. Energie cinétique
5.1. Définition

L’énergie cinétique d’un systeme matériel continu (S) en mouvement par rapport a un repere

— 2
fixe R, est définie par la quantité scalaire exprimée par la relation : E_ =f %(VO (M )) dm
S

5.2. Théoreme de Koénig relatif a I’énergie cinétique

Soit R,(0,x,y,z) unrepere orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

- - —

référentiel barycentrique) R, (G,x,y,z) estle référentiel i€ au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralleles a ceux du repere fixe.

—

La vitesse du repere R, par rapport au repere R, estnul : Q(RG /R,)TO0

Nous allons chercher une relation entre :
- L’énergie cinétique du systeme dans son mouvement par

rapport a R, et

- L’énergie cinétique du systeme dans son mouvement par

rapport a R

Soit M un point du systeme matériel. La loi de composition des vitesses donne :

VM) =VIG)TVE M)

en remplagant cette expression dans celle de 1’énergie cinétique nous aurons :

N N N N

E? -f;(v G) v (M)) (V (G)) fdm+fv (G)-V° (M)dm ;f(VG(M)) dm
d°

G

or nous avons : V¢ (M )= dans le repere R

E; =%(\:°(G)) fdm+v (G)* d—fGMd + f(v (M))

—

nous avons aussi par définition du centre d’inertie que : f GMdm =0
S
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L’expression de I’énergie cinétique devient :
() 1w )

E} = —(VO(G)) fdm + —f(VG(M)) dm
2 N 2 N

N 2

. . ) ) _1
qui s’écrit aussi sous la forme réduite : E; = E(VO(G)) fdm t ES
S

L’énergie cinétique du systtme (S) en mouvement quelconque par rapport au repere R, est

égale a I’énergie cinétique du systeme dans son mouvement autour de son centre d’inertie G
augmentée de I’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale du systeme.

Cette relation constitue le théoreme de Koénig pour I’énergie cinétique.

5.3 Solide indéformable en mouvement quelconque

- - - - - -

Soit R,(O,x,,y,,2,) unrepere orthonormé fixe et R, (O, ,x,,y,,z;) unrepere lié a un
solide indéformable et de centre de d’inertie G.

Le solide est en mouvement quelconque tel que O, < (S) . La vitesse de rotation du repere R,
par rapport au repere R, est : Q?

Soit M un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide :

VOM)=v°0) TN oM

L’énergie cinétique du solide (S) est donnée par :
— 2 — — . \2
E? =f%(VO(M)) dm =f%(v°(ol) + €07 OIM) dm
N S
0=f1 _)0 _)0 +Q_)0/\ .
E; 5 VM) || V(0™ " O,M |dm
S

=v°(0,) ~fl(v°(M))dm +[Lyo - (9? A OIM)dm
N 2 N 2
= %VO(OI) “mV°(G)* 9‘;-%011\4" VO (M)dm
N

L’expression du moment cinétique déja développée auparavant est donnée par :

00,y = foMAV° (Mdm

N

302



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

Nous avons alors 1’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:

— —

_1 - S
E¢ -5V°(01>-mv°<G>+9?-0°<0]>

Si le centre O, du repére R, est confondu avec le centre d’inertie G du solide : O, = G alors :

—

— 2 —
_1
E° _Em(VO(G)) +R0.00(G)

Le moment cinétique en G s’écrit : C%G)=1 G Q? on aboutit a la relation finale :

- 2 - -
=1 T
E; _Em(VO(G)) MRS

= 2
1 e ) .
—m(V0 (G)) : est I’énergie cinétique de translation du solide

2

Q? 1 Q? : est I’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G.

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans 1’espace est égale a la
somme de 1’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du

solide et de I’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.
Cette relation constitue le théoreme de Koénig pour I’énergie cinétique.

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique

au point O, en la mettant sous la forme :

mV"(G)
viM)) \%°0)

o1
EC_E—)]

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale a la moitié du produit scalaire du torseur

cinématique par le torseur cinétique au point O, exprimé dans le repere R, .

e,
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54. Solide indéformable en mouvement de rotation pur

Dans le cas ou le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe A passant par un
point O; du solide et de vecteur unitaire u tel que : A(OS ,U) avec Q(S) =%} Le moment
9 . N 7 = T
d’inertie par rapport a cet axe est donné par : Ia do, u
X
L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :
1 oot i C_lor ., ol
E} = EQ(; Ao, - QS EQ ! Ao, £y= 592 u' Ao .u EQZ.IA
5.5. Energie cinétique d’un ensemble de solides
L’énergie cinétique d’un ensemble de solides (S) constitué des solides (S ;,S2, S3, ...... Sh)

dans un repere R, est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée

dans le méme repere.

Ec($)~ 2E2<S,»>
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01:

Une barre homogene de longueur OM = L , de centre G est en mouvement dans un repere

- - -

orthonormé fixe R, (0,x,,¥,,z,) . On défini deux repéres R, et R, tel que:

R (O,x,,y,,z,) repere mobile telque: z, =z, ¢ 6= (X0,%) = (Vo)1)

R,(0,x,,y,,2,) liéalabarretelque : y, Ty, ¢ &7 (x,x) 7 (2,2,) ;
Onprendra R, comme repére de projection et comme repere relatif.

Déterminer :

1. Lavitesse de rotation instantanée 53 du repére R, parrapporta R, ;

2. Lavitesse ;0 (M) etl’accélération Y—)O (M) pardérivation;

3. Lavitesse ;0 (G) etl’accélération ;0 (G) par composition de mouvement ;
4. Lemomentcinétique C;O (O) au point O exprimédans R, ;

5. Lemomentdynamique o0 (O) au point O exprimédans R, ;

6. L’énergie cinétique de la barre.

A.KADI
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Solution :

1. Vitesse de rotation instantanée 92 du repére R, par rapporta R, ;

i hnd hnd ¢ ¢ — (c) nd o — — —
Qg=912+9?=_ay1+621= - > Q?=_0Ly1 car : x1AZ1=_y1
0
Rl
2. Vitesse V" (M)et ’accélération Y ° (M) par dérivation ;
2.1. Vitesse
- 0 o 1 . - -
poury =4 OM d'OM L Gup o
dt dt

. 2L cos® g O_Z—\)/I ~2L%sin®

Nous avons : OM = 0 = = .0
, dt
R 2Lsin® 2L% cos™
R
1

. ~2L%sin® 0 2L cos® ~2L%sin™
VoM = 0 0N 0 = 219 cos®

2L% cos™ R 0 g (2Lsin® 2L% cos®

R ! R
1 1
2.2. Accélération
- 0 0 1 0 g g
dt dt

. T2L(*sin* T 42 cos) 0 ~2L%sin®
VoMY= 20O cos® ~Bgnay + g A 2L9 cos®

2L(*cos® ~*?5in®) R Y 2L%cos™

R R

1

~L|Ogin & + (@2 +02y g0

YOMYy= 3 2L(€? cos™* ~ 2.easina)

2L(%* cos* ~*gin™* )

A.KADI
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— —

3. Vitesse V°(G) et accélération Y °(G) par composition de mouvement ;

3.1. Vitesse
- - . - Lcos® . - ~ LO%gin*
0 =71 + 170 Y= = 1 =d10G=
VoG =viG)*r(G) ,avec: OG 0 V(G) . .0
R Lsin® L% cos™
R
N - . 0 Lcos® .0
VOG) =V 0+ RA0G= {0 A 0 = 1L9cos®
R 0 R Lsin®  p 0
1
. ~ L%sin® .0 T L%sin®™
Vo(G)= .0 + L9 cos® = L9 cos®
L% cos™ R 0 L% cos™
R R

3.2. Accélération
YOG =TH(G)TY (G Y (G)

~ L(©sin@® tO2 cos)

- _lel(G)_
YiGYySZ———I= 0

(G) o .

L% cos® ~ G2 sin %)
R
y —y a2 S O n - e d0Q0  g1Q0
YP(G)‘Y°(O)+7]AOG+Q?A(Q?AOG) wee :Y0(0)=0 et L=
> 0 Lcos® 0 0 Lcos® =192 cos®
YIO(G)= QA 0 + 0 A 0 A 0 = Lecosa
0 Lsin©® 0 0 Lein®
R1 Rl Sin Rl Rl Rl sin R1 0
= - - 0 — LOgin @& 0 ..
T.(G)=2 (Q?"Vl(G))=2 Q A 0 = {-praf gha
R 0 L% cos® R 0
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Faculté des sciences,

La somme de tous les termes donne :

. T L(@sin®* T 02 cos D) =192 g5
L(® cos® ~O2gjn ) 0
R\ R
= L|Osin® + @2+02) 050
VoMy= 1 LOcos® ~200gin
L cos®* ~%25in @& )
R

—

Département de physique

0 ..
—2100 g

0

4. Moment cinétique ©°(O) au point O exprimé dans R, ;

Le moment cinétique au point O dans le repére R, est donné par :

O00y=1,9 + OGAmV°(G) avec: I, =

%)= |0

R1 L

0
mL*

O'_)O)O= 14— o

3
mL? 0
3

0 0 Lcos®
- + 0
ml? R 0 R Lsin®
3 |

~mI*9 cos® sin®
+ ~mL* =

mL?0 cos? O

R

0
mL?
et
3 2
L
0 M
3 |
~L%gin®
m L9 cos®
L% cos™
R,

A.KADI
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—

5. Moment dynamique 00 (O) au point O exprimé dans R, ;

Il est déterminé a partir du moment cinétique par la relation :

d"0°0) 2 d'O°(0) Ao roo
1

50,0, =
© dt dt

(@)
_mLZ(e cos®gin@® —00gjn2a +eacosza)
(O _4ml’ §

dt . 3

mL? 0(%"'0052 a) = 260%gina cosa))

, (_aml?

N 0 _mLZ?gosa sin® 3 .

B 4n;L a = 1 mL92 cos%sin @

0 . 0
mL29(l+Coszoc)

1 3 R

1

Q? A00(0)= QA 3

R
on déduit :
_mLZ(é.cosO‘ sin® _éo.‘sinza +édcosza —%0{6)
6_)0(0)= 1- mLz(§&+6.2 cos Sinon)

mLz(H(é *cos’a) T 20%sina cosa))

6. Energie cinétique de la barre.

L’énergie cinétique totale a pour expression :

0 0

E, =—mLz(O‘zsinzo‘+ezcosza+0‘2c0520‘)+1(0,_a,6) 0 ml>/3 0 |[7¢

2
0 0

A.KADI
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. , ,
E, =lmLZ(a2+Bzcosza)+£a2+£92
2 6 6

. , -
E. =§mL2a2+—m2L 62(1+COSZG)

Exercice 02:

On considere le systeme matériel suivant (Z) compsé des solides suivants:

(S1) : est un coulisseau de masse 1y, de centre de masse Gp li€ au repere Ry en mouvement

- - - —

de translation rectiligne par rappport a un repere fixe R, (x,,),,Z,) suivant I’axe z, .

(S2) : est une barre uniforme de longueur 2b , de masse my , de centre de masse Gz li€ a R,

(S3) : est un disque homogene de rayon R , de masse ms ,de centre de masse G3 lié a R3

4, 0 0 4, 0 0
On donne les tenseurs d’inertie : /;,(S,)=|0 B, 0 ; 16(8,)=10 C; 0
0 0 GClg 0 0 Clp

1. Déterminer les vitesses et les accélérations des points G, avec i = 1,2,3

2. Calculer les moments cinétiques 9, (S, /R,) des (S;) en G, avec i=123;

—

3. Calculer les moments dynamiques 6Gi(Si /R;)) des (S;) en G, avec i7123;

4. En déduire le moment dynamique du systéme au point G, : 661 (2 / R,) exprimé dans R;

5. Calculer I’énergie cinétique du systeme £ =/ R,) parrapporta R, .

z, =z z,
A A

3
/_

(S3)
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Solution :

R,(x,,y,,2,) repere fixe ; et aussi repere de projection

. = Qo =
R(x,,y,,2,) 12,5z, et >/ 50

—

Ry(%),05,7,) 1%, T, et Qg =0x,

Ry(rypsz) 03 = T et =By,

. 0 . 0 B . B
OI= bcos™* ; OG,= 0 ; OG,= 1bsin®™ . 0G,~
% ° R, R* 2bcos™ R R*bcos™

1. Vitesses et accélérations absolues des points G, avec i=1,2,3

1.1. Vitesses par dérivation:

—— —_———

- d° OG iy 0 :
VG~ o0, Gy =4 ZG“ b%cos™
R ~2b%sin @ R, ~b%sin*
- d° 0G. ;
VoG, = . 1= 12b% cos
0
R,
1.1. Accélération par dérivation:
- - 0
’YO(G):dOVO(Gl)= 0
: dt - :
R, ~2b%5in® T 2H%? cos ™
- 40 I;O(G ) 0. .
T(G,) =Tz= 1 D% cos® = H%?sin
R b%sin®* ~ h%? cos
- d() I;)() (G ) O" ¢
V°(G,) =T3= 126% cos® ~ 22 5in &

R,

A.KADI

0
2bsin

RoR
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2. Moments cinétiques © ., (S, /R,) des (S;,) en G, avec i~123;

Les moments cinétiques des trois solides en leurs centres d’inertie sont donnés par :

— —_—— nd

O (S, /R)=GGAm VG120 =0

. L L[4 0 oo |4 -
05 (S,/R)=G,GAm VG )Y L, =10 B, o||0|=| 0 |[=4,%x,
0 0 CJ|o 0
. L - [4 o ol|=B| |-4B .
O (S, /R)=G,GAmVGH*Y I, =|0o B, o0 || 0o |=-4Px
0 0 CJl|o 0

—

3. Moments dynamiques 6Gi(Si /R,) des (S;) en G, avec i~123;

Les moments dynamiques se déduisent par la dérivée des moments cinétiques :

—

N _ d'o (S, /R)) _~
061 (S,/Ry) = = 22 =0
— _dz()' S /R _ o >
662(S2/R0)_ Gzc(itz O)_Azaxo
— _d30 S /R _ e >
663(S3/R0)_ G36(Zt3 0)_ ABBXO

4. Moment dynamique du systéeme au point G, : 601 (E / R,) exprimé dans R ;
Le moment dynamique du systéme au point G, est égal a la somme des moments dynamiques

des trois solides au méme point.

8, (2 IR,) = (S, /RO, (S, /RO, (S, /R,)

6_) (E/R )= dOGG](Sl /RO) + dOOGl(Sz/Ro) + dOOGI(S3/RO)
G1 0 dt dt dt

d"Og (S, 1R -
dt
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Calculons d’abord les moments cinétiques des solides (S,) et (S;) en G, en utilisant la

formule de transport :

— — _—— -

O-Gl (SZ /RO) =0 G2(S2 /RO)+ G1G2A m2 VO(GZ)

.- 0 .0 . : -
O (Sy/R) = A, %x, | bsin® | N m,| b%cos™ =(A2a+ mzbza(cosza_smza))xo
~bcos® ~b%sin™*

—

Ou(S,/1R) = (A2a+m2b2acos2a)x0

—

— — —_——— -

OGI(S3 /RO) =0 GS(S3 /R0)+G1G3A m3 VO(G3)

0 0
O, (S, /R) =4, Px,*| 2bsin® |2 m,|26%cos® =(_A3ﬁ+4m3b2acos2a X,
~2bcos® 0

— —

OGl('S’?)/RO) - _A3 I3+4m3b2acosza)x

0

Les moments dynamiques se déduisent facilement par dérivation des deux expressions:

—

d°C_ (S, /R . . '
(5, /%) - A20‘+m2b2(acos2a_2(1281112(1))’50

dt

—

d°0, (S,/R i " '
a1 (53 /1) - _A3B+4m3b2acos2a_8m3bza251na005a)xo

dt

—

=| =4, B+ amp? % cos® &~ am p? O sin20‘)x0

Le moment dynamique du systeme est la somme des deux expressions :

—

6G1(2/R0) - (Aon' m,b* (*cos 2* ~ 247 sin 20‘))x0

—

+ (‘A3 B+ am > cos> & =~ am,b> 2 sin 20‘))(0

—

6GI(E/RO) = (Aza_ A, B+ m b (@ cos 2% = 2042 in 204 * 4m,b* (* cos> & ~ 02 gin 20 | x,
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5. Energie cinétique du systeme £ (2 /R,) par rapporta R,.

Ec(2/Ry) = E(S,/R)* Eo(S, IR)* E.(S,/Ry)

—

— 2 — .
E.(S,/Ry)) = %m1(VO(G1)) +%Q?T ']GI'Q? - %m14b2a2 sin® @

QgT 162.92 =lm2b2a2+lA20L2

— 2
_1
EC(SZ/RO)—Emz(VO(Gz)) +

Q0 =lm34b20‘2c0520‘+1A3 B2

- 2
-1
EC(S3/R0) 5m3(V0(G3)) + 5

EC(E/RO) = %(b2(4mla2sin2a tm, 02t 4m 02 cos® Kyt 4, 02T 4, B2
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Exercice : 03
Le systeme mécanique représenté ci-dessous est composé de deux solides.

(S1) : une barre de longueur OO = L , de masse négligeable, maintenue a ses deux extrémités

par des liaisons : sphériques O et cylindrique en O¢ (d’axe x, ). Le disque (S2) a un rayon R et

une masse m. La barre, 1i€ au repere R,(x,,y,,Z,),est en rotation dans le plan vertical a2 une

- - - — —

0 par rapport au repere fixe R,(0,x,,y,,z,) autour de I’axe z, = z,.Le

vitesse angulaire

disque 1ié au repére R,(x,,y,,z,),tourne autour de I’axe x, =~ x, a une vitesse de rotation

® . Le tenseur d’inertie du disque (S 2) aupointO qdans R, estdonné par
A 0 O
1,,(5,)= |0 C 0] Onprendra R, comme repere de projection.
R 0 0 C
Déterminer :

—

1. La vitesse de rotation instantanée 92 du disque par rapport au repere fixe ;

La vitesse et I’accélération du point Oy par la cinématique du solide ;

Le moment cinétique et le moment dynamique aux points Oy et O par rapport aR, ;

L’énergie cinétique du systeéme

Appliquer le théoreme de la résultante dynamique au systéme

Appliquer le théoréme du moment dynamique au systéme au point O.

Yo
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Solution :

1. Vecteur rotation instantanée du disque par rapport a R,et exprimé dans R,

2. Vitesse et accélération absolues du point O; dans R; par la cinématique du solide

. . L B L . 0
vO0) =V )t 00, ; comme 00,= 10 et $2°= 10
0 0
R R
. L 0 L 0,
alors: V°(0,)=92"00,= 10 * 10 = L9
0
R RO g0
- _ d° Qo - - I d° Qo _dlgo
YO(OI)—YO(O)+_1/\00]+£2?/\§2?/\001 ona: | = i
dt dt dt
R o [L 0 0, - 192
Y0(01)= Q A 0 + (.) A Le = LG
0 0
rRY RO R r1LO 0

3. Moment cinétique et moment dynamique aux points O; et O par rapport aR,

3.1. Moment cinétique et moment dynamique en O,

. R A0 o] |9 AP
0°0)=1,.2°= o ¢ o] [0]F | o
o 0o c] |9 c9
Rl Rl Rl
- - AP 0 AP A®
. 000 100 - - .
6"(01):‘1 dt(o‘)=d dt(o‘)+9?m°(01)= o. [t (o|" 0,7 [A®?
R 1 R, R
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3.2. Moment cinétique et moment dynamique en O

R I, R 0,
O00)=1,,.52%00,"mv°(0,) orv°©0)= Lb

RO
R A0 o] |@ L 0 AP
o%o)= 1o ¢ ofl [olf |o|Am {19 = @ )
o o c] |9 0 0 +mr? 0
Rl R] Rl Rl Rl
- 000 100 g -
60(0)=d 0)-d (0)+Q?AOO(0)
dt dt
R AP 0) |A® AP
590y @Q Lot o A%
mLz 0 Rl 0 C+mL2 0 Q+mL2 0
R, R R,

4. L’énergie cinétique du systéme

—

- . . . A
_1 1 oor _1 1
E, Em(VO(OI)) +59‘; 1,52 EmLZBHE((P,O,e) 8

a © o
DO

EC = mL262+lAcp2+lC62
2 2
5. Théoreme de la résultante dynamique au systéme

La somme des forces appliquées au systeme est égale a la masse du systéme par I’accélération

de son centre d’inertie.

. . -19°
E F, =~ mY° O, ; avec: ¥ 0(0, )~ Le
0

Rl
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- R, T mg cos® =182

R,Tmg=mV°©0,) < ‘Roy"'ROly_mgsine:Le
ROZ+ROIZ=O

6. Théoreme du moment dynamique du systéme au point O

A.KADI

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique au méme point O.

IMEN=D0) = 00MR,*00,Mmg=80)

L 0 L mg cosY AP
01" |Ry, |t |O* |~ mgsin® @fpe
R] 0 R ROlz R 0 Ie1 0 +mL2 0
Rl
LRy, - ©¢6 < 1 7LR,, = APY
R LRy, _mgLsinG +mL* O _mgLsine +LR01y = (C)+mL2 6
Rl
P =Cte
= — A ’
ROlz Z(pe
- Ctml
Ry, =0+ g sin®

Exercice : 04

- - -

Soit R,(0,x,,y,,2,) unrepere orthonormé fixe lié au bati d’une éolienne constitué d’une

- - -

girouette et d’une hélice. La girouette (Sq) lié au repere R, (O,x,,y,,z,) , a une liaison pivot

avec le bati fixe de maniere a tourner dans le plan horizontal autour de I’axe

— — - - — — —_—— —

20 -2 T (x,%) T (y,,y,) et OG~ax, ol a:estune constante positive.

—

(0,z,) ,avec
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— — — — —

L’hélice (S») est lié au repere R, (O,x,,V,,2,)et ayant un rayon GP ~ b z, , tourne autour de

— — - - - =

laxe x, = x, tel que: B ~(2,22) T (s y2)

—

La girouette a un moment d’inertie par rapport a I’axe (0,z,)quiestégala: [

Le tenseur d’inertie de hélice de masse M et de centre d’inertie G dans le repere R, est donné

A 0 O
par : IG(SZ)R2 ~|10 B O
0 0 C R,

Un balourd représenté par une masse ponctuelle m située a I’extrémité de 1’hélice au point P

sur I’axe (G,z,).

Déterminer :

1. Le moment cinétique de la girouette dans son mouvement par rapport a I’axe (0,z,);

—

2. Le moment cinétique ©°(S,/R,) de 1’hélice au point O exprimé dans le repere R, ;

—

3. Le moment dynamique de I’hélice par rapport a I’'axe  (0,z,): z,° 00 (S,/ R, ) , exprimé

dans le repere R, ;
4. Le moment cinétique du balourd par rapport au repere R, et exprimé dans le repere R, ;

5. L’énergie cinétique totale du systeéme par rapport au repere R, .

320



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

A.KADI

Solution :

R,(0,x,,y,,2,) repere fixe lié au bati ;

- - - R — e - - > - e —

R (0,x,,y,,z)) telque: z, = z ; & = (x9,x) T (yg,y,) et Q? =0LZ1 =azo
R,(G,x,,y,,z,) telque: x Exz 5 B T(21522) T (y1,,) et Q(z) - ﬁxl - ﬁxz

—_ — — — —

Nous avons aussi: OG “ax, —ax, ; GP~bz,

A0 0
1.S)g =1 5 16(8)p ~[0 B 0
00 C

R2

— — —

1. Moment cinétique de la girouette par rapport a I’axe (O,z,): ZO:; o (Si/Ry)

. ~ 1. 0 0 0 .o . L
OO(SI/RO)=IO(S1)RO.Q?= 0 I, 0| [Q|=1.% 7 =I% ¢
0 0 1.l

10.00(51/R0)=(1a Z0).20 A

2. Moment cinétique ©°(S,) . de I’hélice au point O exprimé dans le repére R,;
2

Le moment cinétique de I’hélice en O est donné par la relation :

— —

O3 (S2/Ry) =9 4(S,/R) T M OG"V°(G)

A
— g —— - - Zl
O0(Sy/Ry) T 145(8,) 2 + MOGMV(G) % -
R, Y2
Or nous avons :
Qg=£212+§2<1J=[3xz+otZl avec ~ >
T - - X, X y
z, =sin Py, T cosP 7, b 1
p
Dot = sz"'a(sin By, *cosPz, )= O gin P
% cos P

R,
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- . B
- - a 0

— 0 2 e —_—— . .
VO(G)=ddOG=ddOG+Q‘;’\0G= AsinBA 10 1 a%cosP

t t . .

% cos P R, 0 R = a%sin P
R, 2
P a .0

—

0 O

B 0. AginB+ p {0 A a%cos P

0 C % cos P RO p ~a%sin P
R, 2

A
O,(S,/R)™ |0
R0

O (S,/R)=ABx,*B%si By, +C%cosP z,* Ma®%si By, * Ma>%cosP z,
n

n
O,(S,/R,)= A|3x2+(B+Ma2)Isi Byz'"(C'"Maz%‘cosﬁz2
n

— -

3. Moment dynamique de I’hélice par rapport a I’axe (O,z,) :z,° 00 (S,) R dans R,
2

Le moment dynamique est déduit a partir du moment cinétique par :

7.d"90(S, /Ry

y _d’%°(S,/R,) Y _
6O(Sz/Ro) + < Zo'éo(sz/Ro) 2" d
- 405, /R)) 0(20.00(52”%0)) - o do(z‘)'OO(SZ/R“))
Z° s = —00(s, /R,). 20 =
0 dt dt U dt
d’z, -~
car: &% =
dt
L - do(z().oo(sz/Ro))
ce qui donne : zO'BO(Sz/RO)= p
1

do(zo.oo(sz/RO)) 0/ — .o . = . -
y -4 (Z(]’(Aﬁxz"'(l)(')Maz Ocsinf’yz"' C* Ma’ O‘cosBz2 ))
t

- -

— — 0 . . > s . - -
Zo.éo(Sz/Ro)=%(AB(ZO.X2)+Q(-)MC’2 O(Silllg(zo'yz)-'- C* Ma’ OLCOSB(ZO.Zz) )
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- - -

TT — —
ornous avons : (z,°x,) ~ 0 ; (zo'y2)=cos(5_l3)=si b . (zo‘zz)=cos[3
n

-

0 . .
10'60(52/R0)=fl—t((£)(’)Ma2 %gin? B+ c+ Ma® %cos* P ) )

_).go _d’ O.LQ'ZB+ 2B + 4,2
2o (S, /Ry) ; sin Ccos Ma

4. Moment cinétique du balourd par rapport a R, et exprimé dans R, ;

Le balourd est une masse ponctuelle, son moment cinétique est donné par :

. . . . L a
O%P/R)=OP"mV°(P) , avec: OP=0GYGP=ax,"bz,= 10
R,
— L, p a basinﬁ
nd 0 g -— . y h
VO(P)=d OP - d 0P+92A0P= AsinBA 0 = Ja%cosP—pP
dt dt . .
®cos P R, b a%sin P
R2 R2
- st i)
i . ba.sin[s . .a cos .
O%P/R)= 10 N m a‘?‘cosﬁ_b[3 =m {1 b>%sin B — 4> %gin P
R, b R a%sin P a(aacosf’_bﬁ)
2 R2~
00(P/RO)=mb(bﬁ_ao‘cosB)xj“rrz(bzasi P-g20s ﬁ)yz*'ma(aacosﬁ_bﬁ)zz
n n

n

0O(P/RO)=ml9(b[3_aO‘cosB)xz'"m(lsi BQ ~a’ yz"'ma(aO‘cos[5 _bﬁ)z2

5. Energie cinétique totale du systeme par rapport au repere R, .

L’énergie cinétique du systeme est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque
solide par rapport au méme repere.

EC(E/RO)= ECQQRO tE. S,/R, +EC(S3/RO)
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Energie cinétique de la girouette :
_1.00 = 1.6
£ Qi =L@ = La
C 1 0 2 1 2
Energie cinétique de I’hélice :

=1 .
E. (g /Ry = E[Zurseur cinétique  Torseur cinétmatique]
Mv°'@G) || 2 |-y

V0 (0) MV (G)FO(S, /R
O%(S,/Ry) 1LV°(0)

—

£ m, =L

—

or nous avons : V"(0)=0

AB B
Ec(f}z/Ro =Loog, 1r)R0 =1 tMa® %sinP - 1%in B
2 2 + Ma® %cos P O cos P
R2 R2

Ec(gz/Ro = l(AB.2+Q(-)Ma2 OL.Z Sin2 B + C+Ma2 (X'.z COS2 B)

\S]

-1

ECQZ/R0 (Aﬁ2+(3sin2 B+cCcos?P +Ma2)a2)

\S]

Energie cinétique du balourd P :

— 2 —
=1
E. (} /Ry, ~ Em(V0 (P)) or la vitesse V°(P) est calculée précédemment, nous aurons :

. . o« \2 *

EC()’/RO =lmb2azsin2B"'lm(aacosﬁ_bﬁ) +1 a2 agin2 B
2 2 2

EC()’/RO =%m(b2azsinzﬁ+azazcoszB_Zabaf’cosﬁ"'bzBz+a2azsin2f’

Ec()’/Ro =%m(b20‘2$in2 B =2ap% B cos P + 4202+ p?2 Bz)

La somme des trois termes donne 1’énergie cinétique totale du systeme :
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ECQ:/RO = %N +%(ABZ+(Bsin2B"'CCOSZB"'Maz)O”)

‘F%m(bzazsin2 B —2ap0 B cos P + 4202+ 2 ﬁz)

EC(E/R(J = %OL.QEV]*'BsinzB“'C0052B"'Maz"'mg)sin”i"'a2
’L(f)erb2 B.2_2mabdécosﬁ

Exercice 05 :

Un systeme de ventilation automatisé est composé de deux barres identiques et homogenes,
soudées entre elles au point A et d’une hélice de rayon R et de masse M.

(S1): OA =L de masse m ; (Sz): AB = L de masse m ; (S3): Hélice avec: BM =BN =R de
masse M . Le systeme est en mouvement comme le montre la figure (2).

o o
r o o

A

Le tenseur d’inertie en B de I’hélice dans R, est donné par : I;(S;) R 10
2

0

R2

- - - — — —

Le repére R,(0,x,,y,,z,) est en rotation par rapport a R, autour de I’axe z, = z, =~ z, sens

- - - — —

positif. Le repere R,(A,x,,y,,z,)de centre Aesttel que y,//y, .

- - - — —

Le repere R, (B,x;,y;,z5) est en rotation par rapport a R, autour de ’axe 1y, = y, sens

négatif. R : est le repere de projection ; On considere que : Y =Cte et P=Cte

Déterminer :

1) Le centre d’inertie du systeme dans le repere R; ;

2) Le tenseur d’inertie du systéme au point A dans le repere Ry ;

3) La matrice de passage de Ry vers Ry etde Rs vers Ry ;

4) La vitesse de rotation instantanée du repere R3 par rapport a Ry ;

S) La vitesse et I’accélération absolues du point B par dérivation ;

6) La vitesse et I’accélération absolues du point M par la cinématique du solide ;

7) La vitesse et I’accélération absolues du point N par composition de mouvement, R; étant
le repere relatif ;

8) Le moment cinétique du solide S3 au point A dans le repere Ry;

9) Le moment dynamique du solide S3 au point A dans le repere Ry;

10) L’énergie cinétique du systeéme
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=y
X3
S
X
Solution :
1) Centre d’inertie du systeme :
0
— 0 » 0 = O — L/I2)tM.L
AG,= 0 AG= L2 : 4G~ 1L Ac= 1™ J)r :
- 2m™ M
R 2mT M
2) Tenseur d’inertie du systeme:
mLl’/3 0 0 mL’/3 0 0
I1,(8)~ 0 mL’ /3 0| et 1,(5,)~ 0 0 0
2
R, 0 0 0 R, 0 0 mL /3
A0 O ATML 0 0
1,(5)= |0 B 0| ; Huygens — I,(S;)~ 0 B 0
+ 2
R, 0 0 A R, 0 0 ATML
AT ML Y 2ml’ /3 0 0
I, (Systeme)™ 0 BtmL* /3 0
R 0 0 ATML TmL’ /3
2
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3) Matrices de passage :

cos¥ ~sin® 0 cos? 0 sin®
P-g sin®  cosW 0] et Pe-p, ~| O 1 0
0 0 1 “sin® 0 cos?

4) Vitesse de rotation instantanée du repere R3 par rapport au repere Ry

— — — — *« — * (o)
92=Q§+§212+Q?=—cpy2+0+1pzz= —c[)

R, v
5) V°(B) et Y°(B) par dérivation
L N . 0
OB=O0AYAB= Lz, Ly, =L ;

L
L 0B _d" 0B yoon e |on |0 L 0B~
VO(B) = = +Qaog= 1A 1= 10 oavee L9 =y
dt dt " I 0 dt
R

RSDORE
- do_)o d2_)0 - - 0 _Lw 0’
’YO(B)= V (B)= V (B)+Q(;AVO(B)= QA 0 = —L’q)2

dt dt
r W 0 L 0
2 R2 2
2 0 nd
; avec d’V_(B) (B)=0
dt

—

6) VM) et YO(M) par la cinématique du solide

- R Rcos®

VOMY=VOB)TRABM  avec: BM= {0 = 0
3
R 0 R RSincp
3

2
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. - LY 0, Reos®  |TLYTRPsin®
VO(M)= o * _.CPA 0o = RY cos®
0 P Rsin® RP cos®
R R, cos
R, 2 R,
d° §o —

Y°(M)=Y°<B)+73ABM+92A(Q‘§ABM>

Y°(B) : déja calculée

d°§° d2§0 L. 0 0 [V
3 = 3 + QoA Qo= A —@Q=
2 3 0 @ 0
dt dt ; 1P 1P 0
R, R, R,
d2 50 — . .
avec % =0 (¥ er?P sont constantes)
dOSSO . Vo Rcos? .0
=" BM = (U 0 = 1"RVPsin®
dt ‘
0 » Rsin® R 0
R, 2 2
- - . ( 0, 0, Rcos?® 0. _R.q) sin®
QAN BN TN 70N 0 = 179A 1 RVcos?
in®
R, W R, P R, (Rsin R, P RP cos®
R2
. “RP?cos® ~ RV cos®
QAN By g ~ RV ®Psin®
~RP*sin®

R, *

- R(P_2 cos®? ~ RW? cos?
dou: VO(M)= | TL¥?72RY Psin®
~“RP*5in®

A.KADI
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7) VO(N) et YO(N) par composition de mouvement

. . R L - |7 Rsin®
VIN)TVAEN)YV,)(N) , avec AN ABTBN =Ly, Rz, = L
Rcos?®
R dz;x_]; ~“RPcos?
VIN) T o 0
t
“R%Psin®
RZ
. . o 0 ~ Rsin® ‘.[}P
VIN)=VO(A) TN AN= 107 L RY cos®
sz R, Rcos® 0
R2
B — LV~ RPcos®
VY(N)= RY cos®
~RPsin®
R2
TON) TYEN)FYI(N) Y ()
. dZV_’zN R¥? cos®
Yz(N)=—d( )- 0
t
~RP*sin®
RZ
. . dOSSO L. 0 0 ~ Rsin®
VIN) YO (A T2 A ANT AN AN)T 00 oA L
di VoW ¢
R2 R2 R2 RCOS
RV ?sin®
(GO B A
0
R\

A.KADI
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- . 0 ~“RPcos® 0,
Y (N)=20Ay Ny =2 107 0 = 172RPVcos®
R, W “RPsin® R, 0
R2
RP?cos® t RV *sin®

YON)= _sz_%R(Pw cos®
“RP?sin®

8) Moment cinétique du solide (S3) au point A

O%(A)=0%BY* ABN MV (B)=1,°% AB" MV°(B)

. A 0 0 0 0 - LY o o
0%A)=|0 B 0 @l *lL| M| o ="BPy, (AT MLV 2,
0 0 A Y 0 0
R, R, R, R,

9) Moment dynamique du solide (S3) au point A
- 000 - - - -
50(4)= %‘VO(A) AMVO(B) or V°(A)=0 alors:
t

—

dt dt 2
200 - .
avec %= 0 car w,cP . sont constantes
t
e (.) 0. . L —_—
O m=|=P| A B S(BTATMLWY

v R, (A* MLV R,
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9) Energie cinétique du systeme au point A

—

solide (S)): E,, =0;V°(G,)=0 et I_~0 dansR

ml’/3 0 0 0 i i
solide (S2) : E., =1 gIA l(Ooxp) 0 0 0 0 =lme2=me2
2 2 2 2 3 6
0 0 ml?/3|\W
| - N . la 0o o]l o
Solide(Ss):chaM(V%B)) TS T M (L‘P) £, “PWlo B 0| @
0 0 Allwy

E,~ L+l gore L e
2 2 2

Energie cinétique du systeme : Ec=Eq + Ex +Eg

, . . .
E_(Totale) =l(£+ML2 )w“chPHlsz
2\ 3 2 2
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Exercice 06 :

- - =

On considere, dans le repere orthonormé R, (0,x,,y,,Z,) , le syst¢tme mécanique constitué de

deux barres homogenes (S1) lié au repere R, (O, x,,y,,z,) et (S2) lié au repere R, (B,x,,¥,,2,)
Les barres ont une longueur OA=AB = L , de masse m, articulées au point A . Au point B est
articulée un solide (S3) qui est une masse M coulissante suivant I’axe x, .Soit G1 et G les
centres d’inertie, respectifs des deux barres. On prendra R, comme repére de projection
Les tenseurs d’inertie des deux barres en leurs centres d’inertie respectifs sont donnés par :

0O 0 O A 0 0 o
I(5)T|0 4 0| ; 15;005,)7|0 0 0 avec : A=ni12

Calculer en fonction de(w ,11) ,‘P et L :
1. Les vitesses et les accélérations absolues
des points : Gy, G2, B.
2. Le torseur cinétique du systéme au point O ;
3. Le torseur dynamique du systeme au point O ;

4. L’énergie cinétique du systeme.

Solution :

1. Vitesses et accélérations par dérivation :

1.a. Vitesses

T
Nous avons : 0= E_w = cose =sin? et sine = cos¥

(L/2)cos¥ - s ~(L/2)¥ sin¥

0G,= 1(L/2)sin¥ = Vo(G)= t L= 2 (L/2)V cos¥

R 0 0

0 RO

. LecosW +(L/2)cosW¥ = (3L/2)cosV . o O“(; ~(3L/ 2}“" sin¥
O0G,= 1 Lsin¥ ~(L/2)sin¥ = (L/2)cos¥ = V°(G,) = t 2= 3 (L/2)¥ cosV

R, 0 0

R,
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) 2L cosV . 40 51—; —2LW sinV¥
OB= 0 = V'B= = 0
0 a 0
A R

1.b. Accélérations des points par dérivation :

- - ~(L/2)W sin¥ +}l) 2 cos¥)
YO(GI)=%= <(L/2)(’qjcoslp —’q)ZSSinlp)
0

RO \f
R - ~(3L/2)W sin¥ +.‘P 2 cosW)
YO(G2)=%= P, (L/z)('lpcosw _U‘JZSSinw)

0

R\
B P e
voy =S B= 1

0
R,

2. Torseur cinétique du systéme au point O ;
Le torseur cinétique a pour éléments e réduction :

- larésultante qui est égale a la somme des quantités de mouvement de chaque solide ;

- - . B - 2L1lf sin® (m * M)
P° =mV°(G)tmV°(G,)* MV°(B)= LmW cos¥
0
R,

- le moment cinétique total qui est égal a la somme des moments cinétiques des solides.

00(E/Ro) “OUS I R) OIS, IR)TOS, IRy

— —

—_—

a) moment cinétique du solide(S,) :9°(S,/R,) = I,,.2°+ OG," mV°(G,)
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. 0 0 0| |0 (L/2)cosy T(L/2)ysiny
o’ (S,/R,)= |0 4 0 o] * (L/2)siny N (L/2)ycosy
A
R1 0 O R1 "4 Ro 0 0
R,
= 0 0 0
008,/ Ry))” o T 0 =10
qp+ L MLy ML MLy
R, 4 R ‘12 4 R '3

—_—— ind

b) moment cinétique du solide(S,) :0°(S,/R,) = I,. 20t 0G, A mV°(G,)

. A 0 O 0 (3L/2)cosy _(3L/2.)l//sin!//
c’(S,/R,)= [0 0 0 o] * (L/2)siny N m (L/2)ycosy
0
R 0 0 4 R R, 0 0
R,
- 0 0
TS, IR 0 =
Aé"‘ mL’ mL* g, 3mL2q°)
R, s rliz 4

T
Or nous avons :e = E ~W  alors en dérivant nous avons : 0=-y en on obtient :

R 0
O°(S,/R)™ 10
2mL P

R, 3

- ind _——

¢) moment cinétique du solide(S,) :9°(S,/R,) =OB"mV°(B)=0 car OB // V°(B)

d) Moment cinétique du systéme :

. 0 0 0
o' QIRY 1 0t 1 0 = {0,
mL” 2mLy, R mL’V

R 3 R 3
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3. Torseur dynamique du systéeme au point O

Les éléments du torseur dynamique sont :
- larésultante dynamique D m, Y (G ytm, Y (G, )"'m%Y (G,)

“2L(m* M)(w smw 'HP cos¥)
D= mL(lP cos¥ ~W 2 s5in¥)

0
RO L
; 6ﬁ0 E _dOOO(E/Ro)_ 0
- le moment dynamique du systéme : (L/R)= - 0 ..
a Ikl
R() m

4. Energie cinétique du systeme.
L’énergie cinétique du systeme est égale a la somme des énergies cinétique de chaque solide

par rapport au méme repere.

Eg(E/Ro) TECS IR) Y EC(S, I R) Y EC(Sy/Ry)

a) Energie cinétique du solide (S))

. 2 - N
1 1007
Eg/Gl RO)_Em(VO(Gl)) +EQ(1) JG1(S1)-Q?
0O 0 01|10 I - . oo
EQ(S, /R)——m( )wH (OOIP)O A 0[]0 =lm(—) 1P2+1A1P2=m—w2
2 2 2 : 2 2 2 6
0 0 AV

b) Energie cinétique du solide(S),)

_1 (7 L 1ot
Eg/Gz Ro)_am(VO(Gz)) EQ Gz(S )QO

1 (LY PRI
EX(S,/R )_Em(2) ())sinzw"'coszw ll)2"'5(0,0,9) 0 0
0 0

N O O
Do O

E.(S, /R)_m (1)*(9511121])“)“‘ A62— 1 851n21pw2+mL1P
2 8 24

, e . .
EX(S,/R )=£w2+wzsin2w = m2 W2 L+ gn2y
C 2 0 6 6
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b) Energie cinétique du solide(S,)
1 — 2 .
Eg(S3/R0)=Em(V°(B)) = 2ML*W 2 sin*W
d) Energie cinétique du systéme :
0 =”1L2.2+ 2.21+-2 + 2.2-2 =mL2.2+ + 2.2-2
EX(S,/R,) Tw mL*W ¢ sin Y+ oMW gin > W TIP (m+2M)[*W 2 sin* W

- :
’"3L W2+ (g + MW 2 gin 2 W

EQ(S,/R,) =

Exercice 07 :
Soit une plaque homogene (S) rectangulaire de largeur 2a, de longueur 2b et de centre de

masse G. Elle est rotation a une vitesse angulaire fixe autour de 1’'un des ses point A dans le

z, =z, et (x,,%;) = (),,V3) =W _Lepoint A se déplace sur

plan (x,,y,) tel que z, = z,

I'axe (O,x,) telque: O4 = xx, et GA= §y3 . Onprendra R (O,x,,y,,z,) comme repére

de projection. Déterminer :

1. La vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repére R, : 9;’

— —

2. Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G: V°(G) et Y°(G) ;
3. Le moment cinétique de la plaque au point A ;
4. Le moment dynamique de la plaque point A ;
5. L’énergie cinétique de la plaque. -4 -
Yo y
A
On donne :

..........

Y3

S
=1
<!
N
y
|
v
Rl
I}
=
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Solution :
1. Vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repére R, : 92

Qg =Q§+QIZ+Q? = z, avec Y = e

2. Vitesse et accélération absolues du point G : V°(G) et Y°(G) ;

2.1. Vitesse absolue du point G :

—_—

Par la cinématique du solide nous pouvons écrire : V°(G) =V (4) * A 4G

e . = (b/3)sin¥
, AG = _§y3 = _g(cosw ¥, *sin¥ xl)= = (b/3)cos¥

R R 0

—_—

Nous avons : 04~

S O =

R x 0 ~(b/3)sin¥ X7 (B/3)V cos¥
VoGy= 10 * 0. N 7 (B/3)cosW= | (b/3)VWsin¥
0 p W 0 0
Rl 1 Rl R1
2.2. Accélération absolue du point G :
d°V°(G) 2 d'"V°(G) L QoA Vj
dt dt !

Par dérivation nous pouvons écrire : Y °(G) = (G)

;_ g(w cosW ~W2gipW )

- 1770 o °
V9G)= 4V (©) th(G)= ) g(w sin® t¥? cosw)

0

R U

3. Moment cinétique de la plaque au point A ;

— i —

O (SIR) =15 29% 4G A mV" (G)

b ( . b.
~ Zsin¥ x7™ =W cos¥
- 4 0 0f|lo0 g b.3
O S/R)= [0 4 0ol 0, |*m ‘_gcosw A <§‘Psm‘P
Cll-v
R, 0 O 0 0
R * R *

336



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

—

O, S/R)T|™ Cll.)— m%w sin”W + m%cosw(;c_ %w cos¥ )]Z—:

—

[ . 2 e . —
O, (S/IR)= ‘Clp‘mb—q)"‘méxcoslp}zl
I 9 3

4. Moment dynamique de la plaque au point A ;

—

O (S/Ry)=

00 R g -
d A;tS/ 0)+VO(A)/\mVO(G)

—

d’O ,(S/R)) _d'C (S/R,)

— s =d10' (S/R) g _—>

o RO (SIR) =SS car 210

00—> R . 2 e e o o —

M= —CIP—mb—U""'méxcoslP_méstmIP Z

dt 9 3 3
) ) N x~ (b/ 3V cosV 0
VoA my(G= 10 Am (@/3Wsin® = 10

0 0 méstinw
R R R 3

—

_ e b2 oo b .o —
on déduit : 6A(S/R0) = [_ cW- m;ﬂ” m§xcoslp z,
3. Energie cinétique de la plaque(S)

— 2 g —
_1 1 007
EY/S Ro>—5m(V°<G>) +592 15(8).80
1 (" b 1 (b o 400
Eg(Sl/Ro)=5m(x_§wcosw) +5m(§wSinw) * 5(0,0,_11))0 4 0

0
Ol
0 0 CJ~W¥

. , .. .
Eg(Sl/RO)=lm(x2+b—‘P2—2—b wcosw)+lcw2
2 9 3 2
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Exercice 08 :
Soit un systeme constitué d’une tige filetée QA li€ au repere R, (O,x,,y,,z,) .Latige de

— — .

masse négligeable tourne autour de ’axe z, = z, avec une vitesse de rotation * = Cte .

Un cylindre de masse m, de hauteur h et de centre d’inertie G, lié au repere

- - -

R.(G,x,,y,,z,)s’enroule autour de cette tige et il a deux mouvements:

- L’un, de translation de son centre d’inertie G, lié au repere R,(G,x,,y,,z,) ,suivant
I’axe de la tige X, = x, avec une vitesse linéaire x(?) ;

- Lautre, de rotation autour de I’axe x, avec une vitesse de rotation Y =Cte et tel que

- -

(2:3) T (25,2) TV
On prendra R, comme repére relatif et repére aussi de projection.
Déterminer :
1. Le tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux reperes R, et R, ;
2. La vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repére R, ;
3. Lavitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement ;
4. Les torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repere R, ;
5. L’énergie cinétique du systeme.

- -

Zy.£1
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Solution :

1. Tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux reperes R, et R, ;

Le tenseur d’inertie du cylindre dans le repere R, est donné par :

[ mR>
5 0 0
mR? | mh*® 400 mR? mR? | mh*®
1= o — =0 B 0| ou 47 - B= +
4 12 2 4 12
0 0 mR* | mh® 0 B
R3 | 4 12 ]

2. Vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repéere R, ;

Le repére R, esten translation par rapport au repere R, alors : 912 =0
ind d d - . . _w
Qo =Q24+ Q1 + Qo = - =
3 3 2 L - %z, W x 2 0
a

R,

3. Vitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement :

3.1. Vitesse :

. X . 0 0
Nous avons : OG~= 0 ;. GM*= 0~ RsinV¥
R RcosV
R2 0 R3 R2 COS

La vitesse absolue est égale a la vitesse relative plus la vitesse d’entrainement.

VOM)=V> (MYt V) (M)

- 0

- d> GM Y - - Yo A

rn=ETES 8 R e 1) TG YA G
R ~ RW¥ sin¥

339



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI
- 06 _d0G G 1]
V(G = = +Q0A0G= 0t j0M 0= {x©
dt dt :
0 p & p (O 0
R2 2 2 R2
L 0 0 ~ ROgin¥
Qg NGM= 0 A RsinW = 0
a RcosV 0
R Ccos
) R, R,

En faisant la somme des termes on obtient :

. x~ RO%ginW
VoM)H)= xO+ RY cosW

- R‘P Sinw
R,

3.2. Accélération :

L’expression de 1’accélération absolue par composition de mouvement s’écrit :
VOM) STV TV M) T (M)

0

- 2172 °
R ~ RV 2 cosV
- - 050 —_— 050 -
V) =VG) H A GM AN GY  avee + L2 =0
- DTG dTVNG L 5, 0 x xx
Y0(G) = dt( ) = dt( )+Q<2>/\ VOG)= {x® *+ {gh  dx0= 7 xO
0 p @ 0 0
R, PR R,
Lo 0 0 0 0
Q(Z)A Q(Z)A GM= 10 10" {RsinW= |~ R*%gipV¥
a a RcosW
Rz Rz R2 €08 & 0
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- L. 0 0, ~2RW O cosW
YC(M)=2(QSAV2(M)) =2 0" RY cos¥W = 0

R, o R ~ RV sinV¥ R 0

2

. 0 . X~ zc(.)” 0 “2RY QoW
YOMY= TRV ginW 2x% F T ROZgipWPH 0
R - RV 2 cos¥ 0 R, 0 0

2 R, R,
x‘xaz_szacosﬂ)

YOM)= {1 2x%7 ROZgin¥ — RY 2 sinW¥

_szcosw

4. Torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repere R, ;

4.1. Torseur cinétique

Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont :

mx
- larésultante cinétique : P = mV°(G)= ymx® ;

0
R

2

g — -

- le moment cinétique : O°(S/R,)) = 1,.2% + OGN mV°(G)

. 4 0 of|"¥ X mx - AV
O%S/RH=|0 B 0l 0] *ty0 N mx®* = 0.
0 0 BJl @ 0 0 BO+ 2 @
R2 R2
2
mR m
- 2
O%SIR)= 0
2 2 i
(mR 4 mh +mx2)a
4 3
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4.2. Torseur dynamique

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont :

T x)

- la résultante dynamique : D = mY°(G)= 2mx&

0
R

2

(O)NmV°(G) or V°(0) =6

. d°O0°%S/R -
- le moment dynamique : : 60(S/RO) = % + 0

y d°C°(S/R d*O9°%S/R o x e
d’Oﬁ: GO(S/RO)= ( / O)= (S/ 0)+Q(2)/\00(S/R0)
dt dt
r _mR* |
R 0 0 o
OUSIRYT 1Lt o0t 0
2 2 .
R 2mxx®  p (& (mR + mh +mx2)a
: R 4 3
2
- 0..
do(s/Ry~ - o
2
r L 2mxx®
2
5. Energie cinétique du systeme.
1**1*21"1400_1‘)1"
Ec=—Q§)JG.Q§)+—m(V°(G)) (VoMo B 0| |0 *—m(x”xm”)
2 | 2 2 Ny 2
0O 0 B o
R

2

m_Ww2+(m_W+ mh’ 0L2+m(x2+x2a2)
4 3
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Exercice 09 :
Une machine de pongage des sols est composée d’un bras OACde masse négligeable tel que

OA=L, AC=L/2et d’un disque de rayon R et de masse M . Le bras est en mouvement de

rotation par rapport au bati fixe avec une vitesse de rotation Y =Cte.Le disque tourne autour

du bras AC avec une vitesse de rotation © = Cre On prendra R, comme repere de
projection.

Déterminer :

1. Vitesse de rotation instantanée du disque
Vitesse et accélération absolues du point C
Le torseur cinétique du disque en O

Le torseur dynamique du disque en O ;

A

L’énergie cinétique du systeme.

Solution :
1. Vitesse de rotation instantanée du disque par rapport au repere R, :
— b d * o — 0 A °
Q=+Q=p,+0x= 10, oo ¥Y*9=cr
+0
R v
2. Vitesse et accélération du point C :

2.1. Vitesse :

L
Nousavons:_0_2=52+:4_5= 0 : V°(0)=8
g L2
- R L - 0 L 0.
OOy =rioytRiroc = ree)T 0N {0 T LY
R W g L2 g L0
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2.2. Accélération:

- 0 0 1 0 N - 1 0 nd
YO(C)=d vy _d'v (C)+Q?AVO(C) wee 1Y © -,
dt dt
. 0 0. - LW?
YOC)= q0 N LY S 0
P 0 0
RYORO

3. Le torseur cinétique du disque au point O :
Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont :
- - 0 .
- larésultante cinétique : P° = mV°(C)= MLV
0
Rl

— —

_——

- le moment cinétique : C°(S/R,)=1..82 + OCNMV°(C)

. MR*/4 0 0 0 L 0.
G%S/R))= 0 MR’/4 0 RO I BV RREARR 0.7/
2 +0
Rl O 0  MR*/2|[W RWL/I2Z gL O
2-
_ MLy,
- _ 2
O°(SIRy) = 0o . . )
MR~ +0 )+ pr2v
RLU 2

4. Le torseur dynamique du disque au points O :

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont :

B ~MLVY?
- la résultante cinétique : D = mY °(C)= 0 ;
0

—

R

d O°(S/R) _ d'O°(S/R))

+§0AC;0 S/R
dt dt 1 ( 0)

- le moment dynamique : o0 (S/R))=
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d'O°(S/R,) _ 5

dt
ML |
B} L. o |7V 0
OUSIR) =HNOSIRYT 10N 0 LTS
R, L) %W"'G)’fML“P R 0
R

5. Energie cinétique du systéme.

- ~ = 2
_1 1
rom 180,90 Ll
2 2
.o MR*/4 0 0 0 .
EC =%(w+e’ O’ O) O MR2/4 0 -0 . +lML2w2
MR? P+0
0 0 /2]p
2 . o\ 2 .
EﬁlMR (W+9) + Lypwe
2 2 2

A.KADI
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Exercice 10 :

Le systeme mécanique représenté ci dessous est constitué de six solides.

- - -

- Sp: estun bati fixe li€ au repere R,(0,x,,¥,,2,)

- S1,S2,S3,Ss5: sont des barres de masses négligeables reliées entres elles par des liaisons
rotoides parfaites ayant leurs axes perpendiculaire au plan formé par les barres ; S 2 et S3:
ont la méme longueur OB=AB=2a

- S4:estun volant de masse M de centre d’inertie G milieu de AB, reli¢ a S 3 par une

liaison rotoide parfaite d’axe AB.

Le tenseur d’inertie du solide S 4 en son centre d’inertie G dans les reperes R, et R, est

A 0 O
donné par : IG(S4)/R3 R, ~10 B O
0 0 B R.R,

Si1:estlié au repere R,(O,x,,y,,z,),S2: estlié¢ aurepere R,(0,x,,y,,2,),
S :estlié¢ aurepere R;(A,x;,y5,2;),94: estlié¢ aurepere R, (G,x,,y,,24)»

-

On applique un moment M sur le solide S 1 a I’aide d’un moteur électrique.

— —

Le point A se déplace sur I’axe 7, — 7, etlasolide S s aun mouvement de translation

suivant le méme axe.

Déterminer :
— — 2 . .
1. La vitesse absolue V°(G) dans R, et montrer que : (VO (G)) - K, 02+ sz -

2. L’énergie cinétique du systéme ;

3. La puissance des efforts sachant que: P(R,/S,) =0 et P(R,/Ss)~0 ;
4. Le moment cinétique du systeme en G dans le repere R, ;

5. Le moment dynamique du systéme en G dans le repere R; ;

On donne les figures planes suivantes :
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M »
S 7a ¥, y ¥ ‘x
‘\ \ X 0 2 1
%\‘Qi - xl Z2
S - - >
il *3 Xo Z;
Q — =@ ; -
4 Z
. p1S: . ’ B
U Y
r 2 Va4
“ Q—’
\xl -
g% : - Y3
I"Eg[‘ 1z

- -

<o K1

Solution :

- - -

R,(0.x,,v,.2,) liéaubati S, fixe;

- - —

R(O,x,,y,,z,) liéa s, telque: L0 =Wz =Wz ;7 =z

R,(0,x,,y,,z,) liéa §, telque: l2 = AR PR = Y
- s s — « « — — T
Ry(A,x;,y;5,23) li€a S, tel que 3913 _61 M _81 Y3 s oy y; et e1 - 5—9

- - - ind — — —

R,(G.x,,y,,2,) li€d S, telque: 2 =Px, =@y, ; x, =x,

Le point A est en translation sur I’axe (O,z,)

—

1. Vitesse V°(G) dans R,

- 0 . - g
V(G) = d dOG -4 dOG + 92 N OG ; exprimons les vecteurs OG et 92 dans le repere R, :
t t

- —_—— J— —

. - - T T
Nous avons : OG=OB"'BG=2az2_ax3 et n=8+5+91 =>8] _5_9
91 =_...0 81 = gin0

A partir des figures planes, on peut écrire : z, — cosY 7t sin9 X, puis on explicite

— —

z, et x, danslerepere R,.

Ce qui donne : sin cos” et cos
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— —

0 x, t sin© 24

— — —

z, = ~sin® x,tcosY, z, = ~cos

X, - cosel x, T sine1 3 sin9 x, T cosY 23

—

[ cosa(_ cos9 x,*sin9 2, ) + sine(sine x,* cost z3)

= ngzﬂ ~cosH? xt 2sin9 cose = 2sin?0 - 1)x3+ 2sin9 cos® 25
Nous avons ainsi : OG ~ 2az, ax; ~ Za(Qsinze “1x,7 25in9 cos® 23 ) Tax,

4asin26 ~3a

—_ hnd bnd hnd J-c . .
oG~ 0 avecQ 913+Q? etcomme:61=5_e = 0,=-0
0 .00
R, 4asin” cos
~P cos?
QO -0 HP 5 =0yt (_cos6 x,Fsinf 2, )= -9
Y in©
R3
. 849 sin9 cos? —Hf cos? 4asin9 ~3q
dou: VO(G)= 0 LR S L N
2a9(cos26 B sin2e) Y gino R 4asin9 cos?
R, R, }

8a6 sm6 cose 4ae sme cose
v9G)T V¥ sm6 usin®9 =34 “P COSGQGSIH 0 ¢os9
2a6(cos ~sin 8)+8 a sin 20 - “3a

- 4a.6 sin® cos®
VG~ 1a¥sin®
S L

(VO(G)) 2a sm2e) (aq.’sing) +(aé)

(VO(G)) 6 Qs1n2e t1°? +(aw sma)2 -~ K, 62+K wz
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2. Energie cinétique du systeme ;

- — — 2
— 1loor 1
E, —592 1,(5,).80 + = VO(G))

2
o a0 o] Veos® . .
EC=%_1~PCOSG,_O,wsin6 o B of 9 +%M(K192+K21P2)
] 0 0 B Vsin®
E.~ szcosze'*BeZ"'szsinze} +% (KIBZ"'szz)

1
2
E. =%Qcos26 + Bsin?Y +K2M1P2 +%(2+MK1 62

3. Puissance des efforts extérieurs, sachant que: P(R,/S,) 0 et P(R,/S5)~0 ;
Les liaisons sont sans frottement :

. . . N N ~ M cos9
Nous avons: P = M*>%) avec M “ Mz, = M(_cose x,t sin9 Z3)" 0
R M sin9
3
P=P ¢og9
Qo =Q3+ Qo = -0
4 4 3 .
Y gin 0
. ~ M cos9 ¢~ cos!
P=M->= 0 * -9 =_Mcos6(@_wcose)+Mwsinze

R, M sine P sine

P=MV~MPcosd
4. Moment cinétique du systeme en G dans le repére R, ;

- A(CP—IP 9)
i ) R cP—ngose . cos
C.$H=1,2= |0 B 0 8 = |-BY
R0 0 Bl | Wsin® BY sin®
’ R
3

349



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

5. Moment dynamique du systeme en G dans le repere R, ;

6G(S)= "—BG + -0 A —BG

6G(S)= = B9 BW?gin0 cosO + AV sine((p_w cose)

ch(S)= = B9~ BV in0 cosO + AW sine(m_w cose)

d°95(8) = d*%6(8) yQunc (g
dt dt P

A(CP_W cos® +W 0 g0 )

0 (5)=

—11.) 0 A((p_lp cos? )
cos

B(w sine +0 cose) P sine BY sine
R3

A((P_lp cosf +W O sine)

B(w sin® WO 450 ) + BOY 050 + 4 (CP_W cose)

A(CP—“\P cosf +1 O sine)

BY sin® +2B0W o0 + 40 (CP_w cose)

Exercice 11 :
Le systtme mécanique représenté ci dessous est constitué de quatre solides.

So : est un bati fixe lié au repere R,(O0,x,,V,,2,)
S1 : est un cadre relié au bati fixe par une liaison sphérique parfaite au point Q. Il est lié

- - -

aurepere R, (0,x,,y,,z,) eten mouvement de rotation autour de 7o~ z, telque:

(%) = (oo y) TW et W = Cre
S, : est une tige mince et homogene, de masse my , de longueur AB=2L, liée au cadre par

deux liaisons rotoides d’axe x, ,x,
S3 : est une plaque homogene rectangulaire, de masse my de dimensions 2a x 2b , soudée a

la tige en son centre d’inertie Oz , tel que O,C = %L et perpendiculaire a la tige AB .la

plaque est animée d’un mouvement de rotation autour de I’axe  x, = x, a une vitesse de

rotation 0 = Cte. Ondonne: OC=AC=CB=L.
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Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre d’inertie O, dans le repere R, est donné par :

A 0 O . 2
102(53)/&: 0O B O avec A=%(a2+b2) i B=m; ) C=m2361
g0 0 C

Déterminer :
1. Le vecteur rotation instantané du repere R, par rapporta R, et exprimé dans R, ;

2. Lavitesse du point M par rapport a R, et exprimé dans R, ;

3. L’accélération du point O, par rapport a R, et exprimé dans R, ;

4. La vitesse du point N par rapport a R, et exprimé dans R, ,sachant que
VIM) =%y x, Py, ;

Le moment cinétique de la tige AB au point O par rapport a R, et exprimé dans R, ;

i

6. Le moment cinétique de la plaque au point O, par rapport a R, et exprimé dans R, ;
7. L’énergie cinétique du systeme.

A g Z()‘Zl ZZ
....... e
! ) i
e [ ﬁ
Sl - V3
| Xy 5X3
\ i\ "\,\, }
| | y
P s@i}\ [ g b a ’
S . ':b" S N v
10 W - Yo
N “H m X
R

Solution :

1. Vecteur rotation instantané du repére R, par rapport a R, et exprimé dans R, ;

R,(0,x,,y,,2,) li¢aubati S, fixe;

- - - — — —

Rl(O’xl’yl’Zl) lié a Sl tel que Q? =w 20 =‘P Z 5 2o = %

Ql: . = =
> 0 s X, T X,z T

- - -

R,(0,,x,,y,,2,) liéa S, telque:

¢ — — —

Q;=ex2=9 . =

X3 5 X, X3

- - -

R;(0,,x;,y,,z5) liéa §; tel que:
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OCT~ACTCB~L; 02C=§L

— — —

0 = 2 1 0 =
93 Q3+§22+Q1 6x1+0+1p Z

Nous avons : avec : x, = cos¥ x, *sin¥ y,
- 0 cos¥
0 = . = .
20 =9 (cosw x, T sinW y, | TV 2, 6. sin¥
"

R,
2. Vitesse du point M par rapport a R, et exprimé dans R, ;
T T T2 T T_ 7.2 7 R -
oM =oc*co,*o,M = Lzz"'ngz'"ay3 = Lz2+§Lx2+a(cose y,*sin® zz)

2

_L —— —_——
-—— 3 - 0 2 - ——
oM= 1 acos® et vOpmy=LOM -d OM Qi

L™ asin
R2
R 0 0 %L ~aV¥ cos?
veM)y= 17a%sin® *t o A acos® = 174%in0+ %LIP
0 .0 P + ,cin0 .
a- cos L™ asin

R, Ry R R a9 cos?

2

3. Accélération du point O, par rapport a R, et exprimé dans R, ;

002=0C"'C02=Lz2"'2Lx2 0 ; V°(02)=d 00, - d” 00, +Qg/\002
3 dt dt
L
R2
e —_ s 2 - -
V00,)= %A 00, car 9% =
dt
2
. 0 EL 0
v°0,)= 10 A 0= 1=V
Y
R, R0
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L’accélération se déduit par dérivation :

—

_d'v°0,) _d*V°0,)

YO0 )=
(0,) 7

—

dou: Y°(0,)~
R,

—

4. Vitesse V°(N) dans R, ,sachantque: V'(M)=%1)x,* B ¥,

—

Nous avons par la cinématique du solide : V'(N)

. 0
MN= 0~

R, b R, ~bcos

0
W

0

bsin

dt

A

R,

0
0

0

VI =40t Bay,t {oh

R,

R,

0
“ bsin

bcos

2,y

A(r)* pO gin9

B
0

R,

—

dt

V(M) TN MN

- - 2 0 - N
+92AV0(02) avec:w=0 car ¥ = Cte

A.KADI

5. Moment cinétique de la tige AB au point O par rapport a R, et exprimé dans R, ;

0%0)=9°(C)*OC  m, V°(C)=0°(C)=1.. 2% car : V(C)=0 et

O0) = 1.2

R*

6. Moment cinétique de la plaque au point O, par rapport a R, et exprimé dans R, ;

0%0,)=1,,.22

0
0

0

0
m, L’
3
0

0

0
m, L’
3

o _mL’
%)

3

g;o = S;O

1

—

v
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My 2442 . .
3 (a b 0 0 0 &(az +b2)6
g 2
00(0,)" 0 —m;b 0 0| = 0
0 0 mya’ R 0 0
R L 3 2 R,
2

—

000,) = %(a2 50 4,

8. Energie cinétique du systéme.
E.(Systeme) = E.(S,) T E.(S;)

- 2 -

_1 1 T 1
Eo)S, = om|V'(©) +59? .10(33)59?

0 02 0 0 :
— : L ~
Eosy=toow). o mE o | [o|=mLy:
2 3 2 W 6
0 0 m L |R,
R 3
1 - : 1 - 19
= T
Ec)6s ~ mz(VO(Oz)) +592 I(53).~%
o \2 . 2
_1 2 1 m-b
E.(S)~— (—]}P) + - 0,0 0 2 0 0
c(S5) 2m2 3 2(6 ) —3
m2a2 0
0 0 R,
R* 3 |

E.(S)=Lm (EL‘J:’)Z +1lmy o +b2)6.2 = —2m2L21P.2+ﬂ(a2 ’“bz)d2
3 2 3 9 6

, . , . .
E.(Systeme) = m,6L P2+ 2L lI)Z“L&(a2 +p2)92

9 6

E,(Systéme) = (% ¥ —2’;‘2 )L“P 2+ %(a2 tp2)0?

A.KADI
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CHAPITRE IX

THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA DYNAMIQUE
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THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA DYNAMIQUE

1. Objectif de la dynamique

La dynamique permet d’analyser les liens existant entre les mouvements déja décrits par la
cinématique et les forces ou actions qui leurs ont donné naissance.

Elle permet d’examiner le concept de force et d’une maniere globale le concept d’efforts
exercés sur un systeme matériel quelconque. Pour toutes ces raisons, nous sommes amenés a
introduire la notion de torseur des efforts extérieurs, nécessaire a 1’écriture du principe

fondamental de la dynamique.

2. Notions de référentiels

A partir du principe de I’action et de la réaction et du principe fondamental de la dynamique,
nous pouvons établir les théoremes généraux de la dynamique dans un référentiel Galiléen ou
non Galiléen.

En effet, un référentiel est dit Galiléen ou (absolu) si les lois de Newton exprimées dans celui-
ci sont valables. Tout repere en mouvement de translation uniforme par rapport a un repere
Galiléen est lui aussi Galiléen, car les accélérations constatées a partir d’un méme point seront

les méme dans les deux reperes.

3. Expression de la loi fondamentale de la dynamique

Soit un systeme matériel (S) non isolé et soumis a des interactions dans un repere Galiléen

- - -

R,(0,x,,y,,2,) - Pour ce systtme matériel on distingue deux types d’actions :

- Les actions mécaniques intérieures, résultant des actions d’une partie de (S) sur une autre

partie de (S) ; ces actions sont appelées forces intérieures et notées : d F, ;

- Les actions mécaniques extérieures résultant des actions du reste de 1’univers (le milieu

extérieur) sur (S) ,ces actions sont appelées forces extérieures et notées : d F, .

11 faut choisir convenablement les conditions aux limites du systeéme pour pouvoir classer les

actions (forces) intérieures et extérieures.
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En un point quelconque M du systeme (S) , la relation fondamentale de la dynamique
s’écrit :

dI;iJ’d;'e =\T(M)dm

dm : élément de masse au voisinage du point M ;
;(M ) : accélération du point M .

En sommant sur ’ensemble du systeme matériel, nous avons :

fd;,-*fd;fﬁ(M)dm '
X

S N N

En un point A quelconque de I’espace les moments, de ces forces, sont donnés par :
fZP’\ dF, "‘f;;P’\ dF, =f;;P’\ T (M)dm
S S N
Nous supposons que le systeme matériel (S) n’échange pas de matiere avec d’autres
systemes et que sa masse totale est constante.
Les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (.S) sont représentées par un torseur

ree 4 - appelé torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au point A

= F
sont : Fext A —
M Aext
F,, : estlarésultante des forces extérieures s’exercant sur le systeme (S)

——

M

Aext

: est le moment au point A des forces extérieures s’exercant sur le systeme (S).

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le

torseur dynamique A 4 du systeme (S) est égal au torseur des forces extérieures et A

calculé au méme point A .

Les éléments de réduction du torseur dynamique [D]A du systeme (S) dans le repere Galiléen

Ro(O’xo’yOaZO) Sont: [AA= 61—2
A

— —

d

D :larésultante dynamique ; 4 - le moment dynamique au point A.
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L’égalité des deux torseurs induit I’égalité de leurs éléments de réduction. Ce principe
équivaut a la généralisation des lois de Newton. Les éléments des deux torseurs peuvent étre
calculés séparément et ensuite faire 1’égalité des expressions obtenues.

Le point A par rapport auquel on calcul les moments est un point quelconque, il faut faire un
choix judicieux pour faciliter I’écriture des équations. Souvent dans les problemes de
mécanique, on choisi le centre de masse du systeme car le moment d’inertie intervenant dans

les calculs est plus facile a déterminer.

3.1. Théoreme de la résultante dynamique

- - -

Soit un systeme matériel ~ (S) en mouvement dans un repere Galiléen Ry(0,xy,¥y,20)

et soumis a des actions extérieures. La résultante dynamique du systeme matériel (S) est

égale a la résultante des actions (forces) mécaniques extérieures.

D(S/R0)=mY°(G/RO)=EF

ext

G : est le centre de masse du systéme.
La résultante des forces extérieures est égale a la masse du systeme par [’accélération de son

centre d’inertie.

3.2. Théoréme du moment dynamique

- - -

Soit un systeme matériel  (S) en mouvement dans un repere Galiléen R, (0,xy,5¢,2¢)

et soumis a des actions extérieures. Le moment dynamique du systeme matériel (S) en un
point A quelconque est égale au moment des actions (forces) mécaniques extérieures au

méme point A.

O (S/Ry)=M ,(S/R,)

Au centre d’inertie du systeme cette égalité s’écrirait :

) . _d9(S/Ry)
O (S/R,)=My(S/R,) = =202
dt
Comme nous I’avons déja montré précédemment, le moment cinétique au point G centre

d’inertie du systeme est indépendant du repere dans lequel il est mesuré, alors il est souvent

plus simple d’effectuer le calcul des moments dynamiques au centre d’inertie des systemes.
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Remarque :
Le moment dynamique d’un systéeme composé est égal a la somme des moments dynamiques

des éléments qui le compose par rapport au méme point.

3.3. Equations scalaires déduites du principe fondamental

Les équations vectorielles de la résultante et du moment dynamique conduisent chacune a
trois équations scalaires, soit pour les deux a six équations scalaires pour un systeme matériel
donné.

Le choix du repere pour expliciter I’équation de la résultante dynamique est le choix du point
ou sera calculé le moment dynamique doivent étre judicieux de maniere a simplifier I’écriture
mathématique des équations scalaires.

Ces équations scalaires sont des équations différentielles de second ordre et en générale non
linéaires. Elles contiennent les caractéristiques d’inertie et les données géométriques du

systeme ainsi que les composantes d’actions mécaniques appliquées au systeme.

4. Principe de I’action et de la réaction

Deux points A et B quelconque d’un systeme
matériel (S) sont en interaction, ils s’influencent
mutuellement par les actions et les réactions de
I’un sur I’autre.

—

F, ; actionde A sur B

—

Fy,, ractionde B sur A

Ces deux actions s’équilibrent, le principe de 1’action et de la réaction se traduit par

— —

I’équation: F,,,* F,,, =0

Cette expression signifie que les actions sont portées par la droite qui joint les deux points A

- — -

et B, on peut écrire alors : FA/B=7‘AB et Fy,~" BA

— —

F,,"F,, =M AB*» BA=M (AB= AB)= 0
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4.1. Théoreme de ’action et de la réaction

Soient deux systemes matériels (S;) et (S2) en mouvement dans un référentiel Galiléen R, .
Appelons (S) le systeme constitué de la réunion des deux systemes : (S) ~ (S)) U (S,)
Le torseur des forces extérieures s’exercant sur (S,) se décompose en :
- ret - Tésultant des actions du milieu extérieur (S) sur (S;) ;
IEC] 1»  :résultant des actions de (S2) sur (S;) ;
Le torseur des forces extérieures s’exercant sur (S,) se décompose, en :
rena - Tésultant des actions du milieu extérieur (S) sur (S2) ;
- IZ‘:] ,; . résultant des actions de (S;) sur (S2) ;
Appliquons le principe fondamental de la dynamique dans le repere Galiléen R, aux

différents systemes : A

(S1): [A[} T e +[“]12
(S2) : [11[2] =T e +[“]12
(S) RE +d
Sachant que : B =[11[1]+ D,

en les remplacgant par leurs expressions on obtient : F

T e L e

S

(%

1
oo/

[

Cette expression traduit le théoreme de 1’action et de la réaction. Pour le systeme matériel (S)
la relation : [‘7] 12 +{] 1~ 0 caractérise les actions intérieures.
D’une maniere générale, lorsqu’il est possible de caractériser toutes les actions mécaniques

intérieures a un systéme matériel (S) par un torseur -, , celui-ci est toujours nul.

k]l -0

Fint

4.2. Propriétés des forces intérieures

Le torseur des forces intérieures a comme éléments de réduction : & .,

— —

R~ 2 (F,*F,)=0 action réaction F, = F
i71

i Ji
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Le moment des forces intérieures en un point A quelconque de I’espace est donné par :

M i = E(AM,.’\ F,* AM N Fﬁ) = E(AM,.’\ F, " (AM ;" M M )" F_,,.)

—

= ___)/\_)+_) +_____)/\_) =
Z(av A A E )0

— — _—— —

car (F;*F,)0 et MM,"F,=0

Le torseur des forces intérieures est toujours un torseur nul : ]F w0

5. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non Galiléen

Soit un repere Galiléen  R,(0,x,,y,,Z,) €t un systeme matériel (S) 1ié a un repere

R,(O,,x,,y,,z;) en mouvement quelconque mais déterminé et connu par rapport a R, .

L’application du théoreme fondamental au syst¢me matériel ~ (S) dans son mouvement par

rapport au repere Galiléen R,(0,x,,y,,2,) se traduit par 1’égalité du torseur dynamique du

systeme et du torseur des forces extérieures en un point A quelconque et s’écrit :
y p q q

bl -k

Al R Fext "A/R,

D =fY;(M)dm
B A/R, N e -

80 = [ AM AT (M)dm

N
Nous avons vu précédemment en cinématique du solide que la loi de composition des

vecteurs accélérations s’écrit :

—_———

0 Qo ——

Yoy =V M)+ Y°<01)+dd—t”01M+9?A9?A01M *2(Q?AVI<M>)

— —

Sous forme réduite cette expression s’écrit : Y (M) =YV (M) V(M) *tY (M)
YO(M) : accélération absolue du point M ;

Y'(M) : accélération relative du point M ;
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Y (M) :accélération d’entrainement du point M ;

Y .(M) : accélération de Coriolis (ou complémentaire) du point M.

Ces trois accélérations donnent naissance a des résultantes dynamiques et a des moments

dynamiques en un point A quelconque de I’espace, nous aurons ainsi les trois torseurs

[A’ AIR, =[A> AR, "‘[Die]A +[Dic]A =[l7

suivants:

Fext A/R,

- Torseur dynamique du systeme (S) dans son mouvement relatif par rapporta R, :

fY_)l (M)dm

= S

—

Al R, B -——
fAM"Yl(M)dm

S

- Torseur des forces d’inertie d’entrainement du systéme (S)

3

St dm

S

ie ASR|/R, B -
f AM MY (M)dm

S
- Torseur des forces de Coriolis :

fz(Q?AV‘(M))dm

=Jg N .

Jamr 2(9? Ay (M))dm
N

En remplacant les expressions des trois torseurs, nous déduisons facilement le torseur

- [l)ic ]A

Cette expression d’égalité des torseurs se traduit par deux équations vectorielles :

dynamique dans le repere non Galiléen R, :

3. -k 1 ]

Fext A/R, ie "ASR, /R,

in (M)dm = E FQ _fYTO(M)dm —fz(d? A 1; (M))dm

l

S aM ™Y (M ydm = aMA D F _fAM"YIO(M)dm_fAM’\Z(Q?AVI(M))dm
i N

ext
N N
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Les actions d’inertie d’entrainement et de Coriolis sont des actions immatérielles, donc
fictives qui traduisent I’'influence du mouvement d’un repere non Galiléen par rapport a un

repere Galiléen.

6. Théoreme de I’énergie cinétique

Dans de nombreux cas, pour déterminer 1’équation du mouvement d’un solide ot d’un
systeme de solide, il est plus judicieux d’utiliser le théoréme de 1’énergie cinétique afin
d’aboutir a la solution du probleme mécanique.

De plus la dérivée de I’énergie cinétique est liée a la puissance des efforts intérieurs et

extérieurs agissant sur le solide.

6.1. Travail et puissance d’une force

Soit un systeme discret composé de n particules M; de masse m; , mobiles dans un

référentiel Galiléen R(O,x,y,z). Soit OM, le vecteur position dans le repere R de la

particule M, son vecteur vitesse s’écrirait :

—_——

- _dOM, L
V(M,)= . L= dOM,=V(M,)dt
t

—_——

d OM , :le vecteur déplacement élémentaire durant un temps dt

Si la particule M, est soumise a une force F, , le travail élémentaire de cette force est égale a :

_———

dW. = F.*d OM

La puissance que recoit la particule M, est égal a:

—_——

_dW. _ ~ dOM. _ _
s ST FV(IM))
dt dt

— — —

il faut noter que chaque terme F, contient les forces intérieures F,,, et extérieures F,

i iint iext

tel

. - +
que . E E int Ee.xt

; pour I’ensemble du systeme nous aurons :

—_———

W=2;,--d51;,- =2<5im+ix,>-d0M,-

pP= 2;,-';(M,»> = 2(Eint+gm>-;<M,->
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6.2. Théoreme de I’énergie cinétique

L’ensemble des n particules M; de masse m; et de vitesse V(M) en mouvement dans le

- - —

référentiel Galiléen R(O,x,y,z) a pour €nergie cinétique
%1 (C ’
E.~ E—mi(V(Mi))
i1 2
La dérivée de cette expression par rapport au temps donne :

—

dEc =% ;(Mi)

i ) V(Mz )
. dt
\ : . T o dV(M) .
or la force a laquelle est soumise la particule M, estégalea: F, = m, Y on obtient
t
E. _ - =
ainsi : ddc _EF,-'V(MI.)_P
I =

—

Comme la force F, contient des forces d’origines intérieures et extérieures, cette relation

d ., _
peut s’écrire : Ed_c =p. . tpP

int ext

t
P, : puissance fournie au systéme par les forces intérieures ;

P

ext

: puissance fournie au systéme par les forces extérieures.

La puissance des efforts intérieurs et extérieurs est égale a la dérivée par rapport au temps de

I’énergie cinétique.

En intégrant I’expression précédente entre deux instants #, et t,,le théoreme de I’énergie
53

cinétique devient : E (t))TE-(t)~ f (P, Y P )dt

f

+
WEXI

EG TE(1)TW,

nt

la variation de I’énergie cinétique entre deux instants #, et ¢, est égale au travail de toutes

les forces intérieures et extérieures qui s’appliquent sur I’ensemble des particules.
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6.3. Energie cinétique d’un solide indéformable

Dans le cas d’un solide indéformable 1’énergie cinétique est donnée par :

E.= lfVZ(M)dm
2S

- - — - - -

Soit R,(0,x,,Y,,2,) un repere orthonormé fixe et R, (O,,x,,y,,z,)un repere lié au solide (S)

indéformable, en mouvement quelconque tel que O, = (S).

—

Q

Soit %) :la vitesse de rotation du repére R, par rapport au repére R, et M un point

quelconque du solide, nous écrire par la cinématique du solide :

nd _———

VOM)=VO0) TN oM

L’énergie cinétique du solide (S) en mouvement par rapport a un repere fixe R, a pour

LD g = [y ve
m N m

d ¢ (.
expression : Ed—c‘fVO(M)‘
N

1

—— g

deE? _ (. 5
< =flveo)+rom |- v dm
S

en utilisant la régle de permutation dans le produit mixte, I’expression devient :

—_——— -

=v20)-JY M yam*+ 20 f o.M (M)dm

N N

dE;
dt

qui peut s’écrire aussi sous la forme de produit de deux torseurs :

= f;"(M)dm
dE; | 20 s =[3[J.DO

1
- yoo) (oM™ arydm
N

La dérivée de I’énergie cinétique est €gale au produit des torseurs cinématiques et
dynamiques, elle est donc égale a la puissance des quantités d’accélérations absolues.
On a vu précédemment, d’apres le théoreme fondamental de la dynamique que le torseur
dynamique est égal au torseur des efforts extérieurs pour un solide indéformable, d’ou
I’expression finale :

d ¢

5o
t
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6.4. Conservation de I’énergie totale
Le théoréme de I’énergie cinétique peut alors s’écrire :

dE, = P dt = dW,,

ext

Si toutes les forces extérieures dérivent d’une fonction potentielle U(r) indépendante du

——

temps, elles peuvent s’écrire sous la forme : F,, = ~ grad U(r) eton déduit :

ext

—

dw,, = F,,*dr = ~dU(r)

Le théoréme de I’énergie cinétique devient :

dE. =~dU(r) < d(E.TU)=0 etfinalement: E.TU = Cte

Ec+ U=E, E : Energie totale

Cette expression traduit le théoreme de conservation de 1’énergie totale.

7. Dynamique des solides en contacts

7.1. Actions de contact entre deux solides : Lois de Coulomb

Les lois de coulomb introduisent les notions de frottement de glissement entre les solides.
Soient deux solides (S;) et (S2) liés aux reperes R, et R, mobiles par rapport a un repere

R, fixe. Les deux solides en mouvement sont assujettis a un contact ponctuel a tout instant

en un point / appartenant au plan (P) tangent en ce point aux deux solides.

—

n normale en [ au plan (P)

rEP)

Au point de contact des deux solides nous pouvons distinguer :

I, €g . :point du solide S, en contact avec le solide §, al’instant t;
1, €s , :point dusolide S, en contact avec le solide §, au méme instant t;

1 ER0 : la position commune de /, €s , etl, €g , au méme instant t;

365



UMBB Boumerdés, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A_.KADI

Le point géométrique I n’appartient ni a S nia §,. Les points 1,1,,1, occupent
géométriquement la méme position mais ils ont des roles cinématiques différents.
La vitesse de glissement du solide S, par rapport au solide S, appartient au plan (P) tangent

au point de contact, elle est donnée par la relation :

V()T V,(8,/8) TV )TV U,)
Le solide S, exerce une action sur le solide S, , tel que représenté sur la figure ci-dessus et

de méme pour S, quiexerce la méme action sur S, mais dans le sens opposé. Ces actions

peuvent étre représentées par leurs torseurs respectifs en un point A quelconque de 1’espace.

— —

Actionde S, sur S, : [T-Ll L R, ;Actionde §, sur S, : [T-llz A R.
M,, M,,

La réaction se compose d’'une normale N au plan tangent (P) au point / et d’une

— — - -

composante tangentielle 7 située dans le plan (P) telque: R=NTT

Les deux composantes satisfont aux lois de coulomb déterminées expérimentalement.

—

7.2. Réaction normale N

—

La réaction normale N est toujours dirigée vers les solides auquel elle est appliquée, c’est
une force répulsive. Elle ne dépend ni de la nature des surfaces en contact ni de la vitesse de

glissement entre les deux solides. Elle disparait lorsqu’il n’a plus de contact entre les solides.

7.3. Réaction tangentielle T

Deux cas peuvent se présenter : - Contact entre deux solides avec glissement
- Contact entre deux solides sans glissement

a) Contact avec glissement

Quand le solide S, glisse sur le solide S, ,la vitesse de glissement n’est pas nulle, elle est

— -

donnée par: V, (1) =V, (S,/S) =V, "V°U) ™0

La réaction tangentielle 7 est colinéaire a la vitesse de glissement, mais de sens opposée.

Pour une vitesse de glissement fixée, le module de la réaction tangentielle (force de

—

T

—

frottement) est proportionnel au module de la réaction normale : N

- f
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f: est le coefficient de frottement de glissement, il dépend de la nature et de 1’état des surfaces
en contact. Ce coefficient, souvent indépendant de la vitesse de glissement, s’exprime aussi
par la relation :

f=tg? @ :est’angle de frottement.

En réalité quand les solides glissent I’un par rapport a I’autre, on constate que le coefficient de

frottement diminue légeérement. De 1a, on distingue deux coefficients :

— —

fs : coefficient de frottement statique pour  V,(S,/S,) = 0

fp : coefficient de frottement dynamique pour V,(S,/S,) *0

— — —

Si le mouvement se fait sans frottement : f,, =0 alors 7 = 0, alors laréaction R est

normale au plan (P).

b) Contact sans glissement

—

T

—

Sf N

Le solide §, ne glisse pas sur le solide S, tant que :

On peut constater géométriquement qu’il n’y a pas de glissement tant que la réaction

— - =

R = N*T estsituée a I'intérieur du cone de frottement statique.

¢) Roulement et Pivotement

Les lois de Coulomb peuvent se généraliser
aux actions de frottements de roulement et de
pivotement. Le roulement se fait le long de 1’axe portant la vitesse de glissement et le

pivotement se fait autour de la normale au point de contact / des deux solides. Le moment

résistant au pivotement au point / estnot€¢ : M, et le moment résistant au roulement au

——

point /estnoté: M,
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Dans le cas du glissement nous avons :

-

M

—

N

——

MIr

—

Y N

p

Y

r

et

Ip

Aot A

) .+ sont appelés coefficient de résistance au pivotement et au roulement.

IIs ont les mémes dimensions que les longueurs et sont de valeurs tres faibles devant les

coefficients de frottement statique et dynamique.

7.4. Travail des actions de contact

Nous avons montré précédemment que les points de contact ont respectivement des vitesses

V°(1,) et V°(I,), donc des déplacements élémentaires : dl ¢, = V°(I,)d et
t
dl, =V°()d
t

Le travail de la résultante R est donné par :

- -

d ¢, “Rdly, =RV°(,)d
w t

d ¢~ Rdl ="RV°U)d
w t

R

Le travail total sera :

— —

— —

dWg, Y dW,, = RV°(1,)dt ~ RV (I,)dt = R’ (v°(12)dt v, )dt) SRV, ()

—

Or nous savons que N J‘Vg (I) etque T /I V,(I) alors:

- -

dw =I;'V:(I) =(1_\7)+;)'V;(1) =TV, ()

— —

Comme T et V,(I) sontde sens contraires, alors le travail des actions de contact est

toujours négatif : d =TV, =0
w
C’est une énergie dissipée souvent sous forme de chaleur

Le travail peut étre nul si :

— —

- iln’y apasde frottement 7 ~ O ;

- il n’y a pas de glissement  V, (1) = 0
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :
Soit une barre homogene de longueur AB=L, de masse m, de centre G dont I’extrémité A
repose sur un sol lisse et I’extrémité B s’appuie contre mur vertical parfaitement lisse.

0

Initialement la barre fait un angle o avec le mur. Les deux extrémités glissent, sans

frottement, respectivement sur le sol et sur le mur.
1. En utilisant les théorémes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir les

trois équations scalaires du mouvement de la barre ;

2. En déduire, a partir de ces équations, 1’accélération angulaire 0 de la barre ;

b

- A - b3 _
3. Enintégrant ’équation de 1’accélération, monter que ’on a : 02 = Tg(cose0 cose) ;

92

4. Retrouver I’expression de
mécanique totale ;

en utilisant le théoréeme de conservation de 1’énergie

5. Déterminer en fonction de 0 les réactions R, et Ry ;
6. En déduire I’angle pour lequel la barre quitte le mur.

Y

Solution :

Mur lisse = R, =R, x, ;Sol lisse — R,=R,y,

R,(0,x,,y,,2,) repere fixe

—

R(A,x,,y,,z,) liéalabarre tel que: z, =z, et $20=0z =02
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1. Equations scalaires du mouvement de la barre ;
a) Theoreme de la resultante dynamlque
EF =mV°(G) <= R +R +P mV°(G) ()

s F . ( L oo L4

L . g Lg 9 —(ecos6 _stina)

5 sin Ccos o)
—_— - . nd L
oG= <§Cose = VUG)T -Lg sin = Y@= 1 5 (9 sin9 +620056)
0 0 0
R, * R *

Projetons I’équation (1) sur les axes Ox et Oy:

R, = m£(9 cos® =92 sine)

5 2

L oo A
RA_mg=_m5(esine +6)2cose) 3)

b) Théoréme du moment dynamique :

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique du systeme.

- Y y d"0°(S/R
2 M) =D SIR) @ avee DUs/R,) = )
Calculons le moment cinétique : OO (S/R,))=O0G"m VO Gt QO
mL?
0 O
12
Le tenseur d’inertie de la barre dans le repére R, est donné par : /;~ 0O 0 O )
L
0 0 "12
R ]
Le moment cinétique s’écrira :
(L [ L§
~sin9 =0 cosH mL’
- ? 12 0 0o
L Lq
O%S/R,)~ 1=cos® Am =00 + 0O 0 0 (|0
2 mL* ||g
0 0 0 O "
RL
R\ R\ 1
o _(omlg,ml>g | __mLl*§
O%S/R)=|~—Y* F zZy ~ p z, ,on déduit le moment dynamique par
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- 000 S/R) mL2 b
6 0 S/R = d ( 0/ = — 6 z
(S5/Ry) 0 p 0
o nA ot dA R+ oA p=—TL G PP -
Nous avons ainsi : OB™ Rg™ OA" R4 OG" P z, cette équation vectorielle se
0 R\ (Lsin®) (0 ((&L/2)sin® 0 0
traduit par : LeosY |[M o [*] o [A R, |* (L/2)cose M-pP |= 02 )
0 0 0 0 0 0 mL” g
6
L _ L2 oo
_RBLcose +RALsine _mgasine __m6 0 5)
2. Accélération angulaire O delabarre
En remplagant R, et R, par leurs expressions dans I’équation (5) , on aboutit a :

L2 oo . L oo . L _ L2 oo
_m—cose(e cost —0?2 sine) + Lsin0 mg _m—(e sin0 +0°2 cose) - mg—sine =-"= 6
2 2 2 6

L2 oo L L2 oo oo

— T2 04 g Zgin® = -T2 6 < 6 - 2840 =9
2 2 6 2L

3. Monter que ’on a : 02 = 3Tg(cose0 - cose) H

En multiplie I’équation de 1’accélération angulaire par 29 on obtient :

200 - 3 %6 sin =0 en intégrant cette équation on aboutit a :
. 6 .
02 = 3§(')cose o = 02 = 3§(e)oseo_cose
L 0 L
0

. 2 oy » N . » o
4. Expression de" ~ en utilisant le théoreme de conservation de I’énergie :

L’énergie totale a I’instant initiale # = O est égale a I’énergie cinétique a un instant

quelconque £: Ey(S) T E,(S) = Ep(S)TEco(8) T Ep(S)TEc,(S)

- _ _ L
a:1=0 VUG)=0 = E,(S)TE,(S)= mgacoseo
N )l . ) . . - L ¢
a:t: L’énergie potentielle est égale a: E,,(S)) ngcos

— 2
L’énergie cinétique totale est donnée par : E ., (S)~ %m(VO (G)) + %IGZZ (S).(g)? ’
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— 2 «\2 2
Avec : (VO(G)) = (56) et I, = mL
2 12

Ec (S)~ lm(£é)2 +l(mL2 )e'z _mLl gy mll g, o mL g,
c 2 \2 2\ 12 8 24 6

En égalisant I’énergie totale aux deux instants, nous obtenons :

L _ L Lo _ Ly
mg = cos9, = mg = cos? +72 62 = gcosd, = gcosh +=02
2 6 3

ce qui donne : 02 = 3%@0380 ~cosY

5. Lesréactions R, et R, en fonction de

Nous avons : 9 = %—sin6 et 02 = 3%@0560_0056

A.KADI

On remplacant les expressions de O et9 dans celle de R . et R, on les exprime en

6.

fonction de

L
R, =mg ‘m—(égsine sin® "'.?g(e)ose0 ~ cosY cose)
2\2 L L

= 1
R, = mg _m%g(asiﬁe *cos9, cosH _cosze)

R, = mg ‘m%g(%(l ~cos?9)* cosY, cos? _cosze)
R,= mg[l‘kgcos26 = cosY cose]
4 4
et
- L

R, = m—( EEsin8 cos9 - 3§Qose0 ~ cosY sine)
2\ 2L L
L

R, = m—( 3—gsine cost - 3—gcose0 sin9 +3—gcose sinse)
2\ 2L L L

R, = %mg( %sine cos9 — cose0 sine)
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6. Angle pour lequel la barre quitte le mur

Lorsque le barre quitte le mur, la réaction en ce point sera nulle,d’oti: R; =0

R, = %mg( %sin6 cos9 ~ cose0 sina) -0

- = - 2
sine(%cose B coseo) =0 = %cose - cosGO = 0= Arceos( gcoseo)

car pour 0 =0 1labarreesten position verticale donc la barre quitte le mur pour :

- 2
0= 4rc cos( Ecoseo)

Exercice 02 :
Une barre homogene AB = L., de masse m est attachée initialement par son extrémité By par

un fil inextensible a un bati fixe. L’autre extrémité Ao repose sur un sol parfaitement lisse.

—

Soit 60 I’angle d’inclinaison initial de la barre avec 1’axe vertical (O,,y,) .Aun instant t

quelconque on coupe le fil et la barre tombe sans vitesse initiale. On considere que le

mouvement se fait dans le plan (x,,y,) . Soit R, (4,x,,y,,z,) un repére lié a la barre tel que

- - — —_—— —

(X0,%) = (Vo)) = 9 . On donne 00, = xx, etletenseur d’inertie de la barre en son centre

4 0 0
- _ mL’
d’inertie G dans le repére R, s’écrit: I, g [0 0 0 avec A= niz
0 0 4 R

On prendra le repere fixe R,(0,x,,y,,Z,) comme repére de projection.

1. Déterminer les vecteurs, position, vitesse, accélération absolue du point G ;

2. Appliquer le théoreme de la résultante dynamique au point G ; En déduire que le centre G
de la barre reste en mouvement vertical lors de sa chute ;

3. Appliquer le théoréme du moment dynamique au point G ;

0 e 166

4. En déduire I’expression de 1’accélération angulaire ¥ en fonction d

et g.
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e (1)

Solution :

- - - - - - - ¢ — * —

R,(0,x,,y,,z,) repere fixeet R (A4,x,,y,,z,) esttel que : Q0=0, =0

1. Vecteurs : position, vitesse et accélération absolue du point G ;

— —_—— J—

0G =00,*0,G = xx,* %cose Y

X X . x . .
0oG= %cose = VG T %6 sin9 YOG _g(e sin0 +0°2 cose) :
0 0 0

2. Théoreme de la résultante dynamique au point G ;
La résultante des forces extérieures appliquées a la barre est égale a la masse de la barre par
I’accélération de son centre d’inertie. Le sol est lisse, alors la réaction au point A est suivant

I’axe (O, y) donc normale au plan horizontal.

—

R,*P=mY°(G) (§))
La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :
mx=0 < x=0 ?2)

_ L oo *
RAy_P—_mE(esine"'Gzcose) 3)

La barre tombe sans vitesse initiale alors : x =0 — x = Cte

Comme x = Cte alors le centre d’inertie G de la barre tombe verticalement.
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B L oo ‘ A
L’équation (3) s’écrit: R, ~mg~ ma(e sme +0:2 cose)

3. Théoréme du moment dynamique au point G ;

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre.

2 M(F)IG,(S/R,) )
(L
Zsin9
E = - A = —L e A = =L . 6
M(Fext)/G GA RA 1 ECOS RAy L 0 ERAy Sin Z()
i e . e
0 R, 0 R 2RAysm
R, |
Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique au point G :
Y _d’O _(S/R = _ Q0
6G(S/RO) ‘+°) or nous avons : 9, (S/R,) ‘IG.Q?
o
20 OO s
- ~ I e
O(S/IR)= | 0 o o |o|=26,="20,
mL? || g 12 12
0 O >
R ]
Y °C_(S/R L'y~
o(SIR) === 0z

(ot . . L . g=mLg
En égalisant les deux expressions on obtient : ER 4 SIN
-mL 5)
* 6 sinY

4. Expression de I’accélération angulaire O en fonction de L,8 ,e et g.

En remplacant I’expression de R, dans I’équation (3) on déduit I’équation différentielle

décrivant la chute de la barre :
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5 . : . -
mL =mg_m£(esme+ezcose) = e(m_L 19+m£sine = mg ~mL02 co
6 sin 2

. — 162 0e0
don 9=3 (2g L - chs )sine
L(1*3sin*Y)

Exercice 03 :

0

Un pendule pesant constitué d’un solide homogene de forme quelconque, de masse m tourne

autour d’un point fixe O lui appartenant. La liaison entre le solide et le bati est de type
cylindrique. Le pendule est 1ié au repére R,(O,x,,y,,z,) en mouvement de rotation par

- - - - - -

rapport a un repére fixe R, (0,x,,¥,,2,) lié au bati tel que : (x,,X,) = (¥,,¥,) = 0

Le tenseur d’inertie du pendule en son centre d’inertie G dans le repére R, est égale a: [

_—— —

On donne OG =~ Lx, avec L= Cte; R, estle repére de projection.

1. En utilisant les théorémes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir
I’équation différentielle du mouvement ;

2. Retrouver I’expression de cette équation en utilisant le théoréme de conservation de
I’énergie mécanique totale ;

3. En déduire I’équation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

—

7 ),

Solution :
R,(0,x,,y,,z,) repére fixe

R (A,x,,y,,z,) esttel que : =% =
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Vitesse et accélération du point G :

B - o [z (o

VoG =V ) r¥roG= 190 10= L9
0

R RO RO

d°V°(G) _d'V°(G) , Qo ;0
1

o Libe lon 1p6-
dt dt ©) 0

RO RE RO

’YO(G)=

0 0 o |~192

A.KADI

1. Théoréme de la résultante dynamique et du moment dynamique au point G ;

l.a. Théoreme de la résultante dynamique au point G ;

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie. L articulation au point O est cylindrique, la réaction a

- -

deux composantes dans le plan (x,,),)

R,*P=mY’(G) 1)

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :
Ry, ¥ mgcos? =—mB? )

Ry, ~mgsin® =mLY 3)

1.b. Théoréme du moment dynamique au point G ;

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre.

D M(F.)IG=d (SIR,) @)

— s - _L ROx O —
EM(FM)/G “GOMR,= 10 M R, ~ 0 =7LR,, z

Ro 0 Ro 0 R0 _LROy

Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique au point G :
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6G(S/RO) = % or nous avons : O (S/R,)=1,.8°= O _(S/R)=1,9z
6G(S/R0) a % a IGBZO
t
. i
nous avons ainsi : ~ LR, = [, 0 < R, =~ GL 4)
1.c. Equation différentielle du mouvement
Al 0 = L6
On remplace 1’équation (4) dans I’équation (3), on obtient : ~ GL “mgsin” T mL

OQL“'IG tmglsin®=0 = 0+ "L 0=
mL*t 1,

2. Equation différentielle en utilisant le théoréme de conservation de I’énergie totale ;

L’énergie totale dans la position 1 est égale a ’énergie totale dans la position2. : £, = E,
— 2 - — e\ 2 .
=1 1 Qo7 -1 1
E =—m VOG) + 21007 5 .QO—_m(LO) +17 .62
1 o) ( ( ) 2 1 G 1 2 ) G
E, =mg(L_Lcose)=mgL(1‘cose) __________________ ' @

) . °2
%mLZB +%IG.62 =mgL(1~cos9) <= 0 (r)L”IG = 2mgL(1~ cosY)

En dérivant les deux termes on obtient : 209 (mL2 tI, )= ngL6 sin9

mgL

é. 12+ —meLsin® =0 = é.+—
¢ M8 mL>* 1,

sin6 =0

3. Equation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

Dans le cas d’un pendule simple /. =0 ,ets’il a de faibles oscillations alors : sinf~ 0

: : 0 - - _ov_ L
L’équation devient : 6+50=p w —% et T_W_ o

L g
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Exercice 04 :

Une demi sphere pleine de centre  C,de rayon R, de masse M, de centre d’inertie G est

animée d’un mouvement plan par rapport au repére fixe R,(0,x,,),,Z,) . Elle est en contact

avec le sol lisse en A et le mur lisse au point B. Elle glisse sans frottement sur les deux points.

- - —

Le tenseur d’inertie de la demi sphére pleine en son centre  C dans le repere R, (C,x,,y,,z,

4 0 0
estdonné par: /o, =0 A4 0| avec A=§MR2 et CG=a
0 0 4

1. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue du points G dans R, et R, ;
2. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphere ;

3. Calculer les réactions N, et N, en fonction de 8’6 et O en utilisant le théoréme de

la résultante dynamique ;
4. En utilisant le théoréme du moment dynamique trouver 1’équation différentielle de
mouvement de la demi sphere;

5. En intégrant I’équation de mouvement et en prenant les conditions : 0 0)~0 et ,9(0) -0
02 = 2Mga sin® ;
A

6. Retrouver I’expression de 02 en utilisant la conservation de I’énergie mécanique totale ;
7. En déduire les expressions des réactions R, , R, et de I’angle limite e, pour lequel la

montrer que I’on a :

demi sphere pleine quitte le mr.

!

Cr
>
v
Ra

Solution :

1. Vitesse et accélération absolue du points G dans R, et R, ;

A partir du vecteur position du point G nous déduisons la vitesse et I’accélération :
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R = acosY R~ acos9 Ta

—_ J—

Nous avons : OG=0C*CG= 3{R* {1-asin®= {R-asin® . cG= {0

b

gl gl 0 plo rLO

Dans le repere R, -

a(e sin® +02 cose)
- _wog. | 8 4G ; '
VG = = 17 %acs? = v =— = <—a(6COSG+stm6)
dt 0 dt
0
R,
RO\
Dans le repére R, :
o _dCG_d' GG Gon o Jon |0
VO(G) = = +Q(1)A CG= 0/\ 0= —aﬂ
dt dt 9
RO RO RO
- dO V_)O G le_)O G - - Ou 0 0 . aef.
YOGy = ©) - ( )+Q°’\V°(G)= a9 07 {=aP= {-4Y
1 .
dt dt 0 0 0 0
R R R
R

2. Coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphere ;

Nous pouvons le déterminer de deux fagons : ’'une graphique et I’autre analytique.
Méthode graphique :Les directions des vitesses des deux points A et B du solide sont
connues, on trace les perpendiculaires a celles-ci au méme point, leur intersection est le centre
instantané de rotation. Les deux normales se rencontrent au point C, alors celui-ci est

confondu avec le centre instantané de rotation (/ = C) .
Méthode analytique :La Vitesse du centre instantané de rotation est nulle : soit (x;,y,) les

coordonnés du C.I.R. dans le repére R, , nous pouvons aussi écrire :

. . . a9 sin9 0 x, "R * acosY 0

ron=veG)rRoagr=o0 < 1709ac0s® + 00 1y, “R*asin®= J0
0

0 S g L0
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aésine_é()),_R"'asin6 =0 < é(),_R =0 = y TR

_eacose+6()),_R+acose =0 = e()),_R =0 = x,°R
On voit bien que le C.I.R. est confondu avec le centre C de la demi sphere.

3. Réactions R, et R, en fonction de 0 ,6 et © par le théoreme de la résultante
dynamique
La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie :
EE=mYO(G) < R,*R,Tmg=mV°(G) 1)
Projetons 1’équation (1) sur les axes du repére R,

R, = ma(e sin® +02 cose) (2)

R, ~mg= _ma(e cos? +62sine) < R, =mg_ma(e cos? +e2sine) 3

4. Equation différentielle de mouvement de la demi sphere en utilisant le théoreme du
moment dynamique
Le moment résultant des forces extérieures est €égal au moment dynamique du solide au méme

point C.

ext

EMI‘(F )/C=6C(S/R0) e CAARA+CBARB+CGA’"g=6C(S/Ro)

Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique :

Y _d°O . (S/R
6C(S / RO)‘+O) , le moment cinétique au point C est donné par :
) - [4 0 ol]fo) .. . (o
Oc(SIR) = 1ein =10 4 0|fQ[=a%z, =492 =| o,

o o 4J\® 49/ R
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— _dOO‘) S/R B 0 >
6C(S/R0)—%—Aezo

- -

CANR,*CBMNR,*CG"mg =6C(S/R0)comme: CA/IR,etCB// R, alors:

R L ~acosY 0 0 .
CGAmg=9_(S/R) < ~asin® | |~mg|= | 0.| dov: mgacos® = 49
40
RO R, R,
ce qui donne : 6= %cos6 4)

5. Equation de mouvement avec les conditions .0 0)T0 et 0 0)=0 3

On multiplie I’équation (4) par : 6 , puis on integre

06 =829 B = d(lez)=—mg“d(sin9)
A 2 A

0 = mea Lot mea

fd(_92)=ﬂfd(sin9) = 202="85,0  on déduit alors :

. \2 47 2 A

62 =, 8% in0
Y|

©)

. 2 sy . 2 . » .
6. Expression de 02 en utilisant la conservation de I’énergie mécanique totale :

E.YE,“E.,YE, =Cte = E."E. = (E, Ey)

_lo o1 @ _
EC_E ?JC/RI- ?_EAGZ > Eco_o
0o of O asin 949 0
“(E, T E,) =fmg'dOG=mf —g|° = acos9dd =fmgacosede =mgasin6
0 0 0 O 0
E.~E.=~(E,~Epn) = %AGZ =mgasn® = 02= 2%sm9
02

On retrouve ainsi I’expression de
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7. Expressions des réactions N, , N, et de I’angle limite 6, pour lequel la demi sphére

pleine quitte le mur.

11 suffit de remplacer les expression de O ctde® dans celles de R 4 et Ry .

mga 0 +,mga m*ga’ sin®
A

R, = ma(icose sin T in0 cose) -3 o
A A

COos

2 2
R, = mg ‘ma(%cose cosd 2%sine sine) - mg —%Q)SZG ~sin0

R = me- m*ga’®

L, mg cos 20

e =
La demi sphére quitte le mur si : R, =0 < sinfcosf@ =0 = {@ =

o | Ao
@
]

o | A
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Exercice 05 :
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Une barre homogene de longueur AB = 2L , de centre G et de masse m, glisse sans frottement

le long d’un escalier tel que représenté sur la figure. Le point A glisse sur le sol et le point C

sur I’arréte de ’escalier. La position initiale de la barre étant 4,B,,.

On prendra R, comme repére de projection.

- -

=x(t), %= (x,,x) (Vo)) -

-  —

On donne ;: O4

—_—— -

1. Déterminer les vecteurs : OG V (G) et V°(G) ;

2. Appliquer le théoreme de la résultante dynamique a la barre ;
3. Appliquer le théoreme du moment dynamique a la barre au point G ;
4. Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique a la barre.
LZ
’"3 0 0
Le tenseur d’inertie de la barre en G dans R, estdonnépar: I;,, =| 0 O O ,
L
0 0 m3
- &
B - B -
- N\ z — N\ 4 ),
b2 * b2 A < S
R
AR AR ‘
/% A x 2N -
@‘ \\:;\\ &

m
\B

/ vy N
/A B

— X(t) —p

7

Solution :
R,(0,x,,y,,2z,) repere fixe ;

R (A,x,,y,,z,) tel que: & = (x,,x,

- - - —

= (v,.3,) et 9°—0‘z —az
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—_—— >

1. Vecteurs : OG , V°(G) et Y°(G) ;

O, x ~ Lsin®™ x~ Lsin®
Nous avons : OG = 04T AG= 07 Lcos€ = LcosE

RO gL O R L 0

- _wog. |t - . '
VG = o = 17 L%sin® AN (Gh dt( )= _L(asina+azcosa)
0 0

R,

R0 L

2. Théoreme de la résultante dynamique, appliqué a la barre

x~ L(a cos@ —az? sina)

La résultante des forces extérieures appliquées a la barre est égale a la masse de la barre par

I’accélération de son centre de gravité :
EF’e'xz‘=nll'yo((;) = RA+RC+P=mYO(G) (1)
La projection de I’équation (1) sur les axes de R, donne :

R.cos®* =mx~ mL(a cos® a2 sina) )

R, *R.sin® ~mg = _mL(O‘sina"'azcosO‘) 3)

3. Théoreme du moment dynamique, appliqué a la barre au point G ;
Le moment résultant des forces extérieures appliquées a la barre est égal au moment

dynamique de la barre au méme point G.

— — —_—— —_—

2MFE) G =8G(SIR) < GANR*GCNR, =D, (S/R,) )

Or le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique :

Y d°O_(S/R
6G(S/Ro)=—Gc(h/ 0) avec :
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o
- m3 O O O 0 2 . 2 e
OSIR) =1, 2=l 0 0 o lo| =| o [-"a,="la
G 0 G/R * 1 ) v 5 . 3 3 0
3 1R ! 3

dOOG(S/Ro) = mLZ&;
dt 3

5 (S/R)= 6)

—— ——

Pour calculer le moment des forces extérieures on doit déterminer les vecteurs :GC et GA :

donc:GC=AC_AG=( - —L)
sSin

ey X _
Nous avons : sin® = — < 4AC
AC sin &

R I . Lsin©
on obtient : GC= 7 ( o et GA= 7 Lcos? ;

b

0 R L 0

RO L

_( ‘xa _L)Sina
. Lsina 0 S Rc Cosa
EM(Fext)/G= B LCOSaA RA + 1 (S]r):a _L)COS(X A RC Sil’la
A A 0 RO

RO L

0

Ei\/f(l"m)/c= 0 =(LRA sina_RC( ,xa ‘L))zo (6)
i S
LR, sin® _RC( ‘x L
R, sin*
L’égalité des moments dans les équations (5) et (6) donne :
2 e
LR, sin®* ‘RC( \ —L) -l a )
sin® 3
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4. Théoreme de I’énergie cinétique, appliqué a la barre.
La variation de 1’énergie cinétique de la barre est égale au travail des forces extérieures.

dE. _ dW

dE, = dw < =
dt dt

L’énergie cinétique de la barre est donnée par :

—

— 2 g
1 1 T
EC—Em(V()(G)) PR o

-mLz
. . 0 0 ||o
B e s .. 1 . 3
EC—Em x>T PO 2L xOcos& +5 00%]l 0 0 O2 0
L
0 0 m3 o

s 1ml g,
23

E.= %m(x“'Lzaz_Zancosa)

. oo o oo 0o o o oo « ° L2 .
- Em(zx xtor0o- QL(xacosa T xQcos® — L xA? sina)] +1mL .

Nous avons aussi :

5 — — —

“;Z—Vf=mg° VIR V(AT RV(C),

— —

—

mais: R,*V°(A)=0 car R,1V°(4) et R.V(C)=0 car RCJ‘VO(C)

—

y o 0 x~ L% cos .
TVI/ =mg V' (G~ 1" mg* ~L%in®* = mgL%sin®
R, 0 R 0

L’égalité entre les deux termes donne :

ml?

1 02 =gl Ogin@
2 3

%m(2xx+ 21700~ ZL(xacosO‘ +xOcos@ = L xO? sina)) +

o oo ° oo °e o ° oo . . Lz ° .
2 —_ —_ 2 . 2 = .
xxt[roa L(XOLCOSOL +xOLCOS(1 LxCO Sln(}.)+€0(. gLOLSHlO(.
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Exercice 06 :
Un disque plein de rayon a ,de masse m roule sans glisser sous 1’effet de la gravitation sur

- - -

un plan incliné d’un angle @ par rapport a I’horizontale. Soit R,(O,x,,¥,,z,) un repére fixe

- - - - - -

lié au plan incliné, R,(G,x,,y,,z,) lié au centre d’inertie G du disque et R,(G,x,,y,,Z,) un

— — - - - -

repére en rotation par rapport a 'axe z, =z, tel que (x,,x,) = (¥,,»,) = ?.

A D’instant initial, le disque est immobile. La réaction au point de contact entre le disque et le

—

plan incliné a deux composantes, I’'une N normale au plan incliné, I’autre 7 tangentielle a ce
dernier.

Le tenseur d’inertie du disque en son centre d’inertie G dans le repére R, est donné par :
4 0 0

ey, =10 4 0| avec A7
0 0 24

2

; On prendra R, comme repere de projection.

— —

Déterminer la vitesse V' °(G) et I’accélération ¥ °(G) du point G ;
Appliquer le théoreme de la résultante dynamique au disque ;
Appliquer le théoréme du moment dynamique au disque ;

s Wb =

Trouver une équation scalaire liant les parametres cinématiques y,e et a et qui
traduisent la condition de roulement sans ghssement du disque sur le plan incliné ;

bl

En déduire les expressionsde N, I, y et ® en fonction de m, g, et a;

6. Déterminer 1’énergie cinétique du disque en fonction dem, a , y et (P ;

2

7. Exprimer I’énergie cinétique du disque en fonctionde  met ) en tenant compte de la

condition de roulement sans glissement ;
8. En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique au disque, retrouver I’expression de

I’accélération linéaire y .

&(t) |

\

-

\\\\\

R
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Solution :

R,(0,x,,y,,2,) repeére fixe.

- - - g

R,(G,x,,¥,,z,) en translation par rapporta R, = ¢ =0

- - - - - - -

R,(G,x,,y,,z,) esttel que : (x,,%,) = (¥,,7,) =P et le =(P;I =(Pz_;
0 a a
G0 iom It e
R, 0 R 0 R, 0

1. Vitesse V_)0 (G) et accélération Y_; (G) du point G ;

Par derivation :

- 0
— 0 — I —
VO(G)‘d OG=d0G+9?A0G- y ccar ©0=0
dt dt
R0
y d’ I;O(G) d' I;O(G) QoA e . Qo =
0 = = 0 0 = 0 =
12(G) ” ” TROATYG) i)/ ;car 2% T 0
R

1

2. Théoreme de la résultante dynamique appliqué au disque

A.KADI

La résultante des forces extérieures appliquées au disque est égale a la masse du disque par

I’accélération de son centre d’inertie.

—

EFeﬁ:mYO(G) < THNTP=mV°(G) 1)

La projection de cette équation sur les axes du repére R, donne deux équations scalaires :

N ~mgcos®* =0 3)

~Ttmgsin®=my 4)

3. Théoreme du moment dynamique appliqué au disque

Le moment résultant des forces extérieures appliquées au disque est égale au moment

dynamique du disque au méme point G .
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——

EM(F ) =9%G) < GINT+*GINN=0°(G) comme GI / N elle devient :

ext

GINT =9°(G) @)
- —a 0 0 R
Exprimons chacun des termes de cette équation : GI" T'= 0N 77 10 Talz
0 0 T
R, R R
. e e O N M ()
Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique, d’ou : 97 (G) Y

Le moment cinétique du disque est donné par : ©°(G) = I . 20

. 4 0 0}f0 0 A
C%G)= |0 4 0|[0|=| 0 [TAPz =4Pz,
RO 0 A4 @) \49

Pz car 0 =0
dt dt 2

o0 _d'O%G) _d'O%G) _ ST _mat "
00(G) APz =—

En égalisant les deux expressions des moments nous obtenons :

2 (X} (X}
aT=’”;cp = T=%CP 5)

4. Equation scalaire liant les parametres cinématiques x,e et a et qui traduisent la

condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné :

La condition de roulement sans glissement est vérifiée si la vitesse du point de contact du

disque et du plan incliné est nulle : V, (/) = Vo~V =0

—

Or: V()= 0 alors: VOU)=V°(G)+AGI =0
0 0 Ta 0

yt 0" y0= 0 = y~a® =0 (6)
Y
RO RY gLO RO
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5. Expressionsde N, T, y et ¢ en fonctionde m,g, ¢ et a;

L’équation (3) donne : N = mgcos®

L’équation (6) y =a®P —®= 4 I’équation (4) devient : ~ %X tmgsin® =my
a a

- _ 2
==gsin® dou : P —gsin®*

On déduit : y
3a

(SR

L équation (5) donne : T = n;—gsina

6. Energie cinétique du disque en fonctiondem, a,y et @ ;
L’énergie cinétique totale est égale a 1’énergie cinétique de translation + 1’énergie cinétique

— 2 g —
de rotation: E. = %m(VO(G)) +%Q?T '[G(S/RZ)'Q?

=1 2+1 .2
—m — A9
2 4 2

1 .1 .
E.=—m 2‘*—(O,O,CP)
c Mg

S O
o n o
n o o
|8 .0 ©

7. Energie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la condition

de roulement sans glissement ;

Nous avons dans I’équation (6) qui exprime le roulement sans glissement : ¥ =~ a® on

déduitque: @ = Y alors I’expression de 1’énergie cinétique devient :
a

8. Expression de ’accélération linéaire y En appliquant le théoreme de I’énergie

cinétique au disque

o TP ) . g dE. _ dW
La variation de I’énergie cinétique est €gale au travail des forces extérieures : 7 = %
= 3 2 —3 dEC = o
E.==m =
¢y y a2 yy
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-

aw _ dw(T)., dW(N) . dW(P) _ ; d Ol +;[. d Ol +m*_ dOG _

mg V(G
di di di dt di a Ty e
rn TV'I)TNV (DH)Tmg V' (G)=mg V' (G) car V')~ 0
. ~ mg cos 0 .
dW = 0 = Ol = N 0
0 mg- V" (G) mg sin . Y| mgysm

R, 0 R10

L’égalité des deux expressions donne :

3 = " T_2 .
Emyy‘mgysma < y_ggsmOc

Exercice 07 :
Le concasseur d’un moulin a huile est constitué¢ d’une roue homogene  (S) de masse m, de
rayon R, de centre de masse G .La roue a une liaison pivot au point G avec une tige

horizontale de masse négligeable O1G , soudée a un arbre vertical =~ OA en rotation a une

vitesse angulaire constante : Y = Cte.L’arbre OA est maintenu vertical par deux liaisons,

I’une sphérique en O et I’autre cylindrique en A. On suppose que toutes les liaisons sont sans

frottement.

La roue roule sans glissement sur le plan horizontal fixe 1ié au repere R,(0,x,,¥,,Z,) -

- - - - - -

Le repere R, (G,x,,y,,z,) estlié ala tige O4G ; le repere R,(G,x,,¥,,z,) estlié a la roue.

Le tenseur d’inertie de la roue en son centre d’inertie G dans le repere R, est donné par :
24 0 O P2

I, |0 4 0 avec:A=m4

1. En appliquant la condition de roulement sans glissement au point I, exprimer 9 en

fonction de ¥ ;

2. Déterminer le moment dynamique au point Oy de la roue ;

3. Appliquer le théoréme du moment dynamique au point Oy a la roue ;
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4. Exprimer I’action du plan sur la roue en fonction de m, R et v,

5. Exprimer le couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repere R, .

Solution :

- - -

R,(0,x,,y,,2,) repere fixe.

R (G,x;,y,,2,) esttel que: (X,,X)) = (¥;,¥,) =V = Q? =1PZI -V 2

- - - - — - -

R,(G,x,,y,,z,) esttel que : (z,,2,) = (V. ),

¢ —

)=0 = Q--0, --0,

2

S e I (R
Q=p,-0x= 10 GI="Rz= {10 ; OG=Lx*Rz= 10
Y “R R
R R R
. R I 0 L 0. B -
VeG)=vioyt Q? ANOGT 10 A 0~ IV avec: V°0)= 0
P R
R R RO

1. Expression de 9 en fonction de ¥ H

La condition de roulement sans glissement au point de contact entre la roue et le sol signifie

que la vitesse de glissement de ce point de contact est nulle :

— >

Vo) = VOAES)"V UER)=0 ornousavons: V' (ISER,)=0

alors: VIIES) < V'UES)=v"(G)+RIAGI=0
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o, [9 fo o o o
LW+ 102 70= 10 < LY-grO=¢ = 9=%1P 1)
0 v "R R0

Rl ]e1 Rl 1

2. Moment dynamique au point O; de la roue :
L’arbre étant de masse négligeable, le moment dynamique du systeme se réduit au moment

dynamique de la roue. Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique,

d"C, (SIR,)

dou: 9, (S/R)) =
ou: Y, ( 0) i

s — s —

Le moment cinétique de la roue est donné par : O, (S/Ry) =1, s, L2040 GNmV°(G)

-6 0 -249

. 24 0 0 L ]
O, (SIR)= |0 4 0| 0 |T|0|[ m LY |=m & .
0 0 AV 0 0 *mL* W

—

400 SIR) _ 4% (IR , G pgo g |
dt dt ’

O, (S/R))=

d'O,(S/R) _~ ! ]
— 9 % =0 ., carV¥ e O sont constantes, on obtient alors :

dt
— 0 _ZAG O. . o o —
do, (S/R,) =10 |2 é . |T| 7240y |T 240y y, )
W tml oy 0

3. Théoreme du moment dynamique au point O; ala roue ;

Le moment résultant des forces extérieures appliquées a la roue est égal au moment

dynamique de la roue au méme point O, .

EM(F Vo =0, (SIR) < OGNmg*OINR, =240y y,

ext
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L 0 L 0 .
(U o * 0" 0=(*)'g‘R1Ly] A3)

RO g Ume g TR R

L’égalité des expressions donne : ()lg TR, L TT240y 4)

4. Action du plan sur la roue en fonction de m, R etV H

A partir de 1’équation (4) on déduit :
B .. B EE
(r)tg "R, L =240y = R, “mg* 27(9 w  ornous avons d’apres 1’équation (1)

Y _ L. _ mR? - 2 mR* L, ° , -
0=2v o 4= d’ou: R, =mgt=. =W .w onaboutita:R, = mg
R 4 L 4 R

+m_R1p.2
=

5. Couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repére R, .

Dans le cas de ce mouvement composé de deux rotations, la rotation propre de la roue se fait

— —

autour de I’axe (O, ,x,) ala vitesse de rotation :

* —

912 =-6 X, et la précession se fait autour de

—

I’axe (0,z,)//(O,,z,)a la vitesse de rotation : Q? =Yz .

Le moment gyroscopique est donné par la relation :

- L S N
= Q A Q = Q1A Qo = A =1 40
gyros axe de rotation propre propre précession Ix]x] 2 1 2A Q Rl . 0 2A w y 1
Y 0

M,,, =249V y,

gyros
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DYNAMIQUE D'UN SOLIDE
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE
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DYNAMIQUE D'UN SOLIDE
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE

1. Mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe fixe

C’est le mouvement le plus important dans la mécanique. Le fonctionnement de toutes les
machines est basé sur un mouvement de rotation autour d’un axe : rotors, machines
tournantes, vilebrequins, roues etc...

Ce mouvement de rotation génere des vibrations mécaniques au niveau des paliers de fixation,
si I’axe de rotation n’est pas équilibré. Les paliers sont des liaisons rotoides (articulations
cylindriques) entre le solide et le bati fixe. Ces vibrations sont a I’origine de I'usure des
paliers, provoquée par les contraintes mécaniques dues a la liaison entre 1’axe de rotation et le
palier.

Pour éviter ces inconvénients, il est nécessaire d’étudier et de trouver les conditions
d’équilibrage du systéme afin que les contraintes soient minimales et allonger la durée de vie

despaliers.

2. Equations du mouvement

2.1 Paramétrage du mouvement

On choisit un repere fixe orthonormé direct R,(0,x,,y,,2,) li€ au bati tel que 1’axe vertical

—— — - -

Oz, ,soit confondu avec 1’axe de rotation Ay Soit R, (O,x,,y,,z,) unrepere lié au solide

— — — —

(S),tel que z, = z, .Le solide est en mouvement de rotation autour de ’axe  z, = z, avec

s

g — « —

une vitesse : Q? =y 25 =y z, tel que le centre d’inertie du solide soit dans le plan (Ox,z,),
avec: OG=ax,Thz, “ax, bz,

L’orientation du solide (S) lié au repere R (O,x,,y,,z,) est définie par I’angle :

- - - =

w = (xO’xs) =(y0’ys)
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La matrice de passage du repere R, vers

le repére R, est donnée par :
= + -

x, ~cos¥ x,*sin¥ y,

y, = “sinW x, F cos¥ y,

Z, %
a : distance du centre d’inertie G a I’axe (A)

b : distance de G au plan (Ox,y,)

2.2 Torseur cinématique

Le torseur cinématique du solide [C]O relatif au mouvement de rotation du solide par rapport

au repere R, est défini par ces éléments de réduction :
La résultante cinématique : R = Q? =Wz,

—

Le moment au point O : M, = v (0)=0

2.3 Vecteurs vitesse et accélération du point G, centre de masse du solide

— —

Sa position est définie précédemment par: OG ~ax,t bz,
Sa vitesse peut étre déterminée dans le repere R, de deux manieres :

- par dérivation :

— 0) (a] (O
- 0 s e —— . ¢ —
voGy =496 =4 0G100n =g |ro|=]a¥ [=a¥ y,

dt dt

V) \b 0
- par composition des vitesses :
- - o 0 a 0, .
VUG =Vt RN oG=]0 [Mo|=|aV [=aVy,
V) \b 0

— > . >

Dans le repére R, , la vitesse aura pour expression : V°(G) = ~aW¥ sin¥ x, T a¥ cos¥ Yo

Le vecteur accélération de G s’obtient aisément en dérivant I’expression de la vitesse.
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— 0 0 . — o >
Dans le repere R, : Y°(G) = @ ==aV?x,TaVy,
t

Dans le repere R, : Y °(G) = ~a¥?(cos¥ x, T sin¥) y, T a¥ (“sin¥ x, * cos¥) y,

Vo(G) = ~a® sin® *W? cosW)x,* a cos® ~W?sin¥W) y,
Elle peut aussi €tre obtenue en dérivant I’expression du vecteur vitesse, dans le repere R, .
3. Etude cinétique
Ces éléments cinématiques nous permettent de déterminer les torseurs cinétiques et
dynamiques. Afin de simplifier le probleme nous choisirons de déterminer les moments
cinétiques et dynamiques au point O appartenant a I’axe de rotation.

3.1 Torseur cinétique

Le solide (S) étant quelconque, sa matrice d’inertie en O dans le repere li€ au solide s’écrira :

A ~F TE
I,)§ =|"F B ~D
"E "D Clg

Les éléments de réduction du torseur cinétique au point O s’écriront dans R, :

— -

La résultante cinétique : P =mV°(G) = ma¥ Vs

Le moment cinétique au point O : O, (S) = mOG N V°(0) * I,(5)$?’
Comme la vitesse du point O , est nulle alors le moment cinétique aura pour expression :
- - A TF TE|l 0 .
O =1, =|"F B ~bp| |0| ="EVi-DVj*tc¥.
"E "D Clp V],
3.2 Torseur dynamique
Les éléments de réduction du torseur dynamique au point O s’écriront dans R, :

— oo

La résultante dynamique : D = mY°(G) = “ma¥’ x, t ma¥ Y,

_d’9,(S)

Le moment cinétique au point O : 60 S~ 7
t
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_d'(1,($)) _
0 (8) "T+9‘3Alo<s>9? I,(S)S20+ 820N 1 ()<
A - F TFE 0
“F B ~D| |0
"E "D Clp Y R

s

A TF TE 0

0
Sy =|"F B ~D| |o| *|o0
“E ~D CRIPR IPR

0, (§)= (CEV* DY), ~(DV+EV?) j+c¥
le moment dynamique peut étre exprimé dans la base R, en utilisant la matrice de passage.

5 (5)= [(—EW DV ?)cos¥ + (W + gV Z)SmIP]:O

+ [(_E{P."'Dwz)sinw _(D{i;"'sz)cosw] ;O’LC{P.;O

3.3 Energie cinétique

Comme le solide a un mouvement de rotation pur autour d’un axe (A) confondu avec I’axe

Z, - Z, , son énergie cinétique est donnée par :

SSO _)0 - = u g
e R I R O R R
VeO)NO,(S)
E°=l‘[’—;l Slbﬁ:l .271 S ) =11P.21 S
c 2 Zs 0( ) Zs 2 Zs 0( )‘ZS 2 zz( )
2

4. Les différentes actions mécaniques exercées sur le solide

Le solide est soumis a I’action de pesanteur due a son propre poids, aux actions de liaisons au
niveau des articulations qui sont intermédiaire entre le bati fixe et le solide, mais aussi a une
action motrice ou de freinage qui permet de mettre le solide en mouvement ou de le freiner
s’il est déja en mouvement.

4.1 Action de pesanteur

Aupoint G centre d’inertie du solide, I’action de pesanteur est représentée par le torseur

14 . . R, = "mgz,
ayant pour éléments de réduction : o 8L

M,=0
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Par la formule de transport nous pouvons exprimer le moment au point O, il est donné par :

a 0
My,=Mi;*OG"R,=OG"R,=|0 (" 0 [Tmgay,
b “mg

— — —

Dans le repere R, ,il s’écrira: M, = “mga sin¥ x, T mga cos¥ Yo

4.2 Action due a la liaison rotoide entre le bati fixe et le solide

L’action de liaison entre le solide et le bati est représentée par un torseur dont les éléments de

= + +
, ) ) R, "R, x, RLy Yoo R 2
réduction sont : | -5 . = =

M, =Muxo+MLy yO+MLz 2o
Les composantes de I’action de liaison sont déterminées a partir des équations finales qui
égalisent le moment dynamique au moment des actions extérieures. La nature de 1’articulation
et le point de calcul du moment peuvent réduire le nombre d’inconnues dans les équations du
mouvement.
4.3 Action due au couple moteur ou au couple de freinage
Le solide peut étre mis ou maintenu en mouvement de rotation a 1’aide d’un couple moteur. Si
le solide est déja en mouvement, pour 1’arréter, il faut aussi appliquer un couple de freinage.
Le moment appliqué pour mettre le solide en rotation ou pour I’arréter est toujours porté par
I’axe de rotation.

Dans ce cas, le couple moteur ou le couple de freinage sera représenté par un torseur dont les

1z . . R
éléments de réduction sont : | - =

r

m

La valeur du couple moteur ou de freinage est connue.

S. Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique dans un repere Galiléen traduit I’égalité entre le
torseur des actions extérieures appliquées au solide et le torseur dynamique du solide.
Nous avons ainsi dans le repere R, :

D =Iip+ R

—

~

m

+ R = D=Rp+RL+Rm

°® |m, M, T, 0 (§)=M,* M+,
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- ma(ll; sin¥ +1P.2 cosW) TR, (1)
ma({P. cost sinW)S R, 2)
0="mgtR, .o (3)
(_E{P'"' Dw.z)cosw + (Dl.P."' Ew.z)sinw SM, e 4)
(_E{P. + Dw.z)sinw - (D‘.l; + Ew.z)coslp “mgat M, (5)
cv - M, L (6)

Nous avons 06 équations avec 07 inconnues : Y Ry Ry R M M, M,

Une septieme équation sera donnée par la nature physique de la liaison et elle permettra de
résoudre le systeme d’équation completement.

L’équation (6) permet de déterminer la valeur de W et en la remplacant dans les autres

équations on déduit les valeurs de toutes les inconnues.
6. Equilibrage statique et dynamique des rotors et des roues
6.1 Mouvements de rotation autour d’un axe fixe d’un solide non équilibré

Soit un rotor ou une roue (S) assimilé a un disque de rayon R et d’épaisseur e . On choisit un

repere fixe R,(0,x,,y,,2,) lié au bati fixe. Le rotor (S) est li€ au bati par I’intermédiaire de

deux paliers (P,) et (P,) de centres respectifs P et P, tel que ’axe PP, soit confondu

avec I’axe de rotation Oz, . Pour construire un triedre direct on considere que I’axe Ox, est

vertical ascendant.
On suppose que le rotor est non équilibré, le centre de masse du rotor n’est pas situé sur 1’axe

de rotation et ses coordonnées ne sont pas connues au départ.

- - -

On choisit un second repere R, (O,x,,y,,z,)de méme centre O et lié au rotor. Son

mouvement de rotation est repéré a chaque instant par un angle WP = (x,%x,) = (yy,Y,) avec

90=o—)=0—) *>Eﬁ>
K wzs le)ZO car Zs Z0'

Le vecteur position du centre de masse du rotor est donné dans le repere R.(O,x,,y,.z2,)

— — —

par: OG=ax, by tcz

s
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6.2 Etude cinétique du mouvement

La matrice de passage du repere R, vers le repere R, est donnée par :

—

= cos¥ x,*sin¥ y,

—

X

N
— —

y, = sin¥ x,* cos¥ y,

— —

Z, = 2o

La matrice d’inertie du solide au point O dans la base R, (O,x,,y,,z,) est une matrice

A T F TF
quelconque de laforme: 1,)§ “|"F B ~D
“FE "D C R

Le vecteur position du centre de masse du solide dans cette méme base s’€crit :

- — —

OG=ax by tcz,
La vitesse du centre de masse G se déduit par dérivation de cette expression :
0~ - 0 a _b}P . .
d 0G -d 0G+Q?AOG= 0(Mb|=| a¥ |= 7oV x, TV y,
dt dt "
c 0

VO(G)=
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Dans la base R, le vecteur vitesse s’écrirait :

Ve(G) = bV (cos¥ x, tsin¥ y,) oW (Tsin¥ x, T cos¥ y,)

VO(G) = (Y cos¥ + ¥ sin¥) );; * (@¥ cosW ~pV¥ sin¥) ;0)

Le vecteur accélération s’obtient dans R, en dérivant encore une fois le vecteur vitesse :
VUG T oV, TV y, Ty, TaW TRV AW T @V T oYYy,
Dans la base R, le vecteur accélération aura pour expression :

Xo

YG) = —[(bll”aw)cosw (¥~ ¥ ?)sin¥

+

_(bl.l;"'awz)sinw +(a{l3_bw2)cosw};)

Le torseur cinétique a pour éléments de réduction dans la base R, :

— -

La résultante cinétique : P = mV°(G)

Le moment cinétique : 9, =9, tmoOG"V"(0)=9, =IO(S)QS

Le torseur dynamique a pour €léments de réduction dans la base R, :

La résultante dynamique : D = mY °(G)

— oo

D= —m[@wawz)msw +(aw—bw2>smw];

+m[_(b11’.+aw2)sinw + (ali;_bw2)cosw ;

— — —

L d . . 6_)=d000 =dSO0 +§0AJ =7 SQO+§0/\I SQO
e moment dynamique : 9, ” ” s 00 o (S)PE TR, (8)R

[a -F -E] Jo] [o]la -F -E] Jo
o =\-r B ~D| |o|*|o||"F B ~D| |0
"E "D ClplW] WITE "D cClp¥
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— M —

O =~EWx *DWy tC¥z ~ DV x ~EV?y,

> oo

— oo

o, =<—Ew+Dw2);—(Dw+sz);+cw;

Dans la base R, ,le moment dynamique a pour expression :

ol
|

0" (_Ew+Dw2)(cosw;)+sinw ):))_(Dersz)(_sinw;oJrcosw ):))"'sz_:

O, =|(EW* DV ?)cos¥ + (DV* EV)sin¥ |,

HCEVYT DY) sinW — (DY + EV ) cosW | y,

tcW g,

6.3 Actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor

Les actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor sont de trois natures différentes :

- I’action de pesanteur due au poids du rotor ;

- T’action de liaison entre le rotor et le bati au niveau des paliers ;

- T’action due au couple moteur si le rotor doit tre maintenu en mouvement ou au couple de
freinage si on doit arréter le mouvement de rotation.

6.3.1. Action de pesanteur

L’action de pesanteur est représentée par un torseur dont les éléments de réduction sont :

— —

La résultante des actions de pesanteurs : R, T "mgx,

— —

Le moment résultant de ces actions au point Gestnul : M, ~ 0, en appliquant la formule

— — - —

de transport dans la base R, , on déduit le moment au pointO : M,, = M, tOG"R p

N acos¥ ~bsin¥ ~mg N N
M,, =|asin¥ *heosW [M| 0 |= “mgey,t mg(asin¥ *heosV) z,
c 0
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6.3.2. Action de liaison entre solide et Bati au niveau du palier (R)

L’action de liaison est une force dont la ligne d’action passe par le point P, centre du palier.

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont :

La résultante de ’action de liaison: R, =R, x,* R, vy, *R. 7 s
Le moment de I’action de liaisonen P, estnul: M, = 0 ; en appliquant la formule de

— — - —

transport, on déduit le moment au point O dans la base R,: M, =M, T OP" R,

1x — —

R
N N _LlRly x0+ LR, y,

. 0
My =| 0| MR,
Ll Rlz

6.3.3. Action de liaison entre solide et Bati au niveau du palier ()

De la méme maniere que précédemment, I’action de liaison est une force dont la ligne
d’action passe par le point P, centre du palier.

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont :

— — — —

La résultante de ’action de liaison : R, = R,, x, T R, v Yo *R,. 7
Le moment de I’action de liaisonen P, estnul: M,, =~ 0 ; en appliquant la formule de

— — — —

transport, on déduit le moment au point O dans la base R,: M,, =M ,,T OP, R,

— —

— 0 R2x
My, = 0 A Ry | T TLR,, X" LR, ¥y
L2 R2z

6.3.4. Action du couple moteur
Le couple moteur permet de mettre en mouvement de rotation le rotor ou le maintenir s’il est

déja en mouvement, il est représenté par un torseur dont les éléments de réduction sont :

— —

La résultante des forces motrices : R, = 0

m

—

Le moment résultant au point O : M, ~ Fm Z, »le moment est porté par 1’axe de rotation.
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6.3.5. Application des théorémes généraux de la dynamique au rotor
Le torseur dynamique du rotor est égal a la somme des torseurs des actions extérieures. Cette
égalité nous donne les deux équations vectorielles qui donneront les 6 équations scalaires de
la dynamique qui décrivent le mouvement du rotor.
=p +p+tp+
D=R,*R*R,™R,

60 _MOp+M01+M02+M0m

Cette égalité se traduit par :

_m[(bw"'awz)cosw F@WVpW)sinW | TR, YR, Tmg (1)
m[_ GV V) sinW (@ p¥ ) cosW | TR, YR, )
0=R.*YR,. (3)

CEVH DY) cosW H (DY EV?)sinW [ = LR, TLR,, e, (4)
(CEV*T DY) sinW — (DY EV ) cosW | = “mge * LR, VYLR, .cciiiiiiiiiiiin (5)
Cli’. = mg(asin¥® *bheosW)y*tl (6)

Comme le couple moteur est connu, la derniere relation qui est ’équation du mouvement

permet de déterminer la valeur de ¥ en fonction du temps.

Connaissant W , les autres variables sont déterminées, notamment les composantes des
actions de liaison au niveau des paliers.

Les équations (1), (2), (4), (5) permettent de déduire facilement par multiplication par L, ou

L, et puis soustraction de déterminer les valeurs de :

R, = . iL _mg(c_Lz)"'(Ezll;_Dzwz)sinw +(D211;+E2w2)coswl
R, =~ fL (D,V* B,V )sin¥ +(—E2‘5+D2‘P2>cos‘l’}
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R, =—— mg(c_Ll)"'(_El{I;"'Dllpz)sinw +(Dl{13-E11P2)coslPl

Ry, = ﬁ TV EW?)sin® +<E1‘P‘D1W>cos“’}

avec: E, " E " mal,; E,”E "malL, ; D= D" mbL, ; D,~ D~ mbL,

Ces composantes agissant sur 1’axe du rotor, dépendent de Y ¥ mais surtout de V2 qui peut

atteindre des valeurs assez élevées rapidement. Ses actions génerent des vibrations aux
niveaux des paliers, ce qui réduit leur durée de vie et conduisent a une usure prématurée des
pieces mécaniques en rotation.

6.3.6. Principe de 1 ‘équilibrage statique et dynamique

Pour éviter ces problemes d’usure et allonger la durée de vie des paliers et des axes, il faut
que les actions aux niveaux des liaisons soient réduites au minimum ou nulles.

Les expressions précédentes montrent que les actions de liaison ont des valeurs minimales

lorsque nous avons les conditions suivantes : ( N _ b _O )
DTE™O

* a=b=0 :implique que le centre de masse du rotor est situé sur ’axe de rotation du

rotor. On dit alors que 1’on a réalisé 1’équilibrage statique. Le rotor a un équilibre statique

indifférent.

* D= ETO0 :les produits d’inertie sont nuls, et I’axe de rotation est un axe principal

d’inertie.

Lorsque les deux conditions sont réunies, on dit que I’on a réalisé un équilibrage dynamique.

Dans ce cas les actions de liaisons sont réduites a :

= - (C ) . =
R,, L =3 ; R, ™0

el )
R,. L =3 ; R,, ~ 0

En réalité, les machines tournantes, les rotors, les axes, ...etc , sont équilibrés lors de la
construction, et I’équilibrage est affiné par la suite par ajout de petites masses ponctuelles
dans des plans orthogonaux a I’axe de rotation afin de ramener le centre d’inertie de
I’ensemble sur 1’axe de rotation et d’éliminer les produits d’inertie qui sont la source des

vibrations.
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Dans la pratique, lorsqu’une machine tournante fonctionne pendant un certain nombre
d’années, elle perd les caractéristiques mécaniques initiales et des vibrations apparaissent.
Pour les éliminer, on procede alors a un équilibrage. Celui-ci est réalisé a I’aide d’un systeme
électronique (accélérometres) permettant de mesurer les accélérations absolues ou relatives de
paliers. Le signal électrique enregistré permet par une analyse de relever le spectre vibratoire
et déterminer la nature du défaut qui a conduit a la vibration. Des calculs permettent de
déterminer les valeurs des parametres de 1’équilibrage.

7. Rotation d’un solide autour d’un point fixe : Angles d’Euler

On considere un repere fixe orthonormé direct R, (O, x,,y,,2,) €t un solide (S) fixé au centre

- - -

O de ce repere. On choisit un repere orthonormé direct R, (O, x,,y,,z,) lié au solide tel que

— — —

les axes Ox,,0y,,Oz, soient des axes principaux d’inertie.
Les axes du repere R, sont repérés par les angles d’Euler par rapport au repere fixe R,

Le mouvement instantané du solide est composé de trois rotations exprimées par les angles

d’EBuler ¥ 9.9 -
A7

- (S)

- la premiere rotation de vitesse angulaire Q? =Y 2o =y z, autour de I’axe 20 - 4
s’appelle : la précession du solide ;
- la seconde rotation de vitesse angulaire L= 0 X, - 6 x, autour de I’axe X, X,
s’appelle : la nutation du solide ;
.« en . . . 2 = = 9 =
- la troisiéme rotation de vitesse angulaire Qs Pz, =Pz, autour de 'axe 2, - 2,

s’appelle : la rotation propre du solide ;
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La vitesse de rotation instantanée du solide par rapport au repere R, est donnée par :
Qo = Q2+ Q1 + Q0 = . i ) g b
s s 2 L "%z, 0 X v 2

Son expression dans le repere R, 1i€ au solide est déja déterminée en cinématique du solide :

- Y 5in0 in® +0 cos® B st
0= Wsin0 cos® =0 5in® . onpose 20 =L
P+Y 050 Q R

s

- - -

La matrice d’inertie du solide est connue au point O dans le repere R (O,x,,y,,z,) ,¢lle est

A 0 O
delaforme: 71,)6; = (0 B O
0 0 clg

Nous traduirons les éléments cinétiques dans la méme base.

Le moment cinétique du solide au point O est donné dans le repere R, par la relation :

G00) =1,(5) '+ 0G" mV°(0) =1,(5)*%

N A0 o] (€ AR
%0)=10 B 0 g = Bz»
0 0 C R sz/ R C sz/ R

Le moment dynamique se déduit par dérivation :

—

50.0y=4"2"0) 2 d"O°(0) 4+ Qunco,,,
0 — " 1000

—

00(0) = 1,(5)R0+LQ0AG ()
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: Q +Q Q -pQ Q
- Ag.zsx st Ast A . Sx C sy sz B sy K4
60(0) = Bg.zsy + st A Bst = BQW+AQMQSZ _CQ.nysz
Q Q -
C Qsz R sz Rs C sz Rs C Q‘YZ + BQS_)/QSX a AQX}'QSX
s R

Soient O 0 O eg composantes du moment dynamique exprimé dans le repere i€ au

sX 0 sy Y sz
solide, nous obtenons les équations scalaires suivantes :
ARt B)R,2, 70
Bst + (A— C)stgsz =0

Sy

CQSZ+ (B B A)stgsx - 6SZ

Ce systeme d’équation dépend des angles d’Euler et de leurs dérivées premieres et secondes,
il est assez difficile de le résoudre dans le cas général. Ces équations ne peuvent trouver

solution que dans quelques cas particuliers que nous exposons ici .

Cas ou le moment des forces extérieures, est nul, c’est le cas d’un solide en mouvement de
rotation autour de son centre d’inertie. Ce cas est appelé probléeme d’Euler-Poinsot.

Cas d’un solide ayant un ellipsoide central d’inertie, c’est a dire le point fixe est situé sur
I’axe de révolution et le solide est soumis a la seule force de pesanteur. Ce cas est appelé
probleme de Lagrange-Poisson.

Cas d’un solide ou 1’ellipsoide central d’inertie est de révolution :A= B et en plus

A =2C. le centre de masse est situé dans le plan équatorial. Ce cas est appelé probleme de

Kovalevskaia.

7.1 Le point fixe O est confondu avec le centre d’inertie G du solide :
Cas d’Euler-Poinsot
La seule force appliquée est le poids en G, donc le moment des forces extérieures en ce point
est nul, alors le systeme d’équation s’écrit :
R (6)) =8 =

” O%G) = 1,(5)$2° = Cte

00(G) =
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AR BR 2 =0

1B, T A~ 02, 2 =0
cl.* (B4R L2 =0

RS
. . A0 o] (2 A%,
OUG) T I, =Cre |0 B 0| |9, | =|BR, | =cCre
Q
0 0 C RS sz Rs C sz Rs

Le moment cinétique est constant donc son module est aussi constant, on a alors:

A+ B8+ = Cre

Le centre d’inertie du solide est un point fixe donc son énergie potentielle E,~ E, reste

constante. Comme le champ des forces est conservatif nous pouvons écrire

+p =5 +
E.TE,"E TE,

L’énergie cinétique du solide est donnée par :

A0 o] (€
L 1o B o |9 = Cte

Sz sy

Q
0 0 clg\®. /g

57
s

_low S
E, -EQ?T 1,(8)<Y -E(Q)WQ

sy

don A2+ B2 +CR2 =y

Les composantes de la vitesse de rotation (QM ,QS ,sz )en fonction du temps, sont connues

Y

car elles sont solutions du systéme d’équations précédentes.

— —

Pour trouver la valeur des angles d’Euler en fonction du temps, on choisit 1’axe 20 %

comme étant 1’axe du moment cinétique ©°(G) , alors il sera parallele & Q? =y Z, ;on peut

> —

JOoR 0 = . \
alors écrire : 9°(G) xzo or nous pouvons exprimer le vecteur z, dansle repere R, par les

matrices de passage :

o 0 0 sinY sin®
z=l0| =lo| =|sin®| =]sin®cos®
1 R, 1 R, cos? R, cos? R
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- AsinO sin® . AR
0°(G) = | Msin9 cos® or nous avons aussi ©°(G) = BQS},
Andd Q
cos R c™,, R
AL =AginOgin® (1)
d’ou: BQS}, = Msin0 cos® 2)
2 =cosY 3)
ne
Le rapport entre 1’équation (2) et (1) donne : ¢ = arctg BQM
sy
C®2
L’équation (3) donne : 0=ar cos—ﬁ

Nous pouvons aussi déduire la vitesse de précession a partir des composantes du vecteur

rotation instantané du solide (S) par rapport au repere R, .

7.2 Le point fixe O est sur I’axe de révolution de ’ellipsoide d’inertie G :

Cas de Lagrange-Poisson

N

Le solide a une symétrie de révolution ( A= B) , alors le tenseur est le méme dans la base R

liée au solide et dans la base intermédiaire R, .De plus le centre d’inertie G du solide est situé

sur le méme axe que le point O tel que OG ~ Lz, . Les seules actions extérieures agissant sur

le solide sont les actions de pesanteur.
A 0 O A
Le tenseur d’inertieen O s’écrit: I,(S) = [0 A O =10
0 0 C 0
Nous exprimerons tous les calculs dans le repere R, .

Dans ce repere, la vitesse instantanée de rotation du solide par rapport au repere R, aura pour

expression :
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é Q
QO‘wsm =|Q
Q

SX

sy

1Pcoseﬂp X w/R,

Le moment cinétique par rapport au point fixe O est égal a :

A0 o] (9 AL

d SX SX

C°0)T 1, =0 A o] |€ =1 A9

sy sy

Q Q
0 0 C R2 sz R2 C sz R2

Le moment dynamique est déduit a partir de la dérivée du moment cinétique :

—

00'0 4000 - QO g
(0)=d (0)_ (0)+Q(2)/\0-0(0)=d (I (S) )+QO/\()‘0(0)
dt dt dt

—

00(0) = 1,(5) 20+ RIAO (@)

92 : est la vitesse du repere R, par rapport au repere R, , il est donné par :

Qo = Q1 + Qo Qo = Q2+ Qo
2 2 1 > 3 3 2

0 Q
on déduit : 93=9;’-9§=9;’-CPZ2= ll.’sine = st
Y O Q -
cos . % R,
2
A 0 0 Q‘Yx st AQS}C
60(0)= 0O A O st + st A AQ”
0 0 Q —q Q
C R2 ¥ R Qsz (P R C . R2
5 2

60(0)= <AQ +(A C)Q Q —ACPQ
9.

A.KADI
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Le moment des actions extérieures est donné par :

- —

M., (0)~ OGA mg
) 0 R 0
Nous avons : OG~ 10 ;o mg- ) mg sin®
R, L R mg cose
. o 0 mgLsin®
M., (0) _OGAmg 0 A ~mgsin® = 0
0

R, L R, L mgcos R, 0

L’égalité entre le moment dynamique et le moment des actions extérieures donne les relations

suivantes :

AQ tCT AR 2 +A<PQ = mgLsin%

sy

<AQ +(A C)Q Q —ACPQ —O

c?, =0
La derniere équation montre que nous avons une intégrale premiere donnée par :

Q=0 don: @, =Cte ®WVcosb +P =k =Cre

Une deuxieme équation provient du fait que nous avons un champ de force conservatif, ce qui

se traduit par la conservation de I’énergie totale :  E. T E, = Cte

L’énergie cinétique s’écrit :

_l—) 1 T—)
EC—EQ 1o($) 2 29? O, (S)
. ¢« \2
E. ™ 5 (62+1pzsm )"'C(Wcose"'@)} (e“‘wzsm )+CK2]
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L’énergie potentielle s’écrit :

E,~ mchose

*+ mgLcosY = Cre

A(82+w2sin29)+CK2

1
on a alors : —
2

A T’aide ces deux intégrales premieres nous pouvons déduire 1I’expression de WY et déduire

par la suite celle de 9 en choisissant la direction du moment dynamique suivant I’axe z,, .

8. L’effet gyroscopique

Un solide a symétrie de révolution (Toupie) ayant une vitesse de rotation autour de son axe,
tres élevée est appelé gyroscope. Sa grande vitesse de rotation (rotation propre) permet de
simplifier les équations et faire des approximations afin de déterminer des relations avec la

vitesse de rotation de précession et de nutation.

8.1 LI’approximation gyroscopique

On dit qu’un solide a symétrie de révolution, satisfait a I’approximation gyroscopique lorsque
sa vitesse de rotation propre est tres grande devant la vitesse de nutation et de précession.
Q> o @>>0

Dans ce cas la vitesse de rotation du solide est portée par un axe (A) défini par : (O, e?d)

— . — .

Tel que : Q, =0, ; ot @ :estla vitesse de rotation propre

8.2 Couple gyroscopique appliqué a une toupie (Reégle de Foucault)

On applique le théoreme du moment cinétique au point O a une toupie de masse m , de centre
d’inertie G ayant un axe de révolution (A) et soumise a la seule force de pesanteur due a son
propre poids. Le moment dynamique de la toupie qui est la dérivée du moment cinétique est
égal au moment des actions extérieures. Dans ce cas la seule action extérieure est due au poids

de la toupie, on obtient alors la relation :

d’C,(S)_ - -
E oo =y, =06 meg
dt
Dans I’approximation gyroscopique, le vecteur moment cinétique O,(S) aun module

constant et sa direction est portée par I’axe (A) .
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—

00
0

La dérivée correspond en fait a la vitesse de I’extrémité du vecteur moment

—

cinétique dans son mouvement de rotation autour de 1’axe fixe z, a une vitesse angulaire de

— *«

Q =V Z, »qui se traduit par la relation :

prec

précession :

A

A0S 2B A G e 5
ﬁ—g AGO(S)_Q AIAQ

prec prec
dt

I : estle moment d’inertie par rapport a I’axe A

— J—

Ondéduit: 2 A2 2 =0G"m g  qui peut s’écrire aussi sous la forme

prec
—

A2 +0GNmg=0

prec

On défini ainsi le couple gyroscopique qui a pour expression :

M =IAQAAQ =0'0(S)AQ

Gyros prec prec

—— — —

Nous avons alors a chaque instant I’égalit€ : M, tM,, =0

On déduit alors une relation entre la vitesse de rotation propre et la vitesse de rotation de

précession en développant la relation : /a 2,18 prec t0G "mg=0

* — ¢ — — — —

12 Pea™V 7, Taes "mgz, =0

o o — — —

IApr(eAA 7,) “mga(ea™ z,) = 0

(I» PV~ mga)(es ™ z,) = 0 = OV pmea=0 = Y =178
In®

Le résultat ci dessus montre que si la rotation propre est assez grande, la nutation est

négligeable et la précession pratiquement uniforme, elle s’effectue avec une vitesse angulaire

inversement proportionnelle a la vitesse de rotation propre.
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Lorsqu’un gyroscope est soumis a une rotation imposée, il réagit en créant un couple
gyroscopique et adoptant une rotation qui envoie 1’axe du gyroscope s’aligner sur 1’axe de la
rotation imposé.

Plus simplement, on peut dire que 1’axe du gyroscope tend, en empruntant le plus court

chemin, a s’aligner sur I’axe du vecteur du moment extérieur du aux actions extérieures.
Dans le cas de ’approximation gyroscopique, deux cas peuvent se présenter :

a) Sile moment des actions extérieures est nul, I’axe du gyroscope garde une direction

—

—— —

- d’Oy(S) -~ ¥ e =
constante : M ., ~ 0 2T‘;()‘O = O(S)=Cte ;

—_—

IAQAAQ +M

* > >

-0 2IAQAAIPZo'l-]\/[xo=0

—— —

b) Sl MO Fext N M yO alors : prec 0 Fext
Q, . doit étre porté par I’axe x, pour que I’équation puisse avoir une solution.
O Ap .t =0 S - Gty =g @=_M
12 9P x, 20 My, =0 Ia M =0 .
I

Ce phénomene s’appelle effet gyroscopique.

En d’autre terme pour un gyroscope ayant une rotation propre élevée, si vous appliquer
une action sur I’armature pour obtenir une précession, vous faites apparaitre la

nutation. Pour un gyroscope a cardan cela signifie que si vous lui donner du Y il vous

0

donnera du V.
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